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Analyse fonctionnelle/.F«racfr'072a/Analysis

Sous-facteurs de se (Foe) d'indice 4 cos2 njn, n^3
Florin RÂDULESCU

Résumé — Nous introduisons un modèle des probabilitésnon commutatives (au sens de Voicu-
lescu) pour le produit libre amalgamé (réduit) \f£(FN)®A]*B, où AgB est une inclusion

Ad'algèbre de dimension finie (avec une trace). Ce modèle permettra de montrer que^J=(^f(FJ®A„)* A„+1 est isomorpheà <£(FJ, où A„={e2 ... e„+1}", A„+1 = {e1 .. . en+1 j";
(ediet<i sont les projectionsde Jones associées à une valeur d'indice. Pour A,-1 dans la partie discrète
de la série de Jones {4cos27i/nï|mJg3}, et n suffisamment grand, «S?(FJs.c/"est un sous-facteur
irréductible d'indiceX~! dans <+1sif(FJ.

Subfactors of S£ (FJ with index 4 cos2 n/n, «2:3
Abstract — We introduce a noncommutativeprobabilitymode! (in the sensé of Voiculescu)for the

(reduced) amalgamatedfreeproduct(JS? (FN)®A) * B, where AçBis an inclusion offinite dimensional
A

algebras (with trace). Using this mode! we prove tliat sf"= (J0?(FJ®A„) *À„+1 is isomorphic to
A„

.ê?(FJ where A„= {e2, . . ., e,,}", A„+ 1 = {ej, . . ., e,,}", (e,)- being the Jones projections associatedto an index value AT 1. For A.-1 in Jones' discrète séries {4cos27c/m|»7S3} and n big enough,
s#l=SP(Fm) is an irreduciblesubfactor of index A.-1 in j/J+1 =if (FJ ofindex A- 1.

Abridged English Version — We introduce in this paper a noncommutative probability
approach (in the sensé of Voiculescu) to the reduced, amalgamated free product algebras
{S£ (FN)®A) *B, and thus (by [15]) obtaining in this way a random matrix model for such

A
algebras. Hère AgB is an inclusion of finite dimensional algebras with traces, J?(FN) is
the type 11^ factor of the free group FN, while the reduced, amalgamated free product is
obtained by the Gelfand-Neimark-Segal construction ([3], [6], [13]), via a canonical trace [10]
defined on a dense subset of the algebra.
Such algebras were first considered in [10], where it was proved that inside

(Q0Rx)*R (Q a type II± factor) one can find a séries of (irreducible) inclusions
R).

NSÇ=MS of type IIj factors, of index [Ms : Ns]= S G { 4 cos2 TC/?W |»^3} U [4, co). Ms are
nonhyperfinite and non~r, but not necessarily isomorphic. Ffere {e,-};^ are the Jones
projections [5] associated to A,=S- 1, while R=Aj0; R^=A2C where A* = {1, elt . .

.,«„}";
A2= { 1, e2, . ., en )", n e M U { oo }, are algebras with trace.
Using the random matrix model, we prove that j</£=[.âf (FJ®A2] # A* is isomorphic

A2

to J§f (FJ for X,= S_16{4cos2n/m |m2;3} U [4, oo). For X~1==S in Jones'discrete séries,
the finite depth condition [5] on the inclusion RgRx shows that for n big enough
(1) (Q0A2)*An1g(a®A2+1) * Kl+1

A2 A2+1

is a type II1 factors' inclusion of index À,_ 1 = S (and invariant [5] A„). Hence:

THEOREM. — J2?(FJ {the type IIx factor of a free group with infinitely many generators)
has {irreducible) subfactors of index X, for each X in Jones' discrète séries.
In particular we obtain that the factors in Popa's séries, are such that

NssMss if (FJ for Q_= if (FJ, S e { 4 cos2 n/m | m Sî 3 }. In fact it might be proved that
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NS(Q)£MS(Q) is a consécutive inclusion in a (suffïciently big) suitable downward tunnel
([5], [8]) of (1).
This resuit gives us a first example of a type IIj factor (if (FJ) which is nonisomorphic

to the hyperfïnite II t factor R, non-r, and such that the Jones invariant [5] is computable:

(the only other IIj-factorsM for which one has information about the invariants </(M) and
^(M), are the ones associated to discrète groups with property T or more generally for T
factors ([2], [1]); in this case by Connes' theorem [1] and by the results of Pimsner and
Popa [9], thèse invariants are countable).
We recall hère, that for a type II1 factor M, with trace x, f (M) is the set of ail possible

values of indices of subfactors of M, while Jr(M)= {f>0 \{3)e= e*eM idempotent, s. t.
ï{e)= t, eMe^M}.
The line [4, oo) is contained in ^ {S£ (FJ) because of Jones' observation [5], that each

value t\\ — t in #"(M) gives a (nonirreducible) subfactor of M of index f_ 1 + (l — t)- 1, and
because of the fact ([12], see also [15]) that #"(if (FJ)= R+\{0}.
We hope that our methods could be also used to find an answer to the intriguing question

regarding the possible values (j&4) of indices of irreducible subfactors of if (FJ, since, by its
properties if (FJ is close to R, while the séries NsçMs, introduced by Sorin Popa in [10],
is a séries of irreducible inclusions of non~r factors, close (by construction) to if (FJ also
for S^4(0=^(FJ).
In a further paper we will analyse results that are similar to thèse in this announcement,

for other type II^factors (associated to the free groupsFN, NeN) or for other inclusions
AgB.
We are indebted to D. Voiculescu, S. Popa and G. Skandalis for several discussions on

this subject.

On introduit dans cette Note une approche par la probabilité non commutative (de
Voiculescu, [14], [15]) du produit libre amalgamé (réduit), \S£ (FN)®A] * B. On obtient

A
de cette manière un modèle de matrices aléatoires pour de telles algèbres.
Ici AgjB désigne une inclusion d'algèbres de dimension finie (B est donné avec une

trace), if (FN) est le facteur de type IIt associé à un groupe libre et le produit libre
amalgamé (réduit) est obtenu par la construction G.N.S. ([3], [6], [13]) en partant d'une
trace [10] sur une partie dense de l'algèbre. De telles algèbres (comme[if (FN)®A]*B)

A
ont été introduitesen premier lieu dans [10]; on avait alors prouvé l'existenced'inclusions
irréductibles Ns(Q)=NsçMs=Ms(Q) dans (Q®R,)*R, d'indice [MS:NS] = S,

R*
S e {4cos2 n/m | m^3} U [4, oo). Ms et Ns sont non-r et non nécessairementisomorphes.
Ici les {et}teM sont les projecteurs de Jones associés à A, = S_ 1 et R=A^, R^A^, où
A* = { 1, ex, . . ., e„}"; A2 = {1, e2, . . ., e„}", n e N U { oo } (avec leurs traces) [10].
En utilisant le modèle à matrices aléatoires on prouve que <s/? = [if (FJ®A2] * A* est

A2
isomorphe à if (FJ, pour tous À,= S_1e{4cos27r.//72|ra2;3}U[4, co).
Pour À.=S_ 1 dans la partie discrète de la série de Jones, la condition de profon-

deur finie ([5], [1]) de l'inclusion R^R^ montre que pour n suffisamment grand, Fin-
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clusion (Q®A2) * A^g(Q®A2+1) * A*+1, de facteurs de type IIl5 a pour indice
A2 A2+i

AT 1 =S e {4 cos2 n/m | m2:3 }. En conséquence on a :

THÉORÈME. — if (FJ {le facteur de type IIx d'un groupe libre avec une infinité de
générateurs) a des sous-facteurs irréductibles d'indice X {et invariant Am+2) pour tout X
dans la partie discrète de la série de Jones :{ 4cos2 n/m | m^ 3}.
En effet, il est possible de prouver qu'on peut retrouver l'inclusion N^M8 dans un

tunnel descendant [8] associé à l'inclusion stf^s#l+1 pour n suffisamment grand.
Il s'ensuit en particulier ([8] et [10]) que les facteurs de la série de Popa sont tels queN^M^if(FJ (pour Se{4cos2n/m\m^3}).
On obtient ainsi un premier exemple d'un facteur de type llu non isomorphe au

facteurhyperfini R et non-T, et dont l'invariant de Jones [5], #{S?(Foe))peut être calculé
de manière explicite :

(les seuls autres facteurs M de type 1^ pour lesquels on a des informationssur l'invariant/ (M) [et J5" (M)] sont les facteurs associés à des groupes ayant la propriété T; dans ce
cas, par le théorème de Connes [1] et par les résultats de Pimsner et Popa [9], ces derniers
invariants sont dénombrables.
Rappelons ici que pour tout facteurM de type II

x avec trace x, f (M) est l'ensemble
des valeurs possibles des valeurs d'indice des sous-facteurs (qui par [5] est toujours
contenu dans f (R)) et 3F (M), le groupe fondamental de M, est l'ensemble

{*>0| il existe eeM, eidempotent, e= e*, t.q.x(e)= r, eMe^M}.

Le fait que la série continue [4, oo) est contenue dans ^(if (FJ) est conséquence de
l'observation suivante de Jones : tout nombre t/\ — t dans #" (M) permet la construction
d'un sous-facteur (non irréductible) de M, d'indice t~1+{\ — r)- 1 et du fait que
& {S£ (FJ)=R+\{ 0 } ([12], voir aussi [14]).
Dans un article ultérieur nous démontreronsle résultat suivant :

THÉORÈMEA [17]. — Soit <€un carré commutatif {au sens de [11])

d'algèbres de dimension finie {où A est donné avec une trace). On suppose de plus que ^
est irreducible et que ^ ci des propriétés similaires à celles des carrés commutatifs qui
apparaissent dans des inclusions de profondeur finie ([16], [11]). Soit Q un facteur de
type Iii. Alors M^(Q)= (Q®B)*A^(Q®D) *C=N*f(Q) est une inclusion {irréductible)
de facteurs de type IIj d'indice {de Jones) égal à HTTU OÙ T est la matrice de l'inclusit m
BcA.
Concernant les commutants relatifs supérieurs de ces sous-facteurs le résultat suivant

nous a été communiqué par S. Popa.

THÉORÈME B (S. Popa). — Dans les conditions du théorème précédent, soit Q00gPoe
l'inclusion des facteurs hyperfinis obtenue en itérant la construction de base du carré
commutatif <£. Alors les commutants relatifs supérieurs de N*(Q)gM^(Q) coïncident avec
ceux de Q^gP^, i.e. les paragroupes de Qoe£P00 et N*'(Q)£MÏ(Q) sont isomorphes.
En particulier les deux inclusions ont les mêmes graphes standards.
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En utilisant les méthodes de cet article nous démontrons :
THÉORÈMEC. — Pour toute inclusion A i>B d'algèbres de dimensionfinie (A a une tracé)

et pour tout N^2 on a

Ici T est la matrice de l'inclusion A^B, s est le vecteur des traces de projecteurs minimaux
deB.
THÉORÈMED. — Soit "<? comme dans le théorème A, T comme dans le théorème C. Pour

tout N2j:2 {ou N=co) il existe un sous-facteur irréductible j/!=if(FN) tel que
[if (FN):^/]= || rr'|| et ^J/'S JSf (F(N_1)j| r« r (| + 1)^(jSf(FN))(j ru-1- De plus les invariants
supérieurs de sé<^Se(FN) coïncident avec ceux de P00£Q00 {comme dans le théorème B).
Dans les théorèmes C, D on va utiliser une série « if (Fr)reB r>1 » généralisant la

série if (FN)NeN N>2. (Une série similaire a été introduite par K. Dykema [18].) Ceci a
la propriété {voir [14]) if (FJt^if (F(r_1)t-2

+
1), et if (F(+S)^if(FJ*if (Ft), s, t^\,

donc en particulier :
COROLLAIRE. — if (FJr>1 sont isomorphes par tensorisation avec B(H) {voir [19] et

[14]) et, pour le groupefondamental!F {Se (FJ), on a #" {Se (FJ)= { 1} pour tout r>\, r
fini, ou bien !F {Se(FJ)= R+/{0}, pour tout r>\ {r fini). Par conséquent, les algèbresif (FN), NeN U { °o }, N2ï2 ow bien sont toutes isomorphes, ou bien non isomorphes.
Rappelons quelque définitions et résultats de [14]. Si {se, (p) est un facteur de type U^

avec trace cp, alors une famille de sous-algèbres unitales, (A;)ieIgA est dite libre si
^{axa2

. . .
a„)= 0 pour tout ateA}l, cp(aj = 0, i=l,2, . . .,n et j^j2, ./„-i#/«- Une

famille (Xs)ssS est dite semi-circulaire si, XS=XS*, si les algèbres engendrées {Xs, 1 }'s'eS
forment une famille libre et si, pour tout s

Rappelons aussi que, pour tout sous-ensembleX contenu dans se, X" est l'algèbre de
von Neumann, engendrée par X dans se (et contenant l'identité de se).
Si Pl5 P2 sont deux algèbres de von Neumannde type fini avec des traces (normalisées)

x± et x2, et B est une sous-algèbre de von Neumann de B1 et P2 (dont la trace coïncide
avec la trace induite par celle de Px et par celle de P2) alors Px * B2 ([14], [10]) est

B
l'algèbre de type fini (le produit libre réduit amalgamé de Pl3 P2 sur B), obtenue par la
construction G.N.S. associée à la trace x, définie initialement sur les produits
xiyix2)'2 xn)'„ [°ù (xib)yix2 • y„ est identifié avec x1{by1)x2y2 . . . y„, beB],x,eP1, j;eP2, i= 1,

• • • ,n, par la relation
x{x1y1

. . .
x„j„)= 0 si EB(xi)=EB(ji)= 0, /= 1,2

. . . n.
Dans la proposition suivante on va donner une inclusion canonique de

Se (FJ®A * B dans Se (FJ * B. Ici A <=B sont des algèbres de dimension finie.
A

PROPOSITION. — Soit & un facteur de type Iï1 {avec trace normalisée x) et soit (Ys)seS
unefamille {libre) semi-circulairedans SS qui est aussi libre {par rapport à x) avec la sous-
algèbre B de Sft, de dimension finie. Soit [px, p2, . .

.,pt} une partition de l'unité {par
projecteurs) dans B^âS, et soit A l'algèbre engendrée par {p;)l=1. On définit une nouvelle
famille semi-circulaire,en posant :



C. R. Acad. Sci. Paris, t. 315, Série I, p. 37-42, 1992 41

Alors l'algèbre {(Xs)seS, B}" {avec la trace induite de 3$) est isomorphe à
[{(X*)ssS}"®A]*B.

Preuve. — Il est immédiat que x{(Xs)2pi)= x{pi)x{(Ys)2) et donc que x {xa) =x {x) x {a)
pour x dans {(Xs)seS}" et a dans A. En particulier, il s'ensuit que (Xs)seS est semi-
circulaire.
Pour prouver risorhorphismede l'énoncé il est donc suffisant de prouver que

six(/J = 0, EA(Z>J=0,/;.£(XsO",s,eS, z=l,2, . . .,7i.Le théorème 2.3 de [15] nous permet (pour calculer la trace de tels éléments), par
un passage à la limite des dimensions des matrices, de supposer que (Xs)seS sont

t r
des matrices aléatoires diagonales par blocs, XS=©AS'! dans © Mm.(C)£Mm(C),

;=i ;=i
(m=m1+ . . .

+mt) où les entrées de As' 1= {aj,el)J^l, i=l,2, . . .,t, seS sont une famillegaussienne indépendantesur un espace de probabilité E et d'espérance conditionnelle S
nulle, tandis que S {\ Oj-J \2) = x {Pi){m/mf) [qui est la condition que x((Xs)2^!-)= x(p[-)
si à la limite 772,7777 est x{p(), z"= 1,2,

. .
.,t]. Ici, par ([14], [4]), B est repré-

sentée par des fonctions (sur l'espace E) matricielles constantes, de sorte que

Pi=lM (C)e © M,„.(C)gMm(C), et telles que la dimension des projections minimales

de B tend vers l'infini [la trace sur B étant approximée par la trace normalisée induite
parMra(C)].
Sous cette forme, on peut récupérer la trace sur l'algèbre engendrée par (Xs)ssS et B,

en composantla fonctionnelle traciale (normalisée) à valeur dans les fonctions sur S sur
les fonctions matricielles, avec l'espérance conditionnelle S.
Avec cette représentation on peut reprendre la preuve du théorème 2.4 de [15] et en

conséquence, il est suffisant de vérifier les conditions de liberté (d'ordre 2) similaires à
celles des hypothèses du théorème 2.1 [15], dans lesquelles l'algèbre A est remplacée par
B et la condition 2 b par

Ici cp = x, XS= TS, seS, et D;eB, steS, z'=l,2, . . .,?7, sx=s2, card{i|s-=p}:S2, pour
tout p.
Les autres conditions sont des conséquencesdirectes de ce même théorème (2.4 de [15])

pour les variables (YJseS; quand à 2b c'est une conséquence du fait que l'espérance
conditionnelle de la matrice XsbXs est (à la limite) EA{b) pour b dans B.

LEMME 2. — Soit An_1<iA„ les algèbres de Jones,

où (e,-),- sont les projecteurs de Jones associés à un nombre X 1 dans
{4COS2TC/7?Î|772^3}U[4, 00). Alors sé= {Se (FJ®A„_1) * A„ est isomorphe à if (FJ.

A„_i

LEMME 3. — Soit Q un facteur de type II1; A,- 1 un nombre dans { 4cos2 n/m 1772^ 3 };
soient {ei}ieM les projecteurs de Jones associés et notons A2 = {e2, ...,en}",
Al, = {e1, . . ., e„}" avec les traces correspondantes[5]. Pour n suffisamment grand



42 C. R. Acad. Sci. Paris, t. 315, Série I, p. 37-42,1992

l'inclusion

est d'indice X 1.

Preuve. — On doit vérifier que en+ 1
vérifie les axiomes du lemme 1.5.2 de [10], (i)

•<+1 =SpG<e„+ i sé,X (ii) E^n {en+ 1)=X, (iii) e„ se'„ en g sén e„.
Le plus difficile est l'axiome (i). Le cas générique consiste à prouver que chaque

produit en.. . e1Xse1 . . . e„
(pour 72 suffisamment grand), est égal à une combinaison

linéaire de monômes en eu . .
.,e„,Xs dans lesquels en apparaît une seule fois. Ceci est

une conséquence de la condition de profondeur finie qui montre l'existence d'un 72 dans
N (suffisamment grand) et d'une combinaison linéaire entre les mots ordonnés dans
e1,...,e„ [5].
Ces deux derniers lemmes achèvent la preuve du théorème.

Note remise le 15 mars 1992, acceptée le 15 avril 1992.
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