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THEOREME 2. — Supposons que Z satisfait aux conditions suivantes :

(®) (A |Z§J")| 20

2 (n)y2 P 4.
©) P 1§i<zjsn (Z5) = 1;
(10) lim B |Z{} 72| = 0;
(11) hm EZ(”) Z("> 7}13)10 nEZ(”) Z(n)

Alors les sommes W, n = > 1, convergent en distribution vers la loi normale N (0, 1).
Preuve. — 11 suffit de vérifier que le systtme de différences de martingales (Y, H)
satisfait aux hypoth¢ses suivantes:

.
n(n—1)

n(n—1) ZY”]” n(n—l ZEY

et le théoreme 2 se déduit du lemme 2. Pour démontrer (12), nous utilisons les mémes
techniques que Weber [8].

COROLLAIRE 1. — Supposons que la suite Z satisfait aux hypotheéses (8), (9) et (10) du
théoreme 2, et de plus que:

max | Yok | 5 0;

15k<n

(12)

lim — =0; lim nEZ® 7z =0;  lim n?EZ{YZ{ =
n—00 My, n—oo n—oo
Alors la suite \/2/n(n — 1) Z ZE?), n = 1, converge en distribution vers la loi
15i<jsn

normale N (0, 1).

Je tiens a exprimer ma reconnaissance & M. Andrzej Klopotowski pour I’aide qu’il m’a apportée et ses

remarques pertinentes.

Note remise le 1 avril 1994, acceptée le 4 mai 1994.
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Sur les temps moyens de séjour quantiques

Luigi Accarpi, Claudio FErRnaNDEZ, Humberto Prapo et Rolando REBOLLEDO

Résumé — Cette Note étudie une notion de temps de séjour en moyenne pour une dynamique
générale sur une C*-algebre. Le temps moyen de séjour permet notamment de décomposer chaque
¢tat en une somme de trois composantes dont I’une est dispersive, la deuxiéme est un état lié et la
troisieme un état singulier.

On quantum sojourn times

Abstract — We introduce the concept of mean sojourn time for a quantum dynamics on a C*-algebra.
This notion allows any state to be decomposed as a sum of a scattered component, a bound-state and
a singular component.

Cette Note €tudie la classification d’une dynamique quantique au moyen du temps de
séjour, tout en généralisant des notions préalablement introduites par Pearson [4] et Perry
[5]. Les temps de séjour quantiques ont été utilisés dans le cadre hilbertien par Ferndndez
et Rebolledo ([2], [3]) et reliés aux notions d’entropie (voir également [6]) dans le but
de caractériser la résonance quantique.

1. RESULTATS SUR UNE C*-ALGEBRE. — Un espace de probabilité quantique est un systeéme
(A, E) ot A est une algébre munie d’une involution % et d’une unité 1; E est un état, a
savoir, une forme linéaire définie sur A et a valeurs dans C, telle que E (a* a) = 0 pour
tout €lément @ € A et E (1) = 1. Nous notons S Pespace de tous les états, qui est un
convexe compact pour la topologie faible définie comme la moins fine rendant continues
toutes les applications E +— E (a) de S dans C.

Désormais nous nous placons dans le cadre suivant. .4 est une C*-algebre, E est alors
une forme linéaire continue de norme unité (voir [1]). Nous considérons une dynamique
quantique caractérisée par un groupe d’automorphismes (u;; t € R) de A satisfaisant

ut (us (@) = uys (@) (5,1 €R; a€ A)
up (@) =a; ~w(1)=1 (teR)
uf (a) = uy (a¥) (teR,ac A).
Cette dynamique (u,) sur I’algébre induit une dynamique image sur les états au moyen
de la formule:
(D) uz (E) (a) = E (uy (a¥)) (teR, acA).

Nous adoptons la notation A™ pour le cone des éléments positifs de I’algebre A. Ce
cone introduit un ordre sur A que nous notons simplement par <: a < b si et seulement si
b—a € AT, Soit ensuite F une famille croissante d’événements ou projections, a savoir,
un filtre (74; o = 0) d’éléments de A* tel que

2 Ta S g si 0Sasp
3) ToTg = Tonpg (o, 620),
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et en outre, par convention, nous posons 7o = 0. L’élément 1 € A devient alors un
élément maximal du filtre F.

DERINITION. — Soient ¢ € AT et E un état. Nous définissons les fonctionnelles

1 /T 1 /7T
(4) ST (E, CL) = T / E ('ll,t (CL)) df = T / U (E) (CL*) dt
0 0
(3) 7 (E, a) = limsup st (E, a),
T—oo
(6) T (E, a) = li%n inf st (E, a),

qui seront appelées les temps moyen de séjour, supérieur et inférieur respectivement.
Ces fonctionnelles mesurent le temps passé dans I’état E par le systtme dynamique

partant de a.

PROPOSITION 1. — Les fonctionnelles T et T sont invariantes par I’action de u = (u; ¢t 2 0)
a la fois sur A et sur S. Par ailleurs, les applications a — T (E, a) et a — 7 (E, a)
sont croissantes pour I’ordre défini par le cone A™ pour tout état E.

Par la suite nous étudions 7 et 7 sur I’espace S x A* muni du produit de la topologie

faible et de la topologie affaiblie, & savoir, la plus fine rendant continues toutes les
applications ¢ + E (a) de A dans C, pour tout E € &.

PROPOSITION 2. — T est semi-continue inférieurement et T est semi-continue supérieurement

sur S x AT,
La preuve de la proposition résulte du fait que (s; T > 0) est une famille de fonctions
continues sur A x AT,

DEFRINITION 2. — Un état E est F-lié si pour tout € > 0 il existe 7, € F tel que
@) B, ma) 2 1 &

Un état E est F-dispersif si pour tout élément 7, € F 1’on a
) 7 (B, o) = 0.

Un état E est F-singulier si 'on a
) 0<inf{T(E, ma): 7o € F} <sup{T(E, ma) : 7 € F} < L.

Nous notons S; = S (F) (resp. Sy = Sy (F), resp. Ss = S, (F)) I'ensemble des états
liés (resp. dispersifs, resp. singuliers), par rapport au filtre 7. La décomposition suivante
se déduit directement de la définition ci-dessus.

PRrOPOSITION 3. — L’espace des états se décompose en la réunion disjointe des états liés,
des états dispersifs et des états singuliers relatifs a un filtre F :

§=8 US; US,.

2. LE CADRE HILBERTIEN. — Désormais nous considérons un espace de Hilbert complexe
séparable H dont le produit scalaire est noté (-, -) et I'algebre A = B () des opérateurs
bornés définis sur H. La donnée d’un état équivaut a celle d’un opérateur nucléaire
p, positif et de trace tr p = 1, de sorte que E (a) = tr pa. S désigne alors I’espace
des opérateurs nucléaires positifs de trace unité. Sur cet espace nous considérons a la
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fois Ia topologie forte des opérateurs ainsi que la topologie faible rendant continues les
applications a +— tr pa, de A dans C, (p € §). Un état est pur, s’il est réduit a une
projection p = |¢)(p| dans la direction du vecteur ¢ € H.

Soit (e,; m 2 1) une base orthonormale de I’espace H. Prenons comme filtre
d’événements F la famille (w,; n = 1), ol chaque m, représente la projection sur

I’espace H,, engendré par (ey,..., e,). C’est-a-dire,
(10) Tn = lei){eil-
=1

Ces projections sont liées a la caractérisation de la convergence faible, comme il a été
prouvé dans [2]. En effet, étant donné un ensemble K d’états, il est faiblement compact
si et seulement si pour tout € > 0 il existe un élément 7. € F tel que tr pr. > 1 — ¢,
pour tout p € K. Il s’ensuit

COROLLAIRE 1. — Un état p est F-lié si I’ensemble d’orbites (u. (p); t € R) est faiblement
compact.

Nous notons S (F) l'ensemble des états obtenus comme combinaisons convexes
d’éléments de F. Une suite (p,; n € N) est faiblement monotone si tr pp,, < tr ppni1
pour tout n € N et tout état p. Comme ’espace H est séparable il s ensuit :

LemME 1. — S (F) est fortement dense dans I’espace des états S. En outre, si p € S est
limite d’une suite faiblement monotone (p,; n € N) de S (F), alors

(€8)) 7 (p, p) = im 7 (p, pn),

De ce lemme découlent les conditions nécessaires suivantes liées a notre classification
des états.

PROPOSITION 4. — Si p est un état F-lié, alors T (p, p) = 1; s’il est F-dispersif, alors
T (p, p) = 0 et finalement, 0 < T (p,p) < 1 si p est F-singulier.

Ce sont les fonctionnelles 7 (p, p), T (p, p) qui sont le plus fréquemment utilisées dans
I’étude asymptotique de la dynamique quantique. La proposition précédente montre que
7 (p, p) ne fournit pas une caractérisation compléte de la décomposition de S associée
a F (on n’a que des conditions nécessaires pour appartenir aux classes Sy (F), Sy (F),

Ss (F)). Or cette fonctionnelle a le mérite de ne pas dépendre explicitement d’un filtre F.

" C’est pourquoi nous introduisons la classification plus générale suivante.

DerFmniTION 3. — Un état p est faiblement dispersif (resp. faiblement lié, faiblement
singulier) si 7 (p, p) = 0 (resp. T (p, p) = 1, resp. 0 < 7 (p, p) < 1).
Et ’on obtient le résultat fondamental de cette Note.

THEOREME 1. — Un état p est faiblement dispersif (resp. faiblement lié), des qu’il existe un
filtre d’événement F tel que S (F) soit faiblement dense dans S et que p soit F-dispersif
(resp. F-lié).

Par ailleurs, I'espace des états S se décompose en la réunion de trois sous-ensembles
disjoints : Sga, I’espace des états faiblements dispersifs; Sp celui des états faiblement liés
et Sg Uespace des états singuliers.

En effet, le lemme 1 peut étre modifié en changeant la densité forte par la densité faible.
Le théoré¢me s’ensuit par une application directe du lemme modifié.

Le dernier théoreme contient une description complete de la dynamique quantique. En
particulier, les classifications des états obtenues dans les travaux de Pearson et Perry
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correspondent a des cas particuliers obtenus en utilisant deux filtres 7 différents. Si bien
que les deux visions précédentes sont synthétisées dans le dernier résultat de cette Note.

Cette recherche a recu 1’appui des Programmes de Recherche FONDE-CYT# 1930528, 1930023 ainsi que celui
de la Fundacion Andes.

Note remise le 15 janvier 1994, acceptée le 25 janvier 1994.
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On large deviations for diffusion processes
under minimal smoothness conditions

Alexandre VERETENNIKOV

Abstract — The large deviation principle is established for a solution of Ito stochastic differential
equation with measurable coefficients.

Sur les grandes déviations pour les processus de
diffusion sous les conditions minimales de régularité

Résumé — Le principe de grandes déviations est établi pour des solutions de I’équation stochastique
d’Ito a coefficients mesurables.

Version frangaise abrégée — Cette Note donne des résultats de grandes déviations pour des
solutions d’équations différentielles stochastiques sous des hypothéses assez faibles de régularité
sur les coefficients. On généralise, en un sens faible, un résultat de Donsker et Varadhan ou
le coefficient de diffusion est supposé continu.

Considérons I’équation différentielle stochastique au sens d’Ito

dXt =0 (Xt) dwt + b (Xt) dt

avec une valeur initiale déterministe Xg € E%; o et b sont des fonctions boréliennes, 4 valeurs
dans R% %4 (d; > d) et R? et (wy, t > 0) est un mouvement brownien d;-dimensionnel.
On suppose que o est bornée et localement non dégénérée, c’est-d-dire que pour tout R > 0

inf inf AN oo™ (z)A>0
je]<R A1

A € E%; b est localement bornée et satisfait la condition de stabilité :

limsup (b (), z/|z|) |loo* (z)||~* < 0.

Z2—HCO

Le résultat suivant est une combinaison de résultats de Krylov sur I’existence de solutions
faibles et sur la sélection markovienne pour ces équations (voir [11] et [12]).

PROPOSITION 1. — Sous les hypotheses précédentes 'équation différentielle stochastique a une
solution sur un certain espace de probabilité, qui est un processus de Markov fort homogene pour
la filtration (FX, ¢t > 0).

Soit ¢ une fonction borélienne de R dans R'; on s’intéresse au comportement asymptotique
du processus

t
o g / v (Xs) ds, t — oo.
0
Le résultat suivant est une reformulation d’un théoréme de [15] ou [17].

Note présentée par Paul-André Mever.
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