LA MECCANICA QUANTISTICA NONRELATIVISTICA
COME PROCESSO DI MARKOF NONCOMMUTATIVO (*)

LUIGI ACCARDI

1. Imtroduziome.

Nel presente lavoro viene proposta una assiomatica del formalismo
matematico della meccanica Quantistica non relativistica basata su
una definizione generale del concetto di « processo stocastico non com-
mutativo » e sulla determinazione della struttura di una classe parti-
colare di tali processi: i processi di Markof noncommutativi indieciz-
zati da R* (semiretta reale positiva).

T assiomatizzazione proposta differisce da quelle consuete soltanto
a livello di « Postulato dinamico »: pitl precisamente: si suppone che
le assiomatiche del tipo von Neumann-Segal-Mackey definiscano com-
pletamente la struttura matematica della teoria quantistica ad ogni
fissato istante di tempo, e si postula che le relazioni tra le algebre di
osservabili relative ad istanti diversi di tempo siano identiche alle
relazioni intercorrenti tra le algebre di osservabili relative a tempi
diversi nella rappresentazione prodotto di un processo stocastico di-
sereto (cf. Teorema (3.7) e Definizione (3.8)). Tali relazioni sono ca-
noniche poiché la classe di equivalenza di un qualsiasi processo sto-
castico discreto (cioé classificato in base alle sue distribuzioni con-
giunte a dimensione finita cf. (8), pag. 47) & completamente determi-
nata dalla rappresentazione prodotto di questo.

Tl postulato dinamico della teoria quantistica si introduce, quindi,
nella forma seguente:

« Un sistema quantistico & un processo di Markof noncommutativo ».

11 motivo per cui quest’affermazione gioea il ruolo di postulato
dinamico della teoria risiede nel fatto che ad ogni processo di Markof
noncommutativo sono canonicamente associate delle equazioni di evo-
luzione (le equazioni di Kolmogorof non commutative) le quali costi-

(*) I risultati conseguiti in questo lavoro sono stati esposti nella conferenza
tenuta il 15 marzo 1975.
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tuiscono una naturale generalizzazione dell’equazione di Schrodinger
nella forma di Heisenberg (cf. n. 6).

La classe di tutti i processi di Markof non commutativi & stretta-
mente pit vasta di quella dei sistemi quantistici. Questi ultimi sono
caratterizzati come quei processi di Markov non-commutativi cui &
agsociata canonicamente una evoluzione reversibile. La corrispondenza
cosi stabilita ¢ biunivoca nel senso che lequazione di Kolmogorof
noncommutativa associata a un processo di Markof con evoluzione
reversibile coincide con Pequazione di Schrodinger e, viceversa un’equa-
zione di Schrodinger determina un wnico processo di Markof noncom-
mutativo con questa proprietd (cf. n. 7).

Le evoluzioni associate ad arbitrari processi di Markof non com-
mutativi includono quelle prescritte dalla teoria quantistica della
misura (cf. n. 8). Infine il formalismo proposto permette di dedurre
la ben nota formula per le probabilita di transizione tra due stati
quantistici (cf. n. 9). '

2. Formulazione degli assiomi.

I1 modello matematico della teoria quantistica non relativistica
sara costruito specificando gli oggetti matematici corrispondenti ai
concetti di « stato », « osservabile limitata », « valore di attesa di un’os-
servabile 4 in uno stato» (Assiomi statici) e specificando inoltre la
forma matematica della legge di evoluzione del sistema (Postulato
dinamico).

Per quanto riguarda il primo gruppo di assiomi, nel presente lavoro
adotteremo la formulazione dovuta a J. von Neumann [31], [32], [34],
e I. B. Segal [26], [27]; la formulazione del Postulato dinamico sard
invece, come vedremo pill oltre, radicalmente diversa.

Supporremo, ammettendo il « Principio fenomenologico fonda-
mentale » enunciato da I.E. Segal [27, cap. I], che Tingieme di tutte
le osservabili limitate di un sistema fisico definisca tale sistema com-
pletamente, in tutti i suoi aspetti fisicamente osservabili, ed enunce-
remo ghi Asgiomi Statici della teoria nel modo seguente:

I) Ad ogni fissato istante di tempo le osservabili limitate di un
sistema fisico sono in corrispondenza biunivoea con gli elementi
Hermitiani di una C*-algebra A.

II) GIi stati del sistemsa sono in corrispondenza biunivoea con un
sottoinsieme 8, dell’insieme di tutte le forme lineari positive
normalizzate su 4.
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TII) Se @ & un’osservabile limitata a cui.corrisponde l’olagratore hermi-
tiano @ e @ & uno stato a cui corrisponde il funzionale ¢ su 4
allora il valore di attesa (o valor medio) di @ nello stato @ ¢ ¢(a).

Questi tre assiomi non determinano univocamente il modello; al
contrario, come segue dall’analisi di von Neuma].m (el L32], ppLre [34]
pag. 297 e seguenti), si puo affermarfa ghe essi Qe.serlvono la pit ge-
nerale teoria statistica di una classe di sistemi fisici per la quale si as-
suma la validitdh del « Principio fenomenologico fondamentale ».

OSSERVAZIONE 1: L’insieme 8, non viene supposto convesso poiché?
in tal modo gli assiomi I), IT), III) vengono a descrijel:e, a meno di
evidenti isomorfismi, anche le teorie classiche esatte ciod quejlle—camt—
terizzate dalla proprietd che il valore esatto di ogni osservabile @ nello

stato @ coincide con (gp(a)).

OSSERVAZIONE 2: Nel presente lavoro C*-algebra sign.iﬁeheréu sem-
pre C*-algebra con identita, e un funzionale lineare positivo normaliz-
zato sara detto, conformemente alla nomenclatura corr_ente,luno statg.
Occorrera perd distinguere, nel presente contesto, gh.stajtl s@a g ;i
algebra, A dai corrispondenti, nel modello matematico, degli stati
del sistema fisico. . - =il

All’interno di una teoria statistica generale, definita dagh. agsiomi
I), IT), III) sopra-enunciati, il carattere sp-eclﬁco «;lella teoria quan-
tistica & determinato dalle seguenti scelte di A e di §:

1') Esiste uno spazio di Hilbert complesso separabile‘J@. tajle.ch.e A
coincide con l'algebra $B(J) di tutti gli operatori lineari limi-
tati su JE.

IT') Gli stati del sistema fisico sono in corrispondenza biunivoca con
gli stati normali su JB(¥K).

Questa specificazione di 4 e di S determina completame,nte_ il
modello nel senso che, come ha dimostrato von Neumann [32], I'unico
modo «ragionevole» di definire un valor medio, o valore d’attesa, su
P(Je) ¢ determinato dall’assiome II'). A .

T’assioma II’) caratterizza la teoria quantistica in qganto teorwf
statistica: le affermazioni della meccanica quantistica riguardano i
valori medi — o valori d’attesa — delle Osservabili.in uno stato arbi-
tratio, e gli stati formano un insieme COnVesso. Es;st.ono, nella lettg-
ratura, vari modi di introdurre le affermazionl. stafmstlche\ della teorl?b
quantistica. La formulazione adottata nell’assioma (IT) & quella ori-
ginaria di von Neumann [32], [34]. ' ‘ .

Nel cago in cui 4 = $(3€), la formulazione di von Nel%mann. equi-
vale a quella di Mackey e Pequivalenza si stabilisce mediante il teo-
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rema di Gleason. Nel caso di una arbitraria C*-algebra questo Teorema
non sussiste (cf. tuttavia il recente lavoro di A. Lodkin [15]), quindi
in questo caso la formulazione di von Neumann & pit adeguata ai
nostri scopi.

Gli assiomi sopra elencati caratterizzano la descrizione quantistica
(statica) di un sistema dinamico arbitrario. I1 fatto che si considerino
sistemi fisici di tipo particolare, definiti cioé da particolari gruppi
di simmetrie, si esprime con un ulteriore assioma sulla esistenza di
una rappresentazione di tali gruppi mediante automorfismi dell’al-
gebra A, che & collegata con aleune, particolari, osservabili. Tuttavia
noi, essendo interessati — in questo lavoro — soltanto nel carattere
statistico della teoria, non considereremo quest’aspetto né enunceremo
il postulato corrispondente (rimandiamo per esso, al libro di Mackey [18]
o alla monografia[19] dello stesso autore).

Per quanto riguarda gli assiomi dinamici, alecuni autori (per es.
von Neumann) postulano senz’altro Pequazione di Schrédinger come
legge di evoluzione temporale dei sistemi quantistici. Uno dei primi
tentativi matematicamente rigorosi, di dare un fondamento teorico
alla legge di evoluzione di un sistems quantistico & dovuto, per quanto
risulta all’autore, a G. W. Mackey il quale, in analogia con la situa-
zione classiea, formula il postulato dinamico della meccanica quanti-
stica, nel modo seguente (cf. [19], pag. 81):

Postulato dinamico (Mackey), I’evoluzione temporale di un sistema

dinamico quantistico & descritta da un gruppo a un parametro (V,)

di applicazioni biunivoche dell’insieme degli stati in s¢, che conger-
vano le combinazioni convesse (ciod, se (p;)) & una famiglia di stati
e (t;) una famiglia di numeri positivi di somma 1, allora

Vs (; ti%) = ; 4 V()

(In eftetti il postulato dinamico & formulato per un semigruppo (V)
tuttavia Panalisi successiva viene limitata ai sistemi « reversibili », per
i quali tale semigruppo si estende s un gruppo).

Poiche il postulato dinamico della Mececanica quantistica ¢ I’og-
getto principale della nostra analisi, sard opportuno esaminare piu
in dettaglio Penunciato di questo nella formulazione di Mackay.

Essendo, per ogni ¢ € R+, Papplicazione V', biunivoca, essa trasforma
stati puri in stati puri; quindi, poiché 4 = $(J), un risultato di
Kadison [14] permette di dedurre che il gruppo (V) é indotto da un
gruppo di automorfismi interni dell’algebra.

Cid permette, mediante considerazioni relativamente semplici
(cfr. [18], pag. 82) di associare ad ogni gruppo siffatto un gruppo a un
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parametro fortemente continuo (u,) di trajsform‘azioni ugitarie su JC
e poi, mediante il teorema di Stone di dedurre 1’e81s‘benza_m di una Harpﬂ-
toniana (il generatore infinitesimo di tale gruppo ur_utamo) €, dl‘ﬁfﬁ-
renziando la funzione f+>u.& (dove & & un Vetto.re di JG .nel dominio
del generatore infinitesimo di (V,)) Pequazione di Schrédinger. ’

Riassumendo, ’assioma dinamico di Mackey postulandq che ’evo-
luzione di un sistema quantistico sia analoga a,ll’evgluzione ‘mdotta. per
dualitd, del gruppo evolutivo di un sistema dinamico clasm.co sul con-
vesso delle misure di probabilitd sul suo spazio delle ‘fas1, ];)e]frpe’o‘oej
non solo di caratterizzare i singoli sistemi quantistici (ciascuno di gsm
& completamente determinato dalla Hamﬂtoni?,naj), ma defel.'mma
anche la loro legge di evoluzione, cioe¢ l'equazione di -Scprodlnger.

Tuttavia, su questo punto ci sono alcune osservazioni da fare.
Innanzitutto ¢’¢ la questione metodologica sottolineata dallo ste§so
Mackey ([18], pag. 81) che in una teqria 'statlst‘lqa, come‘la,.Meccame@
Quantistica risulta essere dagli assiomi stajmcl enunciati sopra, si
introduce, nel postulato dinamico, un’affermazione strettafmente deter-
ministica e cioé che la assegnazione dello stato di un sistema .ad_un
istante di tempo determina, mediante il gruppo di trasformazmn'l la
cui esistenza & postulata, lo stato del sistema ad ogni istante successivo.

Inoltre 'analogia con la situazione classica, anche se ?,ltamepte
desiderabile, non & un requisito soddisfacente, dal punto di vista fisico,
in quanto fondamento teorico di un assioma. : _

Nella formulazione della assiomatica quantistica dlSCU.SS?: nel pre-
sente lavoro il sistema dei postulati statici sara ma,ntenut(? ma%terato,
mentre si fard un tentativo di introdurre il postulato d.lI.laJ.IIll'O(-) ba-
sandosi non su una analogia con i sistemi classici d(?termlmstl.cl, ma
su un’analogia con i sistemi stocastici classici, che si traduce in una
richiesta di carattere puramente fisico.

Ora senza dubbio, come von Neumann sottolinea ripetu@mente .[32.]3
la caratteristica fondamentale della evoluzione dei sistemi quantisticl
& che lo stato di un sistema a un certo tempo determina eoml.)letamente
gli stati in tutti i tempi futuri indipendentemente dal}a storia pass.ata.
Tuttavia questa caratteristica, se si intende il term.lpei « stato\ di un
sistema classico » nel senso lato di misura di probabilita, non & pecu-
liare dei sistemi deterministici della meccanica classica. Es1§t?n0 d(?l
processi stocastici classici il cui stato ad un tempo fissato (cioe la di-
stribuzione di probabilitd associata al sistema in quel teimpo) (?leter-
mina univocamente lo stato ad ogni tempo futuro. Questi sono 1 pro-
cessi di Markof. B quindi naturale, essendo la Meecanicat Qua,n’o_lstma
una teoria statistica in cui gli stati giocano il ruolo di misure di pro-
babilita (cf. Assioma IIT)) cercare di descrivere la sua struttura ma-
tematica in analogia con la teoria dei processi stocastici, p}uttosto che
con la meceanica classica. Inoltre il carattere deterministico dell’evo-
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luzione temporale degli stati quantistici suggerisce ’analogia non con
un qualsiasi processo stocastico ma con un brocesso di Markof. Questi
ultimi possono essere caratterizzati dalla seguente proprieta:

(P) comunque fissato un istante di tempo #, le variabili casuali (os-
servabili) relative a un qualsiasi istante successivo a t, sono sta-
tisticamente correlate con le variabili casuali al tempo %, ma non
con quelle relative a un qualsiasi tempo passato (i.e. < 1,)

.Na,tumlmente nella teoria classica dei processi stocastici la pro-
prietd (P) ¢ formulata in termini quantitativi (cfr. [8]), tuttavia la
formulazione qualitativa data sopra ha un significato anche in un
n.lode]lo matematico di teoria statistica come specificato dagli as-
siomi statiei.

; Noi assumeremo la proprietd éspressa sopra come prinecipio dina-
mico della teoria quantistica. Pit Precisamente enunceremo il seguente:
Principio di correlazione statistica locale della meccanica quantistica
non-relativistica.

o« La storia futura di un’osservabile quantistica rispetto ad un qual-
siasi istante di tempo & statisticamente correlata soltanto con la sua

situazione presente (cioé a quel dato istante) e non con la sua storia
passata ».

La nostra analisi successiva mostrera poi che esiste essenzialmente
un unico nllodo di formulare, in linguaggio quantitativo, il « Principio
di correlazione statistica locale» enunciato Sopra, e precisamente il
seguente:

IV) TUn sistema quantistico & un processo di Markof noncommutativo.

La proprietd enunciata sopra sara assunta come postulato dinamico
della Meccanica, Quantistica poiché da essa, come si dimostrerdy nel
seguito (cf. n. 7) 1a legge di evoluzione di un sistema quantistico, e cioé
Tequazione di Schrodinger, potra essere dedotta in modo matematica-
mente rigoroso.

‘ In effetti, dall’ Assioma (IV) si dedurrd una equazione di evoluzione
piu generale di quella di Schrodinger. Questa equazione permette di
descrivere I'evoluzione non soltanto dei consueti sistemi quantistici,
ma anche di una classe di « sistemi aperti » (open systems, cf. [11], [16]),

queul cioé la cui evoluzione non pud essere descritta da una
hamiltoniana.

Qu.in(.li la. formulazione del Postulato dinamico della Meccanica
Quantistica espressa dall’Assioma (IV) permette di trattare con un

formahano unificato, sia i sistemi quantistici con evoluzione reversibile
che quelli con evoluzione irreversibile.
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OssSERVAZIONE: Cosi come gli assiomi statici definiscono i corri-
spondenti matematici di oggetti fisici i quali non vengono definiti in
altro modo se non attraverso questa corrispondenza, cosi 1’Assio-
ma (IV) esprime la formulazione matematica di una proprietd di un
sistema fisico la quale soltanto attraverso questa corrispondenza as-
sume un gignificato ben determinato.

Allo scopo di chiarire in che sengo I’Assioma (IV) é la formulazione
matematica di quello che abbiameo chiamato il « Principio di correla-
zione gtatistica locale della Meccanica Quantistica non relativistica »,
occorrera descrivere almeno nelle sue linee generali, 'apparato ana-
litico della teoria. :

3. Processi stocastici non commutativi.

In teoria classica delle probabilith una « Variabile casuale » sullo
spazio probabilistico (2, 9B, u) e a valori nello spazio misurabile (S, $)
& definita come la classe di equivalenza di una funzione z: 2 — 8
misurabile per le rispettive strutture.

Nel seguito si supporrd sempre che lo spazio (£2, B, u) ¢ completo
(i.e. se He®B e u(H)=0 allora ogni FC F appartiene a B), e che
lo spazio (S, $) & uno spazio di Borel standard (cioé ¢ isomorfo, come
spazio misurabile, ad uno spazio metrizzabile separabile completo con
con la struttura misurabile di Borel). Ogni variabile casuale X defi-
nisce un omomorfismo di g-algebre che conserva le unita booleane:

(3.1) X: %~ B/u

(se # @ un rappresentante di X allora VB e $, #—1(B) & un rappresen-
tante di X(B)). dove éB/,u denota la c-algebra quoziente di B per il
g-ideale degli insiemi y-nulli.

Inversamente, per un teorema di von Neumann [35] ogni siffatto
omomorfismo definisce una variabile casuale.

Pertanto, in accordo con [22] una variabile casuale (generalizzata)
pud essere definita come un omomorfismo di ¢-algebre che conserva
le unita booleane.

Nel seguito denoteremo X una variabile casuale ed X P’omomor-
fismo di g-algebre ad esso corrispondente.

Un processo stocastico indirizzato dall’insieme T su (2, B, u) a
valori in (8, $) ¢ determinato dalla assegnazioni di una famiglia (X;);p
di variabili casuali.

Le distribuzioni congiunte (a dimensione finita) del processo (X;),cp
per ogni sottoinsieme finito F'C T sono definite da:

(Bier € 1—_[ B ""M( N Xt(Bt))
Fa

ter
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. ol : e . ; LeMMA (3.2): Esiste una ecorrispondenza biunivoc%n t-r& 'Variabili 1 m |
Nella teoria classica i processi stocastici vengono classificati secondo li X su (2,8, p) a valori in (8, $) e omomorfismi di C*-algebre i
le loro distribuzioni a dimensione finita; cioé due processi stocastici CAEL . Siads | il
sono detti equivalenti se le loro distribuzioni congiunte a dimensione X: L(g, B) —~ L(£2, B, p) i
finita coincidono (cfr. [8] pag. 47 ). Allo scopo di enunciare in modo piu S oteen
preciso e lievemente pit generale questo concetto introduciamo alcune

notazioni. i) X(1g)=1p
Per ogni sotto-ingieme 7 C 7 denotiamo

X (B) =V, X(B)

la sotto o-algebra di SB/M generata dalle X «(B), per teI; ji, la restri-
zione di p su X ($).

DEFINIZIONE (3.1). T due processi stocastici indicizzati da 7 R -
su (27 B% u?) a valori in (8% Bf), i=1, 2, sono detti equivalenti se
esiste un isomorfismo di o-algebre

&: XL(B) — X2(B?)
tale che:

fir = iy
€ per ogni sotto-insieme finito ¥ C 7, risulta:
D(XH(BY)) = X5(%?) .

Ciog, in questa classificazione di Processi stocastici gli invarianti sono
la classe delle algebre «locali» e la corrispondente classe di misure.
Un ulteriore indebolimento della relazione di equivalenza esposta sopra
si ottiene permettendo che i due processi stocastici siano indicizzati
da due insiemi diversi 7', e T, tali che esista un isomorfismo o: 7, —-1T,
compatibile (nel senso ovvio) con lisomorfismo della Definizione (3.1).
Questa classificazione & significativa nel caso di processi stocastici
« continui », ciodé tali che gli insiemi d’indici 7' siano a loro volta dotati
di una struttura (per es. topologica, o lineare topologica ...); ¢li ingiemi
FCT siano definiti da questa struttura (per es. insiemi aperti; sotto-
spazi chiusi;) e lisomorfismo: T,,T, sia compatibile con essa (i.e.
continuo; lineare continuoj...). .

Nel caso di processi stocastici discreti, (i.e. classificati secondo le
loro distribuzioni congiunte a dimensione finita) tuttavia, questa clas-
sificazione & meno significativa; percid, nel presente lavoro, dove sa-
ranno considerati soltanto processi stocastici di questo tipo, l'insieme
d’indieci sara considerato assegnato una volta per tutte e equivalenza
sard intesa nel senso della Definizione (3.1)

dove 1: (risp. 1I) & la funzione (visp. p-clagse di funzioni) identica-
mente uguale a 1 su 8 (risp. Q).

ii) Se (f,) ¢ una famiglia filtrante crescente in LY(8, B) (=1e
funzioni positive in L>(8, $)) tale che

f=Supf, e Ly(8, B)

allora: B _
X(f) = Sup X(f.) -

Da quanto detto sopra risulta che assegnare un Processo stoeastico
indicizzato da T, su (2,9, ) a valori in (8, $), equivale ad asse-
gnare una famiglia (J6;),p, di omomorfismi di C*-algebre:

X,: I°(8, B) > L°(Q,B,pu); tel

ciascuno dei quali soddisfa le condizioni (i) e (ii) del Lemma (3.2).

LeEMMA (3.3): Siano (Xi)p; ¢=1,2, due processi stocasi.iici z‘(11(?1
senso specificato sopra) indicizzati da T rispettivamente su (L7, §B ) 49)
e a valori in (8¢, $%). I due processi stocastici sono equivalenti se e
solo se esiste un isomorfismo di algebre di von Neumann

W Lm(_Ql’ X}_,,(“Bl), :u]l") '?Lm([p; X.’ZI'(‘%Z% /"%')
con le seguenti proprieta:
j1) gh-w= i%, @5 denota lo stato su
(3.3.1) Lo(9% Xi( ), )

indotto da pi, ¢1=1,2.
j2) Detta per ogni sottoinsieme finito F C T, AuF) la sotto—algepra
di von Neumann di L*(£¢ X4(H?), uy) generata dalla famiglia:

{Xﬁ(L‘”(S", 35")) :te F}
risulta

(3.32) u(.féﬂx(F)) = ﬁys(F) .
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Siano ora (X1),.p, ¢ = 1, 2, due processi stocastici come nel Lemma (3.3)
Supponiamo che i

(3.3.3) Xi(B) = B/

cioé il caso in cui il processo stocastico X: sia « det i

' 2 erminant
senso di (22) per (£2¢, B¢, u’). Allora ’ e
(3.3.4) Lo( 0% Xp(BY), pt) = L=(2, B, i) o A,
d(;ve '.%EM‘ depota Palgebra di von Neumann ottenuta dalla U*-algebra
L2(82%, %%, ') e dal suo stato u* mediante la costruzione Gelfand-

Neumark-Segal. In questo caso le algebre A,«(F') definite al punto (52)

del Lemma (3.3) sono naturalmente identi
ificate a sotfo- i
von Neumann di #,. R

'COROLLARIO (3.4): Se vale 'uguaglianza (3.3.3), le condizioni (j1)
e (j2) del Lemma (3.3) sono equivalenti alla seguente:
det’;a {2, &} la terna associata alla C*-algebra L*(£¥, 8%, u’)
¢ al suo stato p’ con la costruzione GNS, esiste :
unitaria %: J€,.— 3. tale che , o thfOI‘maZlone

w- J‘Eyl * IM* == .’/Eﬂz
u- = fﬂz
Ko (F)-u* = #£,(F); YV sottoinsieme finito finito FC T .

\ COIROLLARIO (3.5): Nelle notazioni del Lemma (3.3) Ia proprieta (72)
¢ verificata se e solo se per ogni te T, risulta:

W(uft}) = (1))

Z.Le .ec‘)nsiderazioni precedenti mostrano che ad ogni processo stocastico
mdlelzzatg da T ¢ associata una terna {#, A(F), u} dove: A & una
?,Igebra di von Neumann; y uno stato normale fedele su #4: ("))
¢ una famiglia di sotto-algebre di von Neumann di 4 indiciz;ata, dai
sotto-insiemi finiti #C 7T e con le seguenti proprieta:

11) Se I e G sono due sottoinsiemi finiti di T, allora A(F U @) & Palge-
bra di von Neumann generata da A(F) ed A(Q)

i2) 4 & Dalgebra di von Neumann generata dalla famiglia,.

. Se a due processi stocastici sono associate le terne {#°, £(F), u'},
t= 1,2 a,llor?, questi sono equivalenti se e solo se esiste un isomorfismo
di algebre di von Neumann

w: AL — A2
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tale che:
(3.5.1) wru = put
(3.5.2) u(.f&l(F)):J@(F); ¥ s.4. finito di 7T

DEFINIZIONE (3.6): Due terne {#, #/(¥F),u’} ¢=1,2 con le pro-
prietd descritte sopra, saranno dette equivalenti se esiste un isomor-
fismo di algebre di von Neuman

AL — A2

che soddisfa (3.5.1) e (3.5.2).

Come mostra il Corollario (3.4) per lequivalenza di processi sto-
castici & sufficiente limitarsi ai sottoinsiemi di 7' che contengono un
solo elemento. Tuttavia cid & legato al fatto che finora ci siamo limi-
tati alla considerazione di processi stocastici discreti (cioe classificati
secondo le loro distribuzioni a dimensione finita). Per processi sto-
castici di tipo pitt generale la classificazione data dal Lemma (3.3)
continua ad essere vera, con la differenza che i sotto-insiemi FC T
non appartengono alla classe dei sotto-insiemi finiti di 7, ma ad una
classe pilt generale. Per esempio i processi stocastici infinitamente
decomponibili e quelli che intervengono in teoria euclidea dei campi
sono di questo tipo.

Le relazioni i1), i2) tra le «algebre locali» #£(F) sono universali
nel senso che valgono per qualsiasi processo stocastico, indipendente-
mente dalle eventuali relazioni specifiche tra le variabili casuali del
processo. In generale, relazioni di questo ultimo tipo si tradurranno
in relazioni algebriche tra le algebre locali. In ¢id che segue si mostrera
che, nel caso di processi stocastici discreti & possibile, rimanendo nella
stessa classe di equivalenza di processi stocastici, dedurre delle rela-
zioni universali tra le algebre locali, pilt precise delle (¢1), (i2).

E noto (cfr. [8], pag. 621) che ogni processo stocastico indicizzato
dall’ingieme T e a valori nello spazio di Borel standard (S, $) & equi-
valente al processo stocastico determinato, sullo spazio TI(S, B)

7
(= prodotto di card T — copie di (8, $)) con una misura u, dall’asse-
gnazione della famiglia delle proiezioni canoniche (7)ier

Try: (ws)sETEHS &€ 8.
T

Le proiezioni canoniche inducono, per dualita delle immersioni di
C*-algebre:

(3.6.1) iy LS, B)— Lm(ns, 1‘[35) .
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Denotiamo £, Pimmagine di L>(8, $B) per 'immersione 7,5 A, la chiu-
Sura (per la sup norma) dell’algebra generata dall’insieme di tutte
le A;; py la restrizione di uosu A,

Siano A,, (#)ier, po come sopra. Sia A, (risp. J6,) Palgebra di von
Neumann (risp. lo spazio di Hilbert) costruita da A, e uy con la co-
struzione GNS; £ (risp. &) lo stato su Ay (risp. il vettore in J€) indotto
da u; per ogni sotto-insieme finito FCT, £,(F)la sottoalgebra di
von Neumann di 4, generata dalle immagini, per la rappresentazione
GNS, delle C*-algebre A4,, te F. Diremo che {#u, £u(F), a} & la terna
associata ad {4,, (#,), Ho} con la costruzione GNS e che le due terne
{45, (), 4} sono equivalenti se I terne di algebre di von Neumann
ad esse corrispondenti sono equivalenti nel senso dells, Definizione (3.6).

La terna {4,, (4.), u} & una caratteristica del processo stocastico
nel senso specificato del seguente teoremas:

TEOREMA (3.7): Ad ogni processo stocastico (disereto) indicizzato
dallinsieme 7 ¢ naturalmente associata una terna, {#, (#)ter, dove
A & una C*-algebra; u uno stato su A; ed (#,),p una famiglia di
sotto C*-algebre di # tali che

t1) £ & la C*-algebra generata da (A,),cp.

©2) Per ogni sottoinsieme finito FC T, Palgebra A(F) generata da
(4;)ier & isomorfs g Rier 4,

13) Tutte le #, sono isomorfe ad una stessa C*-algebra commutativa,.

Due processi stocastici sono equivalenti se e solo se le terne ad
essi associate sono equivalenti. Inversamente per ogni terna come
sopra esiste un processo stocastico tale che la terna naturalmente
associata ad esso & equivalente g quella iniziale. Se si interpreta il
parametro ¢ come « tempo », dalla discussione precedente risulta che
Palgebra £, ammette una interpretazione naturale come algebra delle
osservabili del sistema, descritto dal brocesso stocastico, all’istante t.

Per esempio, se 1o spazio § & 1o spazio delle « posizioni » del sistema,
allora un punto diHS & una traiettoria e un elemento di 4, & una

r
funzione della posizione del sistema all’istante 7 ; mentre l'algebra A4
¢ un’algebra di funzioni (misurabili) sullo spazio delle traiettorie del
processo.

11 passaggio dalla teoria classica dei processi stocastici alla teorig
non commutativa sard effettuato postulando che le relazioni universali
tra le algebre locali naturalmente associate al processo, che sono state
dedotte nel caso di processi stocastici classici (cf. Teorema (3.7 )), riman-
gano valide anche in questo caso e bermettendo invece che le algebre

¢ (delle osservabili relative ad un istante di tempo i, fissato) siano
arbitrarie C*-algebre invece che C*-algebre commutative,
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DEFINIZIONE (3.8). Un processo stocastico (disereto) simmetrie?
indicizzato da un insieme 7 & una terna {#£, (#4,).r, u} tale che .&Je
una CO*-algebra; x4 uno stato su #£; (#),p una famiglia di sotto C*-
algebre di 4 con le seguenti proprietd:

i1) #& & la C* algebra generata dalla famiglia (4,),.,.

i2) Per ogni sottoinsieme finito ¥ C T, la C*-algebra generata dalla
famiglia & isomorfa a @,p A,

t3) Le C* algebre #;, (1€ T) sono mutuamente isomorfe.

Due processi stocastici simmetrici saranno detti equival.enti se .le?
terne che li definiscono sono equivalenti. Cioé: i due processi stocastici
simmetrici {4’, (#,).r, 42} saranno detti ve.quiva,lentl se, 'detta Ay
Palgebra di von Neumann ottenuta da A4’ e u¢ con la cogtruzmne GNS;
@* lo stato indotto da #,. su #,.; e #£,.(F) Palgebra di von ‘Neumann
generata dalle immagini delle 4,, t€F, per la rappresentazione GNS
di #; esiste un isomorfismo (normale) u: A, — A, tale che:

/220@& — IZl
e, per ogni sotto-insieme finito FC T
(A (F)) = £(F)

OSSERVAZIONE 1: Il prodotto tensoriale che compare al pun"oo 12)
della definizione va inteso rispetto ad una qualsiasi O*-n'on.na incro-
ciata sul prodotto tensoriale algebrico corrispondente, qumdl.un pro-
cesso stocastico simmetrico ¢ definito anche dalla scelta di questa
norma. Tuttavia nella maggior parte dei casi concreti sul prodotto
tensoriale algebrico esiste una O%-norma incrociata « nat}lra,le » pro-
veniente per esempio dal fatto che le algebre 4, sono re}ah.zzgte come?
algebre di operatori su un certo spazio di Hilbert e quindi, in questi
casi, la ambiguita menzionata sopra scompare.

OSSERVAZIONE 2: Nel seguito useremo spesso il termine «processo
stocastico simmetrico» (o semplicemente « processo stocastico») per
denotare una qualsiasi terna {#, (&).r, u} equivalelzlt_e ad :ma che
possiede le proprietd 1), i2), i3), elencata nella definizione (3.8).

4. Processi di Markof non commutativi.

Per chiarire in che senso PAssioma IV) & la formulazione mate-
matica del Principio di correlazione statistica locale premetteremo,
alla definizione rigorosa del concetto di « processo di Markof noncom-
mutativo », alcune considerazioni euristiche su una classe molto sem-
plice di processi stocastici classiei.
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Sia & un sistema ed §= {1, ..., n} linsieme dei suoi stati (consi-
deriamo un insieme finito allo scopo di identificare funzioni continue
e funzioni misurabili; cf. (2) per una discussione del caso generale).

Per ogni teR* denotiamo 4,2~ C(8) (= funzioni continue & — C)
Palgebra delle osservabili del sistema all’istante #, e sia £ =C (H S) o

R+

=~ Qg+ &; I'algebra delle funzioni continue delle « storie » del processo.
(Se fy<t,eR* una «storia del processo nell’intervallo RARK:
data dall’insieme (&s)serty 1y degli stati del sistema corrispondenti a
tuttii tempi s €[4y, ?,]. In una descrizione statistica, la descrizione della,
situazione del sistema ad un qualsiasi istante & fornita dall’insieme dei
valori medi (o di aspettazione) di tutte le osservabili del sistema rela-
tive a quellistante (ciod di tutte le fe £, e la descrizione statistica
del sistema in un intervallo di tempo [s,#] & fornita dall’insieme dei
valori di aspettazione delle funzioni (continue) delle storie possibili
del processo nell’intervallo [s, ], ciod delle funzioni e,y (= sotto-
algebra di 4 generata dalle 4, con re[s,t].
Consideriamo ora un qualsiasi istante di tempo i, R+ e suppo-
niamo nota la storia del processo (&s)sero,,1 nell’intervallo [0, 4,].
La teoria generale dei processi stocastici permette di dedurre dei
valori di aspettazione dei funzionali del processo, i valori di aspetta-
- zione condizionati:

E(f[s,t.,] l (Es)sE[O,tn])

che esprimono il valore di aspettazione di un qualsiasi funzionale
delle possibili storie future del sistema (s, > #,) nell’ipotesi che Ia
storia di questo sia nota fino allo istante #,. Pii1 in generale, & possibile
ottenere aspettazioni condizionate del tipo:

E(f[s,t] l (fr(Er) )TE[O,t,,])

che esprimono il valore di attesa del funzionale fis,11 € fgs,p nell’ipotesi
che, Vse[0,1,] Posservabile f,e 4, nello stato &,c8 abbia un preas-
segnato valore.

Espressioni di questo genere specificano quanto il valore di aspet-
tazione di un funzionale delle storie del sistema in un certo intervallo
di tempo & influenzato dalla conoscenza del valore (esatto) di un altro
funzionale in un altro intervallo di tempo. In questo senso tali espres-
sioni misurano la correlazione statistica tra osservabili (delle storie)
del sistema relative ad intervalli di tempo diverso.

I1 principio di correlazione statistica locale, si esprime in questo
caso, in forma generalizzata con 1'uguaglianza:

E(f[s,t]l(fr(gr) )rs[o,t,,]) - E(f[s,t]’fta(gto))

per ogni scelta di fi,n€ Ay, f€4,, re[0,4,], £&,€8, s, t>1,.
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Ovvero, considerando il membro a destra come funzione di §, e
introducendo la notazione:

Et.tn(f[s,t])((ns)) = E(f[s,t]ns)

con la relazione:

(4.0) By (fgn) S f<<s<t.

La relazione (4.0), che equivale al Principio di correlazione statistica
locale per la classe di processi considerata sopra (cf. [2]), per una di-
scussione del caso generale) ¢ una formulazione della « proprieta di
Markof ».

I processi stocastici (indicizzati da R*) ai quali ¢ associata una fa-
miglia (E,;) di attese condizionate che soddisfa la (4.0) vengono detti
processi di Markof. La clagse di tali processi rappresenta pertanto la
piu generale classe di processi stocastici per i quali sia soddisfatto il
Principio di correlazione statistica locale, la misura della correlazione
statistica essendo fornita dalle attese condizionate.

Supponiamo ora di avere definito un analogo non commutativo del
concetto di « attesa condizionata ».

Allora sara naturale definire « processi di Markof non commutativi »
quei processi stocastici simmetrici (ef. Definizione (3.8)) ai quali &
associata una famiglia (H,;) di attese condizionate non commutative
che soddisfano la relazione (4.0). Tale classe sara necessariamente la
pil generale classe di processi stocastici non commutativi per i quali
sia soddisfatto questo principio (infatti ogni classe di processi con que-
sta proprietd deve ridursi alla classe dei processi di Markof quando
tutte le algebre sono commutative).

Un concetto analogo, in un contesto non-commutativo, al concetto
classico di « attesa condizionata » e particolarmente utile per conside-
razioni di tipo probabilistico & fornito dalle « quasi-attese condizionate ».
Nel presente lavoro utilizzeremo una classe particolare di quasi-attese
condizionate (cio¢ quelle relative ai processi stocastici simmetrici,
indicizzati da Rt) e rimanderemo ai lavori [1], [2] per una discus-
sione di questo concetto in un contesto pill generale, cosi come dei
motivi per cui, da un punto di vista puramente probabilistico, la teoria
delle attese condizionate su C*-algebre si riveli non sufficientemente
rieea.

Sia £ un C*-algebra e (#;),.z, una famiglia di sotto-C*-algebre
di A che verifica le condizioni 71), 22), 43) della Definizione (3.8).
Denotiamo, per ogni sottoinsieme I CRt, #, la sotto-C*-algebra di A
generata dalla famiglia {4,: rcI}.
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DEFINIZIONE (4.1): Una quasi-attesa condizionata rispetto alla
terna Ay, o € ok g € Ay 4 & un’applicazione lineare By ot Koy Hg  che
gode delle seguenti proprieti:

1) E,(a)>0; se a>0; @€ Ay
7’2) Et,s(ar ' b) = a, ‘Et,s(b); va’r € ‘7%1’1 r<s; be ‘/E[O,t]
3) B d)<]b]; be Ayy,.
La quasi-attesa condizionata By, sara detta normalizzata se

) B (1)=1.

Si verifica facilmente che B, & un’attesa condizionata, nel senso con-
sueto, se e solo se essa & normalizzata e la uguaglianza 42) nella Defi-
nizione (4.1) ha luogo anche per r=s. Cioé, la differenza tra i due
tipi di operatori si manifesta soltanto per P'algebra relativa al punto
di frontiera s; vedremo in seguito (cf. Lemma (4.3)) come questa dif-
ferenza sia essenziale per la non banaliti della teoria.

Dalle proprieta di B, e dalle algebre (#,y) segue facilmente Ia
seguente relazione fondamentale:

(4.2) Bi(Apn) C A s<t

Vale a dire: ogni quasi-attesa condizionata rispetto alla terna A

C
10,8l =
C Ay, C Arp,y soddisfa 1a proprietd di Markof (ef. relazione (4.0))

DEFINIZIONE (4.2). Siano #, (4)g+ come sopra. Uno stato @
su A sara detto stato di Markof rispetto alla famiglia di algebre locali

(K,n) se per ogni 0<s<¢ esiste una quasi-attesa condizionata ri-
spetto alla terna

(4.2.1) Hi0,50 € o, € Aoy,  tale che Pro.n= Pro° Hie

(®r0,7 denota la restrizione di @ su Ay ).
La necessitd di sostituire il concetto di attesa condizionata con
quello di quasi-attesa condizionata o illustrata dal seguente:

LeMmA (4.3): Sia @ stato di Markof rispetto alla famiglia di alge-
bre locali (#4;,). Supponiamo che ciascuns algebra +; abbia centro
banale. Sia (By,) la famiglia delle quasi-attese condizionate associata
a ¢ secondo la definizione (4.2). Allora se eciascuna B, ; ¢ una attesa
condizionata da #;, su A5 @ € uno stato prodotto, cioé:

¢ = Qter+ @1y  Ps= restrizione di ¢ su A,.
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Inversamente ogni stato prodotto su £ = Qg+ A ¢ uno stato di
Markof nel senso della definizione (4.2) e le K, ad esso associate pos-
sono essere scelte come attese condizionate.

(Cf. [3] per la dimostrazione). ™

Sia ora @-stato di Markof su 4 relativamente alla famlglla (5,1
di algebre locali. Denotiamo £,V #, la sotto-C*-algebra di .%E‘ ggnergta
da 4, ed #£;, ed Et,s la restrizione di F, su #£,\#,. La famiglia (&)
gode delle seguenti proprieta.

(4.3.1) ciascuna Etsz &V &, — A&, & un’applicazione lineare comple-
tamente positiva.

(4.3.2) E,,(1)=1; mod {g,, (E; )}

E
Es,r(ar'E’_t,s(bt)) = E’t,r(ar' bt) mOd {(po? (Et',s’)}
Va,e #£, e per ogni r<<s<<#, b,e#,.

(4.3.3)

Dove la notazione mod {g,, (B, )} significa che in ogni espres-
gione del tipo

(P(Etl,o(% B, (0. By (& ) )))

0<iy<...<tp; peh; i=1,...,n—1.
ciascun membro di una delle uguaglianze (4.3.2) e (4.3.3) pud essere
sostituito all’altro senza alterare il risultato.

Si verifica facilmente che la coppia {g,, (Et,s)} determina comple-
tamente lo stato ¢ mediante le uguaglianze:

(4.4) P(ao -i- a,) = o By ot By (@, - By (ay,) ...)))

dove a e, ; 0<t, <..<t,<w, e il secondo membro non di-
pende da .

PROPOSIZIONE (4.5): Ogni coppia {®o, (B,)} che soddisfa le.pro-
prietd (4.3.1) (4.3.2), (4.3.3) determina un unico stato ¢ su 4 mediante
le relazioni (4.4).

Gli stati definiti della proposizione (4.5), pur avendo una struttur.a
quasi identica a quella degli stati di Markov, nel senso della.. Defini-
zione (4.2), possono non essere tali poiché per essi non necessariamente
¢ soddisfatta la condizione:

(p'Et,s: '
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(cf. [2] per un controesempio). Noi indicheremo col termine generale di
catene di Markof gli stati che soddisfano le condizioni della Proposi-
zione (4.5) mentre riserveremo il termine di stato di Markof per gli
stati che soddisfano le condizioni della Definizione (4.2).

DEFINIZIONE (4.6): Un processo di Markof non commutativo &
un processo stocastico simmetrico {#, (4,);g:, @} dove ¢ & una catena
di Markof.

Osserviamo ora che, se per ogni ¢ € R* risulta A= B(R) (= algebra
degli operatori limitati sullo spazio di Hilbert complesso separabile J¢),
e se sirichiede che, per ogni ¢ € R+ Ia restrizione di @ su A, sia normale,
allora la teoria risultante ad ogni tempo fisso ¢ & compatibile con gli
assiomi statici della Meccanica Quantistica come enunciati al n. 2.

Nel seguito considereremo processi di Markof non commutativi che
soddisfano le seguenti condizioni:

(4.6.1) Per ogni te R+, 4, ¢ isomorfa all’algebra $B(J€) degli operatori
limitati su uno spazio di Hilbert complesso separabile JC.

(4.6.2) Per ogni sottoinsieme finito F CR+ la norma sul prodotto

tensoriale & 4, & quella indotta dalla identificazione del
teF

prodotto tensoriale algebrico della famiglia (#4,),.; con una
algebra di operatori su & $(Je).
7

Per ogni sottoinsieme finito ' C R+ la restrizione di @ sull’al-

gebra generata da (#,),.; e identificata ad un’algebra di opera-

tori su ) J€, ammette una estensione normale alla chiu-
F

sura debole di quest’algebra.

5. Stati stazionari.

Nelle notazioni del numero Precedente, sia VieR*, J,: B(J) — 4,
un isomorfismo (normale) fissato una volta per tutte che chiameremo
la ¢-esima immersione canonica. Allora le uguaglianze

Tod,=dy; s tewt

definiscono univocamente un’azione T, per endomorfismi, del gemi-
gruppo Rt su A.

DEFINIZIONE (5.1): Uno stato @ su /£ viene detto stazionario se &
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T-invariante; cioé se
pol;=¢p; VseR*.

Corrispondentemente un processo stocastico {#, (a‘et)teR?», o} 'ehe sod-
disfa (4.6.1) sara detto stazionario se lo stato ¢ & st&zmna,m(.).

Siano ora 4, (#£;),z- come nel numero precedente; ¢ stato di Ma».rkof
ed (BE,,) una famiglia di quasi-attese condizionate ad esso associata.
Si & visto che @ & completamente determinato da}lg coppia {90, (Bi5)},
dove ¢, & la restrizione di ¢ su A, ed K, é la restrizione di I, ;su A,\/ A4,
mediante la formula cf. [3]:

P = lim %'Etl,o'Etz,tl'---‘Een,t z
to=0<t;<...<lp—>co
Max |ty +1—¢: -0
Ciascuna delle E,, induce un’applicazione lineare (completamente
positiva):
8ret B(X) @ B(I) — B(K)

definita dalla relazione

(5.4) Bio(d,® J) = J0&,

Si vede subito che @ & stato di Markof stazionario se e solo se per ogni
7,5, teRY, ackygy, be Ay, g risulta:

(p[f,s+r](b ’ TrEt,s(a')) - ‘P[r,s—H](b 'EHT:H"(TTG)) :

Concordemente con le notazioni finora impiegate, scriveremo sem-
plicemente:

Tr'Et,s: Et+r,s+r'Tr; (mOd (P)

per denotare la proprieta di covarianza (debole) espressa dalla ugua-
glianza precedente. ‘ .

11 seguente lemma mostra che anche la stazionarieta di uno stato
di Markof & una proprieta puramente locale, cioé esprimibile soltanto
in termini di ¢, e degli ;. :

Levma (5.3): Nelle notazioni precedenti lo stato di Markof
@ = {po, (&)} @& stazionario se e solo se Vr,s,teRt, s<t risulta:
(531) ¢s: (FO? (q-)s: (pon)
(5.3.2) St,s: 8t+r,s+r .
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Dove la (5.3.2) va intesa nel senso che:

‘P[o,sl(b A 8,’8(90)) = <P[0,s](b A Sr+r,s+r(90))

per ogni r, s, tERY, s<<t; be Ay ; ve B(I)R B(k).

6. Equazioni di evoluzione.

In questa parte mostreremo che, in analogia con la situazione clas-
8ica, ai processi di Markof non commutativi sono associate natural-
mente delle equazioni di evoluzione.

Sia {#, (%).r,, ¢} un processo di Markof non-commutativo ed
(By,) la famiglia delle quasi-attese condizionate associate allo stato Q.
Se (Z(t, s)) denota la restrizione di B, su #;, allora gli operatori Z(t, s)
sono completamente positivi e le seguenti uguaglianze hanno luogo:

(6.1) Y= @s- 4, 3)
(6.2) Z(s,r)-Z(t, s) = Z(t, 7)
(6.3) Z(t,s)[1]=1

(om e nel seguito tutte le uguaglianze verranno intese mod {®o, (Et’s)}
(ef. (4.3.2) (4.3.3)), tuttavia negli esempi concreti di processi di Markof
che saranno considerati questa restrizione non sari necessaria).

OSSERVAZIONE: Nella formula (6.1) abbiamo usato la notazione
Y =y Z(1, s) per indicare P'azione di Z(t, s) sul duale di K.

Ora nel caso di processi di Markof classici, se cioé tutte le algebre
#; sono commutative, gli operatori Z(t, s) sono noti come operatori
di transizione, I'equazione (6.1) & 'equazione di evoluzione (in. forma
integrale) della misura di probabilitd del processo a tempi fissi, e equa-
zione (6.2) & noti come equazione di Chapman-Kolmogorof.

Sotto ipotesi di regolaritd, che qui non espliciteremo (cf. [3]) dalle
equazioni (6.1), (6.2) si possono dedurre nelle equazioni differenziali, cioé:

d
(6-4) =8,

d
(6.8) (Ttat =—~8@)a.,
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ovvero, in maniera pit simmetrica:

(6.6) 220 9) = 2, 9)°5(6)

(6.7) —;—SZ(t, $) = — 8(s)Z(t, s) .

In queste equazioni Z(t,‘ s) e identificato ad un operatore lineare
B(Ik) — H(¥) (completamente positivo) e S(¢): HB(HK)—B(I) ¢ un
operatore lineare, generalmente illimitato, definito dal fatto che la
funzione di Green delle equazioni (6.4) e (6.5) & data da Z(¢,s).

- Le equazioni differenziali (6.4) e (6.5) sono note rispettivamente
come equazione diretta (6.4) e inversa (6.5) di Kolmogorof. (Spesso
questa terminologia viene usata per le corrispondenti equazioni sulla
funzione di Green, cioé le (6.6), (6.7)). .

Definiremo operatore di Kolmogorof non-commutativo una famiglia
S(t), te R* di operatori lineari S(¢): B(J) — B(¥) densamente definiti
e tali che sia univocamente determinata la funzione di Green Z(?, s)
delle equazioni (6.4) e (6.5) e soddisfi le seguenti proprieta:

1) Z(, s)[1]= 1.

2) Z(t, 8): B(X) = B(I) & Vi> s, un operatore lineare completa-
mente positivo, ultra-fortemente continuo.

Osservare che nel caso di Processi di Markof stazionari (o, piu in
generale, di processi di Markof che soddisfano (5.3.2)) 'operatore di
Kolmogorof non-commutativo corrispondente ¢ indipendente da ¢.
Recentemente una caratterizzazione degli operatori di Kolmogorof non
commutativi limitati e indipendenti da %, & stata data da G. Lind-
blad (16) (cf. anche [11]). L’esempio pilt semplice di operatore fli
Kolmogorof non-commutativo si ottiene scrivendo la (6.4) non in
termini dello stato (normale, cf. 4.6.3)) ¢, ma della sua matrice den-
sita. W, e scegliendo in qualita di S(¢) operatore

Wi Wy, H(t)]= i( W, H(t) — H() W)
dove H(t) & un operatore autoaggiunto e si suppone che la derivazione

corrispondente sia densamente definita.
Con queste scelte si ha:

d .
= We=i[W,, H()] .
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Si vede quindi come ’equazione di Schrodinger nella forma di Heisen-
berg sia un caso particolare dell’equazione diretta di Kolmogorof
non-commutativa.

7. Sistemi quantistici.

Nel numero precedente si ¢ visto come ad ogni processo di Markof
siano canonicamente associate (sotto deboli ipotesi di regolariti sughi
operatori di transizione) delle equazioni di evoluzione: le equazioni
diretta e inversa di Kolmogorof (6.4), (6.5). Inversamente I’assegna-
zione di queste equazioni determina (sotto ipotesi di regolaritd sul-
Poperatore di Kolmogorof) gli operatori di transizione del processo.
La differenza fondamentale tra i processi di Markof classici e quelli
noncommutativi consiste nel fatto che i primi sono completamente de-
terminati all’assegnazione dello stato iniziale ¢, e della famiglia
(Z(t,s)) degli operatori di transizione; mentre cid non & vero, in ge-
nerale, per i processi noncommutativi i quali, come si & visto — cf.
Proposizione (4.5) — sono determinati dalla coppia {0, (Et,s)} dove
Z(1, s) € la restrizione di Et,s su #£; e, in generale, non & sufficiente a
determinare P’intero operatore E,,. Quindi, in generale, esisteranno pit
processi di Markof noncommutativi ai quali sono associate le stesse
equazioni di Kolmogorof. Il seguente teorema mostra che non solo
1 sistemi quantistici sono particolari processi di Markof non com-
mutativi, ma anche che le equazioni di Kolmogorf non commutative
ad essi corrispondenti (cioé I'eq. di Schrodinger) determinano comple-
tamente il processo.

TEoOREMA (7.1): Sia dato un sistema quantistico (considerato uni-
vocamente determinato dall’assegnazione di una funzione H(f) e di
una matrice densitd iniziale W,), allora:

i) Esiste un unico processo di Markof non commutativo tale
che I'equazione diretta di Kolmogorof ad esso associata coincida con
Pequazione di Schrodinger (nella forma di Heisenberg) del sistema
quantistico.

ii) Lo stato di Markof ¢ associato al sistema quantistico & de-

finito da: qp:t% @; dove W, é la matrice densitd di @ e W, — la
eR+

matrice densita di ¢, — soddisfa: W,= W,Z(t, s), dove Z(t,s) ¢ la
funzione di Green dell’equazione di Schrodinger del processo.

ili) A sistemi quantistici conservativi (H(t)= H indipendente
dal tempo) corrispondono processi di Markof con quasi-attese condi-
zionate stazionarie (nel senso della uguaglianza (5.3.2)).
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Per la dimostrazione di questo teorema cfr. [3].

In particolare, dall’affermazione ii) segue che la corrispondenza
tra sistemi quantistici e processi di Markof non commutativi dipende
linearmente dal dato iniziale, nel senso che gli operatori di transizione
del processo dipendono solo dalla hamiltoniana H(¢) e non dallo stato
iniziale- W,.

COROLLARIO (7.2): Un processo di Markof non commutativo cor-
risponde ad un processo quantistico se e solo ge:

i) Poperatore Z(t, s) definisce, per ogni s < #, un biiezione degli
stati su JB(¥C).

ii) Z(t, s) e «sufficientemente regolare » (cfr.'[3]).

Se le quasi-attese condizionate del processo sono stazionarie (nel
senso del numero 5), la condizione (ii) & superflua e il gistema quan-
tistico corrispondente ¢ conservativo.

La dimostrazione del teorema (7.1) ¢ basata sul seguente:

LeMMA (7.3): Sia v = {g,, (B,,)} una catena di Markof su £=
= Q) B(J) con operatori di transizione (Z(f,s)). Allora, se per ogni
R-}-

s<t, Z(t,s) & invertibile, si ha:

T/):tg({?+¢t5 Q1= @, Z(t, 2) .

1 risultato del Lemma (7.3) & in stretta analogia con cid che si verifica

per processi di Markof classici. Infatti, se (P(¢, s)) denotano le proba-

bilita di transizione di un processo di Markof classico sull’algebra

A= ® C(8) dove S & uno spazio compatto separato, e se ciascuno
R+

degli operatori P(t, s) & invertibile, allora ¢ ben noto che P(¢,s) & in-
dotto da una trasformazione 7T'(s,?): § — 8 mediante la formula:

P, s)(f)=1-T@ )™ feC(S)
e 'equazione di Chapman-Kolmogorof implica:
T(s,r)ol(t, s)=T(@E,r); r<s<t

quindi (7(¢,s)) ¢ un gruppoide di automorfismi di 8 e,se P={W,;
(P(t, 5))} & un qualsiasi stato di Markof suJ] S con probabilitd di tran-
R+

sizione (P(t,s)) e stato iniziale W,, le attese congiunte del processo
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avranno la forma

(7.3.1)
= Wo[fu Plta; )i, Pllsy ) - [Pty ty_)(1,)] .. ]]
- th[ftl[P(tm tl)ftz]"" '[P(tny tl)ft,,]]

dove W,= W,-P(t,0).
In particolare, se W, ¢ uno stato puro (ciog, nel caso considerato,
una misura di Dirac):

Pt ﬂ(ft1® e ® .ftn) - th(ftl) : Wtz(ftg) Teent Wt,,(ftn)S
riassumendo si & provato che:

LEmma (7.4): Sia P= {W,, (P(t,s))} una catena di Markof su
A:%G(S) Allora, se per ogni s<Ct, P(t,s): C(8) — C(8) & inver-

tibile, e se W, ¢ uno stato puro su G(S):

P= ® Wt; W,= WS'P(t, S) .
teR+

Quindi i processi di Markof classici con operatori di trangizione re-
versibili descrivono i sistemi dinamici con evoluzione deterministica
il cui carattere statistico puod dipendere al pilt da una imperfetta cono-
scenza dello stato iniziale del sistema. Se anche questa indetermina-
zione ¢ eliminata, cioe se la distribuzione iniziale W, & uno stato puro,
il processo diviene completamente deterministico e le probabilitd con-
giunte si fattorizzano.

Percio i processi di Markof non commutbativi corrispondenti ai
consueti sistemi quantistici costituiscono ’analogo non commutativo
dei sistemi dinamici classici con evoluzione deterministica.

Se lo stato iniziale & puro, le probabilits congiunte si fattorizzano
in entrambi i casi; se non & puro esse si fattorizzano nel caso non com-
mutativo e soddisfano la (7.3.1) nel caso classico. Questa differenza
¢ strettamente connessa con il fatto che Palgebra $(J) ha centro ba-
nale e, in generale, per un’algebra non commutativa, una espressione
come la (7.3.1) non pud essere utilizzata come definizione di un’attesa
congiunta poiché pud assumere valori negativi (o complessi) anche
se tutte le osservabili f,, ..., f, sono positive.

L’affermazione ii) del teorema (7.1) costituisce uns estensione del
teorema di von Neumann-Varadarajan [30] che afferma che una fa-
miglia di distribuzioni congiunte relative ad un insieme di osservabili
quantistiche esiste se e solo se queste osservabili commutano. Infatti

La meccanica quantistica nonrelativistica ecc. 389

da tale affermazione segue che, anche ammettendo la commutativita
delle osservabili relative a tempi diversi (all’interno dell’algebra
A-analogo non commutativo dell’algebra dei funzionali misurabil%
sulle traiettorie di un processo stocastico classico —) T'unico tipo di
probabilitd congiunte compatibile con la scelta di $B(J€) come algebra
delle osservabili quantistiche, a un qualsiasi istante e con le evolu-
zioni degli stati quantistici & quello banale: cioe le probabilita con-
giunte relative a istanti di tempo diversi sono il prodotto delle proba-
bilita congiunte relative ai singoli stanti di .tempo.

8. Evoluzioni irreversibili.

I sistemi quantistici sono stati caratterizzati come quei processi
di Markof non commutativi le cui famiglie f;; di quasi-attese condi-
zionate hanno la forma:

Et,s(as ) = (Ps(“s) 'Z_(t1 S)(“’t)

dove ¢, ¢ uno stato su £, e Z(t, s): £,— A&, & un isomorfismo di

C*-algebre. o
Un modo semplice per costruire processi di Markof non commuta-

tivi che non sono processi quantistici ¢ il seguente: sia, per ogni s € Rf,
(¢1)icp una famiglia di stati su #&; (Z(1, s))icr una 'fam‘iglia, .di grup-
poidi di automorfismi di $(J) ed (I;);cr una famiglia di proiettori in
B(J) tale che:

Li-ly= 0,0 Zlizl

K2

Z(t,s)(l;)=1;; ielF.

Denotiamo, come al solito, J,: B(J) — £, la f-esima immersione na-
turale; l'inverso sinistro di J, e

Zi(t, 8) = J0Z1, 8)od] .
Definiamo, per ogni s<<f, a,€ #&;, a €

Byag a) = 3 gila,) Zit, $)[T(L) - @ Iy(L)] -

i€l

Denotando P%ﬁ a € A,— J(1)-a,- J (1), il proiettore associato ad I, per
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ogni #, da (4.12.3) segue:

Zi(t, s)o Pt — PioZ,(t,s); il
e quindi:

Et,s(a’s : “t) = z (}?Z(as) i P;: 'Zi(t7 s)[a’é]

el

(Pinsieme # pud essere finito o infinito ma, in ogni caso noi non discu-
teremo qui questioni di convergenza).

.Oiaseuno B, & una applicazione lineare completamente positiva
poiché & somma di applicazioni siffatte. Si ha:

B (1,1)= Y ¢i(1,)-J,(1) =1

el

Inoltre, se r<s<i, a,eHh,, a,€ £,

(La)) = 3 yi(a)-Zifs, r) - Py gl(1,)- P} Zy, )] =

t,8
Q’f(“r) “Zi(s, 1) 'Pi'Zi(ty s)[a;] = 2 (Pi(“r) ‘P;c'zi(sy 7) 'Zi(t7 $)a] =

2
E

E,(a, B,
F
1, ¢

(@ ay) -

Percio le condizioni della proposizione (4.5) sono soddisfatte senza
aleuna restrizione e quindi per ogni stato @ SU A, la coppia {p,,(Hay,)}
definisce un’unica catena di Markof su 4. Detti (Z(2,s)) gli operatbri
di transizione di questa catena di Markof, si ha:

Z(t, s)[a] :ZP Zi(t, s)[al];  ac B(I) .

Se W & una matrice densita in $(Je) si avra

WZ(t, s) = D 1(WZ(t, %)) 2

ier

In particolare, se tutti i Z,(Z, s) sono uguali ad un unico gruppoide
Ziy(t, s) di automorfismi interni di B(J) che definisce la funzione di
Green dell’equazione di Schrodinger definita da un’Hamiltoniang H (),
la legge di evoluzione canonicamente associata alla catena di Markof
{®o, (B,;)} definita sopra coincide esattamente con quella predetta
dalla teoria della misura in meceanica quantistica [34] cap. VI.
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9. Probabilita di transizione.

Per concludere, calcoliamo la probabilita di transizione da uno
stato ad un altro servendoci della Teoria di Markof non commutativa.
Nella teoria classica il concetto di probabilita di transizione presup-
pone quello di probabilita congiunta; quindi in una teoria che prescrive
soltanto i valori di aspettazione a tempi fissi, 'interpretazione di una
qualsiasi espressione come probabilita di transizione puo essere soltanto
postulata, e non dedotta.

Per illustrare la situazione, cominciamo a considerare ’esempio di
un sistema classico, con un numero finito di stati.

Sia & un sistema con un numero finito di stati: § = {1, ..., n}. De-
seriveremo le osservabili di & come matrici diagonali nXn e le misure
di probabilita su 8 come matrici densita (diagonali) rispetto alla traccia
non normalizzata 7, e denotiamo P- la matrice densita corrispondente
al proiettore sulle funzioni di « e 8. Supponiamo che il processo &,
sia parametrizzato da R*, che siano assegnate le attese condizionate
(H,5), e che queste siano markoviane.

Dire che all’istante s il sistema si trova nello stato «, ¢ lo stesso
che dire che la matrice densitd del processo all'istante s & P, . Nelle
nostre ipotesi allora, la probabilith di transizione dello stato «, al
tempo s allo stato f, al tempo ¢ & espressa dalla formula:

(9.1) Popp= T(Po, Bio(Pp)) = s Eia(Pp)) = ¢(Pp,) -

Dove ¢ = (gpq) ¢ lo stato di Markof su%@ C(S) deferminato dalla

famiglia di attese condizionate (H;,) e dalla distribuzione iniziale ¢,
che, nelle nostre ipotesi, non & necessario conoscere per il calcolo di
P, p- Quindi, per un processo di Markof classico (discreto) di cui si
conosce lo stato «, all'istante s, la probabilita di transizione P, g,
¢ data da:

(9.2) P, s=0(Pg).

Applichiamo ora la formula (9.2) al caso di un sistema quantistico.
o, B; sono vettori unitari su uno spazio di Hilbert X, P, , Ps, sono i
corrispondenti proiettori di rango 1, H(¢) & Phamiltoniana del sistema
quantistico; e ¢ ¢ lo stato di Markof sul@ﬂs((}e) determinato da

H(?) ed uno stato iniziale ¢, che, come nell’esempio precedente, nelle
nostre ipotesi non & necessario conoscere. Nelle notazioni del nu-
mero &), applicando 1a (9.2), si trova:

Pop= 9(Pp) = 0l B(Pp)) = (Po, Z(t, 5)[Py)) = (5 (2, 5)[P.,)- Pp)
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e, se Z(t,s) & 'automorfismo di B(Je) indotto da u(t, s):
P«..ﬁ:: T(Pu(t,S)M.'Pﬂ,) = [<u(t, 8)otsy Be> |2

in particolarf.z, Se o, ¢ invariante per wu(t,s) (nel caso stazionario
H(t)= H e cid equivale al fatto che sia un autovettore di H), si ha

Pa,:ﬂ, = [{et,, ﬁt>] 2

Le ultime due uguaglianze forniscono, in un contesto quantistico le
formule consuete per la probabilith di transizione o, —>f,.

Testo pervenuto il 6 maggio 1976.
Bozze licenziate il 6 agosto 1976.
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