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Introduzione

Lo scopo della teoria della rappresentazione indotta & quello di produrre un metodo generale per ottenere
rappresentazioni di un gruppo G da rappresentazioni di sottogruppi K C G. Il primo passo in questa direzione
fu fatto da Frobenius nel 1898 per i gruppi finiti. Nonostante gli importanti risultati prodotti per alcune classi di
gruppi da Nakayama, Weil e Wigner si deve aspettare fino al lavoro di Mackey del 1949 per trovare una generalizzazione
di questa teoria per una vasta classe di gruppi topologici, ciot per i gruppi localmente compatti. Sotto I'influenza dei
lavori di Segal, Gelfand e Naimark si inizid a generalizzare la teoria della rappresentazione indotta. Questo significa
quanto segue: ogni gruppo localmente compatto G ha associata I'algebra del gruppo cioé £L1(G) e le rappresentazioni
unitarie di G sono strettamente in relazione con le #-rappresentazioni di L}(G). Questo ha motivato numerosi tentativi
di generalizzare i principali risultati della teoria della rappresentazione indotta (per esempio il teorema di imprimitivita
in ambiente algebrico (Rieffel [45], Fell [17]). Tuttavia queste generalizzazioni non vanno, per quanto riguarda i gruppi
al di 13 del caso localmente compatto. Lo scopo di questa tesi & quello di generalizzare la teoria della rappresentazione
indotta per certe classi di gruppi non localmente compatti che si presentano in modo naturale nella teoria delle
connessioni. Considereremo soprattutto gruppi di curve (piti precisamente gruppi formati da classi di equivalenza di
curve) su di un gruppo topologico. In alcuni casi importanti i sottogruppi inducenti saranno gruppi di lacci (cioe di
curve chiuse). Diamo ora le idee di base e i risultati principali. Sia G un gruppo localmente compatto, K unsottogruppo
chiuso di G, L : K — Un(H) una rappresentazione unitaria di J nello spazio di Hilbert H,and X := G/K. Lo
spazio della rappresentazione indotta UL di G & uno spazio di Hilbert HZ che pud vedersi in due modi. HL e uno
spazio di funzioni a valori in H, a quadrato sommabile. Queste funzioni possono vedersi come funzioni con dominio
in G oin X = G/K (questo dipende da un lemma di selezione boreliana dovuto a Mackey). Quando consideriamo
HY come uno spazio di Hilbert di funzioni il cui dominio & X usiamo il fatto che X(= G/K) possiede una misura G-
quasiinvariante y: infattisi ha HL = £?(X, u; H). L’osservazione chiave & la seguente. E ben noto che esistono gruppi
topologici G non localmente compatti che agiscono transitivamente su spazi che hanno una misura G-quasiinvariante,
Per esempio sia M una varietd liscia compatta, orientabile, finito-dimensionale e w una fissata forma di volume M.
Se poniamo G = Diff(M) allora G & un gruppo di Lie infinito-dimensionale (e percio’ non Jocalmente compatto)
che agisce su M. Inoltre la misura p associata ad w & G-quasiinvariante. Possiamo porre le seguenti questioni. i)
Esistono esempi interessanti di rappresentazioni indotte per gruppi non localmente compatti? ii) Se la risposta a i) & si
allora quali risultati dalla teoria di Mackey possono estendersi a questa situazione pil generale? Bisogna sottolineare
che nel presente lavoro non stiamo ricercando la massima generalita di per se stessa. Piuttosto si &, in un certo
senso, costretti a studiare le rappresentazioni indotte dei gruppi infinito-dimensionali perché queste rappresentazioni
si presentano in modo naturale nella teoria dei trasporti paralleli sui fibrati. Vediamo come. Se X & uno spazio
topologico lo spazio dei cammini P'(X) & lo spazio delle curve continue su X. In P’(X) diciamo che due curve sono
equivalenti se una si ottiene dall’altra cambiando parametrizzazione e/o inserendo o cancellando appendici (cioé tratti
di curva percorsi avanti e indietro). Denotiamo con P(X) il gruppoide dei cammini cioé lo spazio dei cammini P’(X)
quozientato rispetto a questa relazione di equivalenza. L’operazione di gruppoide & la composizione naturale di curve.
Se X = G & un gruppo topologico possiamo considerare un’altra relazione di equivalenza dichiarando equivalenti due
curve in P(G) se & possibile ottenere I'una dall’altra per traslazione nel gruppo G. 1l quoziente P(G) = P(G)/ ~
possiede ora una struttura di gruppo poiché due qualsiasi classi di equivalenza possono essere moltiplicate. P(G)
¢ il gruppo dei cammini di G. La sua introduzione e’ dovuta al fisico russo Mensky. Supponiamo ora di avere un
fibrato hilbertiano £ con spazio di base una varieta orientabile A sulla quale si sia fissato un elemento di volume.
Supponiamo inoltre di avere un trasporto parallelo unitario su E e un gruppo transitivo di diffeomorfismi di Af che
chiameremo G. In questa situazione & possibile definire una rappresentazione indotta unitaria del gruppo (gruppoide)
dei cammini P(G) (P(G)) nello spazio di Hilbert delle sezioni L? del fibrato E. Se M — G il gruppo che induce &
il gruppo dei lacci L(G) e la rappresentazione inducente & data dal gruppo di olonomia della connessione. Questa
osservazione e’ stata fatta da Mensky (per M = G = R* e in modo informale) in [35] e piti in generale (per il gruppoide)
da Accardiin [1]. Entrambi gli autori portano argomenti in favore di un ruolo importante per P(G) (o per il parente
stretto P(G)) come gruppo di simmetria per le teorie di gauge. 1l fatto che le connessioni (i trasporti paralleli) siano

caratterizzate dalle rappresentazioni del gruppo dei lacci & implicito in [13] dove Driver mostra come ricostruire una
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b)

1)

2)

3)

4)

6)

7

coppia fibrato-connessione su una varietd M a partire da una rappresentazione di L(M). Bisogna notare che, in un
certo senso, la rappresentazione del gruppo dei cammini di cui sopra realizza una rappresentazione di Schrodinger
in ambiente curvo. A questo riguardo Accardi ha sottolineato I'approccio di Mackey alla Meccanica Quantistica: le
osservabili sono generatori di rappresentazioni di gruppi di simmetrie spaziali. In relazione a questo approccio si deve
anche ricordare I’osservazione fondamentale di Wightman secondo la quale in Meccanica Quantistica “...lo strumento
matematico naturale per I'analisi della localizzabilita ... & la teoria delle rappresentazioni imprimitive ...” dei gruppi
di simmetria e cioé delle rappresentazioni indotte (come dimostra il teorema di imprimitivita per i gruppi localmente
compatti). Tenendo presente queste motivazioni provenienti dalla fisica matematica abbiamo tentato di rispondere
alle seguenti questioni:

quali risultati della teoria della rappresentazione indotta possono generalizzarsi in modo da renderli applicabili alle
rappresentazioni indotte di gruppi di cammini costruite tramite trasporti paralleli?

E possibile identificare i generatori di queste rappresentazioni? Questi generatori sono interessanti per le teorie di
gauge? Per quello che riguarda questi problemi nella presente tesi abbiamo ottenuto i seguenti risultati.

Viene definito il “gruppo dei cammini” in un ambiente algebrico astratto partendo da un gruppoide con un opportuno
gruppo di automorfismi. Si mostra come costruire questo tipo di gruppoidi a partire da intervalli di certi insiemi

1%

parzialmente ordinati e da “curve” in un gruppo parametrizzate da tali intervalli. Il gruppo dei cammini delle curve
continue su di un gruppo topologico € un caso particolare di questa costruzione.

Si dimostra che se G & un gruppo polacco allora P(G) e L(G) (il gruppo dei lacci) sono gruppi polacchi. Questo
risultato € interessante come qualsiasi risultato di “stabilita™ che mostri come P(G) erediti una proprieta di G. Infatti
ogni risultato di questo tipo ha come conseguenza immediata il fatto che una proprietd di G venga ereditata dal
gruppo P"(G) := P(P""}(G)). Mensky ad esempio congettura che il gruppo P?(R*) possa svolgere un ruolo nella
teoria delle stringhe. Si noti anche che un risultato di Ancel dice che se X & uno spazio metrico localmente compatto
e separabile allora il gruppo Homeo(X) & polacco mostrando cosl la grande generalitd di questo risultato. Inoltre i
gruppi di diffeomorfismi sono anch’essi, in generale, gruppi polacchi.

Usando il risultato 2) si ottengono due teoremi di selezione boreliana per le coppie (P(G), P(G, K)) dove P(G, K) ¢ il
sottogruppo dei cammini che finiscono nel sottogruppo X C G. Il primo teorema vale nel caso K sia chiuso ed ¢ una
conseguenza di un teorema di selezione dovuto a Burgess. 1l secondo teorema richiede la normalita di K e si basa su
di un classico teorema di selezione di Dixmier.

Si dimostra che il classico risultato che mette in relazione I'irriducibilitd di un sistema di imprimitivita (UZ, PL) con
lirriducibilita della rappresentazione inducente L vale in un ambiente piu generale di quello dei gruppi localmente
compatti. Infattile condizioni necessarie sono quelle riguardanti la finitezza e regolariti per la misura G-quasiinvariante
sullo spazio X = G/K e l'esistenza della proprieta di selezione per la coppia (G, K)

Sia M una varietd orientabile con un fissato elemento di volume w. Dato un trasporto parallelo su di un fibrato
hilbertiano £ M e un gruppo G di diffeomorfismi di M si mostra come costruire una rappresentazione indotta
unitaria del gruppo dei cammini P(G). Se G agisce transitivamente su M e K un gruppo di isotropia per questa azione
allora il sottogruppo inducente &¢ P(G, K) In particolare se G = M otteniamo il gruppo dei lacci P(G,e) = L(G). (il
caso di Mensky). Viene mostrato (usando il teorema di selezione 3)) che il teorema di irriducibilita (si veda 4) sopra)
si applica a questo caso.

Si mostra in generale come associare ai gruppi a un parametro di un gruppo topologico G dei gruppi a un parametro di
P(G). Questo ci permette di usare il teorema di Stone per dimostrare 'esistenza dei generatori per la rappresentazione
indotta del punto 5). In questo caso i sottogruppi a un parametro di G sono esattamente i flussi dei campi vettoriali
completi su M. Se la misura su M & G-invariante si dimostra che i generatori sono esattamente le derivate covarianti
lungo questi campi vettoriali. Questa ¢ una generalizzazione al caso non piatto del fatto ben noto che la derivata
ordinaria é il generatore delle traslazioni.

La discussione del punto () viene generalizzata al caso in cui la misura su M non & G-invariante. Risulta che bisogna
aggiungere una correzione di volume (una divergenza) alla derivata covariante per ottenere i generatori.

Va fatta un’ultima osservazione. Il teorema fondamentale della teoria della rappresentazione indotta per i gruppi

localmente compatti & il teorema di imprimitivita. Viste le considerazioni fatte sopra & naturale chiedersi se questo
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teorema possa avere una validita pil generale. Nel paragrafo 3.5 viene abbozzata una linea di dimostrazione (nel caso

generale) che fa uso di classici risultati della teoria della decomposizione integrale degli spazi di Hilbert.
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CAPITOLO
1

Nozioni preliminari
(1.1) Gruppoidi

Richiamiamo alcune notazioni da [1]. Una categoria si dice piccola se la famiglia dei suoi oggetti ¢ un insieme. Un
gruppoide G & una categoria piccola nella quale ogni morfismo & un isomorfismo. Se M & linsieme degli oggetti di
G e Q ¢ la famiglia dei suoi morfismi scriviamo G = (M,) . Sia G = (M, Q) un gruppoide. Per ogni coppia di oggetti

z,y € M denoteremo indifferentemente con
Qry = Hom(z,y) = Iso(z,y)
La famiglia di tutti i morfismi da z a y. Se w € Q. , useremo la notazione
(w)y=z 5 W=y

e chiameremo z il punto iniziale (o lo stato iniziale,l’origine , ...) di w e y il punto finale (o lo stato finale,’obiettivo,
...)di w . La composizione tra due morfismi w, w’ € Q sard denotata da wow’. L’operazione o & associativa ma non &
definita ovunque: wo w’ & definita se e solo se per qualche z,y,2 € M si ha o’ € Q, y, w € Qy ;. Sinoti che I'insieme
degli oggetti M pud essere identificato con I'insieme di tutti i morfismi w € Q tali che w o w = w nel senso che il
termine sinistro € ben definito e vale I'uguaglianza. Per questa ragione, quando non puo sorgere nessuna confusione,
scriveremo semplicemente Q per G = (M, Q). Per ogni z € M l'insieme di tutti i morfismi da z a se stesso, indicato
indifferentemente da
Autg(z) = Aut(z) = Loopa(z) = Loop(z)

¢ un gruppo, detto il gruppo dei lacei su z. L’identitad di questo gruppo sara denotata da 2, .
DEFINIZIONE (1.1.1) Un gruppoide G = (M, Q) & detto transitivo (o connesso) se per ogni z,y € M

Reg £ 0

LEMMA (1.1.1) In un gruppoide transitivo tuttii gruppi di lacci sono isomorfi (di fatto coniugati).
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Dimostrazione. Sia =,y € M. Per la transitiviti esiste un wry € I80(z,y). La funzione

w € Loopa(z) — weyowo w;yl € Loopa(y) (%)

-1
Ty

- Percid (*) & suriettiva. In ultimo se wry 0 wo w;! =1y & lidentita in Loopa(y) , allora

-1

& chiaramente un omomorfismo. Inoltre, se w’ € Loo a(y) allora w = w

ow'owyy € Loopg(z) and o’ = Wry OWOW

— ,—1 .
W= Wry Oty OWry = wry

ey O Wry = 1,

percio la funzione (*) & un isomorfismo.

DEFINIZIONE (1.1.2) Sia G = (M, ) un gruppoide transitivo. Il gruppo Loop(2) (unico a meno di isomorfismi)con
la proprietd che per ogni £ € M
Loopa(z) = Loop(Q)

& detto il gruppo dei lacci del gruppoide.

Osservazione. Se Q. , =0 Vz,y € M allora G si riduce ad un insieme M senza alcuna struttura. Se M contiene solo

un oggetto G pud essere identificato con il gruppo Loop(Q).

1.2 Gruppoidi di curve su uno spazio topologico
Sia M uno spazio topologico. Una curva paramelrizzata su M & una coppia (7, [a, b]) dove:
i) [s,1] & un intervallo chiuso e limitato in R, detto il dominio della curva;

ii) 7 :[a,8] — M & una funzione continua.

Useremo la notazione (v, [a,b]) = 7as) € quando non possa esserci ambiguita, semplicemente 7.
Se é : [b,c] — M & una curva parametrizzata tale che 6(b) = 7(b) definiamo la curva prodotto ((§ o ), [a,c]) come

segue:

) se t € [a,b]
(Boy)t = {g(i) se t € [b,c] ()

Osservazione.Si noti che, con la nostra convenzione (+) la curva 6oy & percorsa da destra a sinistra: cioé prima y

e poi 8.

Una C®-riparametrizzazione tra due intervalli I = la,b] e I'[a’,b'] & un omeomorfismo T : [a,b] — [a’,b'] tale che

T(a) = a’. Analogamenta si definiscono riparametrizzazioni C* -, analitiche, ...
PROPOSIZIONE(1.2.1). Se T : [a,b] — [a’, '] & una riparametrizzazione allora T(b) =¥

Dimostrazione. Supponiamo che T(b) = y # b’. Allora T (ristretta) dovrebbe essere un omeomorfismo tra [a,8) e

'insieme sconnesso [a’,’]/{y} il che & impossibile.

Denotiamo I'insieme degli intervalli chiusi di R con Int [R] e con Ry Iinsieme di tutte le riparametrizzazioni tra I,
el

DEFINIZIONE(1.2.1). Sia I una famiglia di curve parametrizzate. Una famiglia di riparametrizzazioni di T & un
gruppoide transitivo F i cui oggetti sono i domini delle curve parametrizzate in T e tale che Homr(I,1') C Ry 1.

DEFINIZIONE(1.2.2). Sia M uno spazio topologico, I' una famiglia di curve parametrizzate su M, e F una famiglia
di riparametrizzazioni. Se (7, [q,b]), (é,[a’,8']) € T diciamo che y & F—equivalente a 6, e scriviamo

(7,12, 8)) (8, [a", 8'])
se esiste un T' € Hom #([a’, '], [a, b]) tale che 6 = yo T".
PROPOSIZIONE(1.2.2). F & una relazione di equivalenza.
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i)
ii)

iii)

Dimostrazione. E una facile conseguenza del fatto che le riparametrizzazioni sono un gruppoide transitivo.

DEFINIZIONE(1.2.3). Con le notazioni di cui sopra una curva & un elemento dell'insieme quoziente T'/F. La classe
di equivalenza di (7, [a,b]) € T sara denotata da [(v,[a,b])] o semplicemente da [7).

Si noti che a causa della Proposizione (1.2.1) per ogni v € T, i(v) e ¢(v) dipendono solo dalla classe di F-equivalenza
di v.

Definiamo una legge di composizione in T'/F tramite:
DEFINIZIONE(1.2.4). Siano w,w’ curve tali che p(w’) = i(w).

wow:=[(607)[a,c)) (+)

Poiché F ¢ un gruppoide transitivo possiamo suppore I’esistenza di due curve parametrizzate (v, [a, b)), (6, [b, ¢]) tali
che w = [(7,[a,8])], & = [(é, [b, c])].

E facile controllare la seguente

PROPOSIZIONE(1.2.3). La coppia (M,T/F) & un gruppoide transitivo rispetto alla legge di composizione (*). E
transitivo se I' & transitivo.

Dimosirazione.

Banale.

Sia T una famiglia di curve parametrizzate e sia (v,[a,b]), (6,[a’,4’]) € T. Diciamo che (v,[a,b]) C (6,[a’,¥']) se
[a,b] C [a’,b'] e la restrizione di 6 su [a,b] & uguale a y. Questa definizione da un ordinamento parziale su T'. Una

curva parameirizzaia massimale in I' € un elemento massimale in questo ordinamento.

Definizione (1.2.5). Un gruppoide di curve ¢ una tripla
G=(WM,T,F)

dove
M & uno spazio topologico;
T € una famiglia di curve parametrizzate su M

F & una famiglia di riparametrizzazioni su T.

Gli oggetti di G sono i punti di M, i morfismi sono le classi di equivalenza I'/ F, cio le curve, nel senso della Definizione

(1.2.3).

1.3 Gruppoidi e propagatori
Sia X un insieme e sia G un gruppo. Possiamo dare una struttura di gruppoide a X x G x X nel modo seguente (si
veda [23]).
DEFINIZIONE (1.3.1).
(xagxy)'(yagx‘:) ::(Jf,g_(.],:) z5y):E‘Y; g,gEG
Naturalmente i(z, g,y) =z e ¢(z,9,y) = .

Se X = {z} allora X x G x X ¢ isomorfo al gruppo G.
Se G = {1} allora X x G x X & isomorfo al gruppoide X x X dove il prodotto & definito da

(xwy)'(yw‘:) = (zuz) z,y,z2€ X .

DEFINIZIONE (1.3.2.). Un (G, X)-propagatore é una funzione U : X x X — G, dove X ¢é un insieme e G & un
gruppo, tale che



i) UpgUgr = Up,r VPq,r € X
In altre parole un (G, X)-propagatore & un morfismo dal gruppoide X x X al gruppoide (gruppo) G.

Osservazione.

UppUpp = Upp = Upp = 1g Vpe X

UpaUsp = Upp = 16 = Up g = Uy, Vpge X .
ESEMPIO. (Il propagatore canonico) Sia f : X — G una funzione qualsiasi. Si definisca U, 4 = f(p)f(q)~!. Allora

Upg - Upe = SRV )F @S () = SR (1) = U,

PROPOSIZIONE (1.3.1). Ogni propagatore é canonico.

Dimostrazione. Sia U. ) un (G, X)-propagatore. Si scelga py € X. Definiamo f(p) := Up ,,. Si ottiene

Uprg = Up,poUpo,g = Up,pqu_,;},, =f(pf(9)~".

1.4 Integrazione su varieta

Sia V' uno spazio vettoriale n—dimensionale e sia

AW ={f:V xVx...xV —R: fémultilineare e antisimmetrica } =
| R ——

n-volte
= { tensori antisimmetrici di tipo (2) }
Sia M una varieta n—dimensionale e T,(M) lo spazio tangente a M in p. Definiamo A™(T(M)| = |JA(TH(M)).

A™(T(M)) ha una struttura naturale di fibrato vettoriale sullo spazio base M. Una n—forma & una sezione C* di

A™(T(M)). Un elemento di volume & una n-forma sempre differente da 0. Il seguente risultato & ben noto [49]
TEOREMA (1.4.1). M ¢ orientabile se e solo se M ha un elemento di volume.
Sia f : M — M liscia. 1l differenziale di f & per definizione la trasformazione lineare Jup : Tp(M) — Typ)M tale che se
v & il vettore tangente alla curva c in p allora f,,(v) & il vettore tangente alla curva foc in f(p). Se w & una n—forma
e g € C*(M) definiamo

(frw)p(vi) = wypy(fapvi) e frg:=gof

dove v = (vi) = (vi)iz1 = (v1....,vn) € (Tp(M))"
PROPOSIZIONE (1.4.1). Per ogni n—forma w e per ogni funzione liscia g, si ha:

[ (gw) = 17 (9)f" (w)

Dimostrazione.

(f*(9))p(vi) = (9w)s(p)(fopvi) = (9(f(P))ws(p)) (fapri) =
= ([1(9))(P)wsp)(fopvi) = (F(9))(P)(f7(w))p(vi)

Ora sia g € Diff (M). Poiche A"(Tp(M)) & 1-dimensionale per ogni p € M, allora per ogni n—forma w, esiste
c(g,-) € C™(M) tale che, per ogniz € M:
(9" w)z = c(g,z)ws

PROPOSIZIONE (1.4.2). Sia g1, g2 € Diff (M). Allora per ogniz € M

c(9192,2) = ¢(91, g22)c(g2,z)
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Dimosirazione.
c(9192,2)wr = ((9292)" W)z = (9391w)x = (95¢(91, )W)z =

= (93(c(91,)))=(92w)x = c(g1,922)c(g2, 2 )we

Sia M una varietd orientabile. Vogliamo definire [, w per una data n—forma w. Cominciamo con il caso quando
supp (w) C U dove (U,$) & una carta orientata positivamente. Allora, se p € U — (z'(p),,-,,2"(p)) € R" sono
le coordinate locali associate alla carta (U, ¢), il fatto che A"(T(M)) & 1-dimensionale implica che deve esistere una
funzione h tale che

w=~hdz*A... Adz"

Diremo che w & misurabile se la funzione h o ¢=1 : ¢(U) — R & misurabile e porremo

/ w= / (ho¢™dm
M o(U)

TEOREMA(1.4.1). La definizione di cui sopra & ben posta, cioé¢ ¢ indipendente dalla scelta della carta (U, 4). Usando

una partizione dell'unita & possibile estendere la definizione ad una qualsiasi n—forma.

dove m & la misura di Lebesgue.

PROPOSIZIONE(1.4.3). Se ¢ € Diff (M) e ¢ conserva l'orientamento allora

fen o
M M

Da questo risultato deduciamo che, per ogni ¢ € Diff (M) che conserva 'orientamento e per ogni funzione liscia f:

[ ro=[ etw=[ etee= [ onro

Supponiamo ora che M sia orientabile e che w sia un fissato elemento di volume. Usando il teorema di Riesz—Markov

possiamo dire che esiste un unica misura di Borel p su M tale che

[ s@ aua) = [ g

Supponiamo che ¢ sia un diffeomorfismo che conserva l'orientamento. Allora, nella notazione di cui sopra,
| 1o duw) = [ 160)etoto = [ (Foe)ete) =
M M M

= [ o= [ 1) duta)

Percio per un arbitrario ¢ € Diff (M) abbiamo la seguente formula per il cambiamento di variabili

/ F(e(@)le(, 2)ldp(z) = / 1(2) duz)
M M

1.5 Gruppi di omeomorfismi e diffeomorfismi.

Sia £ M un fibrato finito-dimensjonale e si supponga di avere un trasporto parallelo classico su E cioé un trasporto
parallelo definito sulle curve lisce a tratti su M. Piu in 14 vedremo che se G & un gruppo di Lie (magari infinito-
dimensionale come Diff(M)) che agisce su M allora si pud costruire una rappresentazione indotta di P(G) il gruppo
dei cammini di G.

L’esistenza del trasporto parallelo stocastico (si veda [16]) implica che si possono avere trasporti paralleli su gruppoidi
di curve continue. Percid € naturale chiedere se la costruzione di cui sopra della rappresentazione indotta si applica a

gruppi di cammini continui associati ai gruppi di omeomorfismi di varieta.

7



In questa sezione esporremo risultati dovuti a Arens [5] e ad Ancel [3]. In particolare vedremo che sotto deboli ipotesi
per uno spazio topologico X possiamo trattare Homeo(X) (il gruppo degli omeomorfismi di X) come un gruppo
topologico ragionevole e inoltre possiamo applicare i risultati della sezione (2.8) al suo gruppo dei cammini.

Sia X uno spazio topologico. L’azione naturale di Homeo (X) su X & definita dalla formula (h,z) % h(z),
©:Homeo(X) x X — X.

DEFINIZIONE(1.5.1). Una topologia su Homeo (X) é ammissibile se rispetto a tale topologia Homeo (X) é un gruppo
topologico e inoltre I'azione naturale di Homeo(X) su X é continua.

Supponiamo che X e Y siano spazi di Hausdorff, e supponiamo che M sia un insieme di funzioni da X a Y. Per
KCXeUCY,sia(K,U)={f€eM:f(K)CU}. Ricordiamo che la topologia compatto-aperta ha una sottobase
consistente di tutti gli insiemi della forma (K,U) dove K & un sottoinseme compatto di X e U é un sottoinsieme

apertodi Y.

DEFINIZIONE (1.5.2). La topologia compatto-aperta complementata su M é la topologia che ha come sottobase la
famiglia di tutti gli insiemi della forma (K,U) dove K & un sottoinsieme compatto di X e U € un sottoinsieme aperto

diY, o della forma (X — V,Y — L) dove V & un sottoinsieme aperto di X ed L é un sottoinsieme compatto di Y.

Osservazione. Sinoti che se X & compatto allora la topologia compatto-aperta su M e la topologia compatto-aperta
complementata su M coincidono.

L’ammissibilita della topologia compatto-aperta complementata & stata studiata in [5]. In particolare, il Teorema 3 di
[6] ci dice che se X & uno spazio di Hausdorff localmente compatto, allora la topologia compatto-aperta complementata
su Homeo(X) & ammissibile. Quando X non &localmente compatto, la suddetta topologia su Homeo(X) pud non essere
ammissibile. Tuttavia, per ogni spazio di Hausdorfl X, la topologia compatto-aperta complementata su Homeo(X) &
un limite inferiore per tutte le topologie ammissibili su Homeo(X). In altre parole, quando X & di Hausdorff, ogni
topologia ammissibile su Homeo(X) contiene la topologia compatto-aperta complementata.

Il risultato fondamentale & il seguente.

TEOREMA (1.5.1). (Ancel) Sia X uno spazio metrico localmente compatto e separabile, e si supponga che Homeo( X)
sia dotato con la topologia compatto-aperta complementata. Allora sia X che Homeo(X) sono spazi metrici completi

e separabili.

Dimostrazione (si veda [3]). Con X* = XU {oo} denotiamo la compattificazione di Alexandrov di X, e supponiamo di
dare ad Homeo(X") la topologia compatto-aperta. Allora X* & uno spazio metrico compatto, e X & un sottoinsieme
aperto di X*.

Applicando il teorema di Mazurkiewicz ([14] p. 308) si pud concludere che X & uno spazio metrico completo e
separabile.

E ben noto che Homeo(X™) & uno spazio metrico completo e separabile. Infatti se p & una metrica su X*, allora una

metrica completa o su Homeo(X*) & definita dalla formula

7(9,h) = sup{p(g(2), h(x)) : € X*) + sup{p(g~ (2), A" (2)) : 2 € X"}

per g, h €Homeo(X™). Homeo(X*) & separabile per il teorema 5.2 di [14], p. 265.
1l Lemma 8 di [3] si applica qui con Homeo(X) per M e Homeo(X*) per A rispettivamente. Questo lemma implica
che (dato che X & o-compatto) Homeo(X) & omeomorfo ad un sottoinsieme Gs di Homeo(X*). Applicando di nuovo

il teorema di Mazurkiewicz otteniamo che Homeo(X) & uno spazio metrico completo e separabile.

Daremo ora una traccia di come si dimostra che i gruppi di diffeomorfismi sono gruppi polacchi. Per maggiori particolari

si veda [52] e i riferimenti bibliografici ivi citati. Se M & una varieta differenziale finito dimensionale definiamo
Difff(M)={f:M — M, f &un diffeomorfismo di classe C"}

dove 1 <r < oo. Se B & uno spazio di Banach separabile denoteremo con C"(M, B) lo spazio delle funzioni f:M—B

diclasse C". Su questo spazio considereremo la topologia compatto-aperta cioé la topologia della convergenza uniforme
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sui compatti. Questa topologia & metrizzabile tramite una metrica d rispetto alla quale C"(M, B) diventa uno spazio
metrico, separabile e completo [52]. Se N & un'altra varietd & noto (teorema di Withney) che N pud essere immersa
come sottovarietd chiusa in R* per un certo k. In questo modo si pud identificare C" (M, N) con un sottospazio
di C"(M,R*). La topologia che C"(M,N) eredita in questo modo non dipende dalla immersione di N. Inoltre
C"(M, N) risulta separabile e completo rispetto alla metrica d di C"(M, R¥) . Abbiamo quindi una topologia su
Dif fr(M)C C"(M,M). Si dimostra che Dif fT(M) equipaggiato con tale topologia & un gruppo topologico. Sia ora

d la metrica completa su C"(M, M). Se poniamo (analogamente a quanto fatto per gli omomorfismi)

d(f,9):=d(f,9)+d(f™",97")  f,9€ Diff"(M)

otteniamo una metrica completa per Diff"(M) (la quale induce ancora la topologia compatto-aperta). Infatti se
{fa} C Dif fT(M) & una successione di Cauchy per d’ allora f, e f,~' sono successioni di Cauchy per d in Cr(M, M).
Supponiamo che f, — fe fu™' — f'in C™(M, M) rispetto a d. Allora per la continuitad della composizione

Iy = fnfn_l = ffl
cioe f' = f~1. Quindi
d'(fa, f) = (@(fn, /) +d(fa~1 F71)) = 0
ciog d’' & completa.

1.6 Curve in Diff (M) e campi vettoriali dipendenti dal tempo

Sia M una varieta differenziale. Sia ¥ : R — Diff (M) una curva parametrizzata regolare.

DEFINIZIONE(1.6.1). Sia z € M, t € R. Definiamo

v, = 52| (o))

v4(+,-) & il campo vettoriale dipendente dal tempo associato alla curva 7.

PROPOSIZIONE(1.6.1). Supponiamo che a : R — Diff (M) sia un gruppo a un parametro cio¢ a(0) = Ipif (M)}

ao(t+8) = a(t)a(s). Allora v,(-,-) & un campo vettoriale indipendente dal tempo il cui flusso & esattamente a.

Dimosirazione. Si ottiene

0= gi| @@er = f @e-00= 5| @00 = e
L’ultimo vettore dipende solo da z e « cio¢ il campo vettoriale v,(-,-) non dipende dal tempo. E facile vedere che il
flusso di questo campo vettoriale & dato proprio da a.

La proposizione di cui sopra giustifica la seguente

DEFINIZIONE(1.6.2). Un campo vettoriale dipendente dal tempo v(z,t) viene detto completo se esiste una curva
parametrizzata regolare v : R — Diff (M) tale che

v(z, 1) = vy(z,1)

1.7 Campi vettoriali e simmetrie

Le osservabili naturali di un sistema quantistico sono in relazione alle rappresentazioni unitarie del gruppo delle
simmetrie naturali del sistema. Per esempio, se lo spazio delle configurazioni del sistema ¢ R” e si considera come
gruppo di simmetrie del sistema il gruppo Euclideo n-dimensionale G, allora i generatori della rappresentazione unitaria

di G su L?(R", dz; C) definita da:

Uef)()=f(g7'z) ; =z€R",g€GC



sono osservabili naturali della teoria. Per esempio se v € R" allora

f@+tv) = ("7 f)(z)

da il momento nella direzione v e se Ry(a) denota la rotazione di ¥ intorno ad un asse a € RN con una data orientazione

allora

f(Ry(a)z) = (e f) (2) = (e~ "(=AP) f)(2)

da il momento angolare lungo 'asse a € R”. L'analisi di Mackey generalizza I’esempio di cui sopra come segue: &
dato uno spazio misurabile M, una misura g su M, un gruppo localmente compatto G che agisce su M tramite una
trasformazione misurabile per la quale p & quasi-invariante, un moltiplicatore di G, cioé una funzione ¢ : G x G — C

che soddisfa
a(9,9192)0(91, 92) = 0(g,91)0(991, 92)

uno spazio di Hilbert H e una funzione A: G x M — Un(H) da G x M al gruppo di tutti gli operatori unitari su H

(qui non considereremo rappresentazioni antiunitarie), soddisfacenti:

A9, 12)A(91,2) = 0(991)A(991,2) V9,91 €G,
e p-quasi ovunque per & € M. A questi oggetti si associa la rappresentazione unitaria U di G, che agisce su
L%(M,dy; H), definita da:

(Uof)(a) = [d—f—’;—gu-‘zn“m(g,g-lz)f(g'lz)

I generatori dei sottogruppi a un parametro di questa rappresentazione sono le osservabili cinematiche di base del
sistema.
1l problema che ci porremo & quello di applicare questa strategia nel caso dei fibrati e in particolar modo dei fibrati

vettoriali.

CAPITOLO
2

I1 gruppo dei cammini

2.1 Il gruppo dei cammini

Sia M uno spazio topologico. Definiamo una relazione di equivalenza ponendo

zRy <= 37y :[e,b] — M continue, tali che y(a) = = 1) =y
La classe di equivalenza di z verra denotata da M,.
Sia G un gruppo topologico con identita e.

PROPOSIZIONE(2.1.1). G, & un sottogruppo normale di G.
Dimostrazione. Se g, h € G., allora esistono v, ¢ tali che i(y) = i(§) = e, p(y) = ¢, ¢(6) = h. Consideriamo la curva

{ ¥(t) (che va da e a g)
g(6(1)™") (chevada ga gh™!)

Questa curva & continua e connette e con gh~!. Percid G, & un sottogruppo. Inoltre se n € G, allora esiste una curva
7 tale che i(y) = e, ¢(y) = n. Ora, per ogni g € G, la curva w(?) = gy(t)g™" & tale che i(w) = e, p(w) = gng~t.

Percid G, ¢ normale.
Denotiamo con I'(G) I'insieme di tutte le curve continue su G ¢ definiamo una funzione ~: ['(G) — I'(G,) tramite

(1) = v(t)p(r)~! (*+)
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DEFINIZIONE(2.1.1). Si definisca la relazione R su I'(G) tramite
wRyeo=% ; wyel(G) (%)

PROPOSIZIONE(2.1.2). R ¢ una relazione di equivalenza e wR® se e solo se w(t) = y(t)g per qualche g € G.

Dimostrazione. Supponiamo wR¥. Si ha w(t)p(w)~! = (1) = 7(1) = v()e(y)~!. Quindi v(t) = &(O)GE(Y) " e(7)).
Viceversa:

(1(D)9) = Y(D9((#(M)9) ™) = 1(D)ag™ e(1) ™ = 1 Oe() ™! = (1)
Denoteremo con [y] la classe di equivalenza di 5.

PROPOSIZIONE(2.1.3). Per ogni 7,4 esiste 8’ tale che

6 = 6" e yo 6 ha significato.

Dimostrazione. Si definisca &'(t) := §(¢)p(6)~1i(y). Allora 6’ = § e o(6) = p(8)p(6)~ti(v) = (7).
PROPOSIZIONE(2.1.4). Supponiamo che v ~ %, & ~ 4, e che y 0 6, 4 0 & abbia senso. Allora [v06] = [¥0 8] (cio
(v06) ~ (F00).

Dimostrazione. L’ipotesi implica ¢(8) = i(+) e ¢(6) = i(%). Inoltre per la Proposizione (2.1.2), esiste g,k € G tale
che ¥(t) = 9(t)g e 6(1) = 6(t)k. Si noti che

POk~ = p(8) =i(3) = i(v)g™" = p(é)g™"

percido g = k. Ora
. &) - R = {60 =80k = 6(t)g1
e = {30 e ={ %=1k
Quindi (5 0 8)(1)g=! = (y 0 6)t da cui segue la conclusione.

Riassumendo :

TEOREMA. Sia G un gruppo topologico e I' un gruppoide di curve continue su G con la proprieta che per ogni
¥(-) € T e per ogni g € G anche v(:)g € . Allora il quoziente I'/ R del gruppoide I' secondo la relazione di equivalenza
R, definita da (*%*), € un gruppo.

Osservazione Bisogna sottolineare che in questa tesi le parole “gruppo dei cammini” e “gruppo dei lacci” non vengono
usate con lo stesso significato di [4],[43]. Infatti i suddetti autori definiscono le operazioni punto per punto mentre
nel nostro caso la moltiplicazione & simile alla moltiplicazione nel gruppo fondamentale di uno spazio topologico. La
seguente osservazione fa risaltare la differenza. Se G & un gruppo commutativo allora il gruppo dei cammini di G nel
senso di [4] & commutativo mentre il gruppo dei cammini con cui stiamo lavorando ha centro banale (a meno che G

non abbia dimensione uno).

2.2 Sottogruppi del gruppo dei cammini

Sia G un gruppo topologico, P(G) il suo gruppo dei cammini e A : P(G) — G la proiezione standard (si veda [39]).
Quando P(G) & considerato come gruppo topologico allora la sua topologia sard sempre ammissibile nel seguente
senso. Sia C([0, 1], G) lo spazio delle funzioni continue da [0,1] a G considerato con la topologia compatto-aperta.
C([0,1],G,{0},¢) & il sottospazio degli elementi in C([0,1],G) tali che ¥(0) = e € G. L’insieme P(G) ubd essere visto
come il quoziente C([0,1], G,{0},e)/ ~ dove la relazione di equivalenza & data da riparametrizzazione e cancellazione
di appendici. Abbiamo percio un proiezione « : €([0,1],G,{0},e) — P(G) dove x(y) = [y] € P(G). Inoltre abbjamo
la proiezione % : P(G) — G che porta [y] in A(y) = ¢(y) = il punto finale di v.

Diciamo che una topologia su P(G) & ammissibile se P(G) (munito di questa topologia) & un gruppo topologico, L(G)
¢ un sottogruppo chiuso di P(G) e le proiezioni

C([0,1),G,{0},e) = P(G) = G
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i)
ii)

iii)

sono continue.
DEFINIZIONE (2.2.1). Sia K un insieme K C G. Allora

P(G,K) = AYK) .

PROPOSIZIONE (2.2.1).

K é un sottogruppo di G = P(G, K) é un sottogruppo di P(G)

K ¢é un sottogruppo normale di G = P(G, K) & un sottogruppo normale di P(G)
K é un sottogruppo chiuso di G = P(G, K) é un sottogruppo chiuso di P(G).

Dimosirazione. i) e ii) segue dal fatto che A & un omomorfismo di gruppi. iii) segue poiché A & continua.

COROLLARIO (2.2.1). Se K & normale abbiamo il seguente isomorfismo

P(G)/P(G,K)=G/K .

Osservazione. Sinoti che L(G) = P(G,e) dove e & I'identita di G.
Supponiamo ora che G sia un gruppo polacco cioé un gruppo topologico separabile, metrizzabile, completo. Vedremo
come definire una metrica su P(G) che dia a P(G) una topologia ammissibile insieme con la struttura di gruppo

polacco. In ¢id che segue supporremo che P(G) sia dotato della metrica di cui sopra.

PROPOSIZIONE (2.2.1). Se G é un gruppo polaccoe K C G é un sottogruppo chiuso allora P(G, K) é un sottogruppo
polacco di P(G).

Dimostrazione. P(G,K) ¢ metrizzabile come sottoinsieme di P(G). Inoltre P(G,K) & chiuso come conseguenza
della proposizione (2.2.1). Poiché P(G) & uno spazio metrico separabile allora P(G) soddisfa il secondo assioma di
numerabilita ([14] p. 187) e percid ognuno dei suoi sottospazi & separabile ([14] p. 176). Questo implica che P(G, K)

¢ separabile.

2.3 Sottogruppi a un parametro di P(G)
PROPOSIZIONE (2.3.1)([14] p. 218). Sia X uno spazio che soddisfa il primo assioma di numerabilita (cioé X ha
una base numerabile per ogni punio), e sia Y un qualsiast spazio topologico. Una funzione f: X — Y é conlinua a z¢

se e solo se f(zn) — f(zq) per ogni successione z, — z¢.
DEFINIZIONE (2.3.1). Sia (G,-) un gruppo topologico. Un sotlogruppo a un parameiro di G é un omomorfismo
continuo g¢y: (R, +) — (G, -).
N
Sia T'= {tn}nen C R. Definiamo 27T = {E mity,|m; €7, 1, € T}.

=1
LEMMA (2.3.1). Set, >0 e t, — 0 quando n — oo allora ZT ¢ denso in R.

Dimostrazione. Siazg € Ree > 0. Siscelga t,, in modo che 0 < {,,, < 2¢. Allora per ognim € Z|mt,,—(m+1)t,,| =
tho < 2¢. Se B(zg,¢) = (zc — €, zg + ¢) allora esiste un mg tale che met,, € B(z¢,¢) e percid il lemma & dimostrato.

Supponiamo che gy non sia iniettiva e che a := inf{t > 0: g, = e} dove e & I'identita di G.

PROPOSIZIONE (2.3.2).
a=0=>g9g,=¢ VIER

Dimostrazione. Per ipotesi & possibile trovare una successione {, € R tale che ¢, >0Vnei, — 0cong;y, =eVneN.
Il Lemma (2.3.1) implica che per ogni ¢t € R possiamo costruire un’altra successione 8, tale che 8, — t e 8, & una

combinazione lineare (a coefficienti interi) degli elementi della successione ¢,. Supponiamo
Bn = E’”iik.

Allora

_ o m, __
50 = Iomu,, = T, =€
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Poiche 3, — t otteniamo e = 9,, — 9t e perciod

gt = ¢€ Vt € R [ ]
Ora supponiamo che 0 < ¢; < #; < a e g, = g¢,. Otteniamo Jty—ty = g,,g,‘l1 = e e questo implica {3 = {; (poiche
(t2 — t1) < a). Ricapitoliamo le considerazioni di cui sopra.

PROPOSIZIONE (2.3.3). Un gruppo a un parametro 90 ¢
intellivo o
una successione di lacci inietlivi.
Questo implica in particolare che non ci sono appendici nell’origine e percid (per traslazione) nessuna appendice per
Pintero g(,).
DEFINIZIONE (2.3.2). Sia v : [0,1] = G definita da v,(s) = g, Vs € [0,1].
PROPOSIZIONE (2.3.4).
$ 71: t= [71] # [73]

Dimostrazione. Supponiamo [y;] = [y,]. Poiché sia y; che, 7, iniziano nell’identita del gruppo e e poiche esse non
hanno appendici otteniamo che hanno la stessa immagine e lo stesso punto finale. Quindi se sono equivalenti significa

che differiscono solo per un cambio di parametrizzazione. Inoltre se p € range y; = range v, otteniamo che

#771(p) = #171(p)

Ora abbiamo due casi:
9() : R — G ¢ iniettivo. Ricordiamo che noi indichiamo con ¢(y) = A(7) il punto finale di una curva y. Allora se
s # t otteniamo

P(71) = 1() = 9¢ # g5 = 75(5) = ©(7s)

e questo implica [v:] # [vs].
9(¢) : R — G non & iniettivo. Supponiamo che s, ¢ > 0 poiche gli altri casi seguono da questo. Sia a := inf{z > 0 :

gz = €}. Sinoti che g, = e. Ora possiamo scrivere che

t=ka+r 0<rf<a kkeN
5:l~:a+f'

Suppose [y:] = [7s]. Otteniamo
9r = Gratr = 96 = 1() = ©(v) = P(75) = 95 = Gioy7 = 97
Percio g, = g7 (since 0 < r,7 < «). Inoltre
k=) = #(7 ') =k
Cioé
t=ka+r=Fka+7=s

DEFINIZIONE (2.3.3).
Pyi= [v]

La definizione ¢ ben posta come conseguenza della proposizione precedente.

PROPOSIZIONE (2.3.5).
PPy = Py Vs, 1 €R

Dimostrazione. Sia Py = [1], Py = [¥s], Prys = [1145). Sia 6 : [{,1 4 5] — G definito da 6(r) := g,_, r € [t, 1+ s].
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Data la riparametrizzazione f : [0,5] — [t,t + 8], f(r) = t+r, r € [0, 5] otteniamo

§(f(r)=6(r+1) = Ir4t)-t = gr = ¥s(r)

Questo implica che &(-) ~ 7,().
Percio g:6(-) ~ 7,(+). Sinoti che g;6(r) = g,, r € [t,t + 5). Otteniamo che

7e(+) 0 (9:6(-)) = 7e44 (")
COS‘i
PPy = [ve]lvs] = [7e() - (966())]) = [1e45] = Piys

PROPOSIZIONE (2.3.6). Se P(G) ¢ dotato di una topologia ammissibile la funzione Poy:R — P(G), t — P ¢

conlinua.

Dimostrazione.

La funzione ¢ — P; & uguale alla composizione 19 Yt i['y,] = Py (vedi la sezione precedente). Poiche sia Y.y che ¥
sono continue lo stesso puo dirsi di F.y.

La procedura di questo paragrafo ci permette di associare un gruppo a un parametro di P(G) ad ogni gruppo a un

parametro di G.

2.4 Omomorfismi di gruppoidi, gruppoidi G-ammissibili e gruppi di cammini astratti
Siano (M,Q), (M', Q') due gruppoidi dove M, M’ sono le famiglie degli oggetti e Q, Q' sono le famiglie delle frecce.
DEFINIZIONE (2.4.1). Un omomorfismo di gruppoidi é un funtore covariante ¢ : (M,Q) — (M",Q). Piu
esplicitamente abbiamo due funzioni (che denotiamo con la stessa lettera) ¥ : M — M' ¢ : Q — Q' {tali che per
ogni vy, 6 € Q

1) V(1)(8) = Y(vé);

1)) ¥(E(r)) = i(¥(7)), v(e(7)) = ¢(¢(y)) dove i(y) e () sono il punto iniziale e finale di 7.
Si noti che se 1, & I'identitd a £ € M otteniamo

1/1(11)1!)(11) = L/)(lr : lr) = l/)(lf) = ¢(11)1¢(r)

Cosi V(1z) = ly(s). Percio se i(v) = =

-1

YO = v ) = le) = 1y

Questo implica ¢¥(y~1) = ¥(y)~!.
DEFINIZIONE (2.4.2).
i) Hom ((M,Q), (M', Q")) := Uinsieme degli omomorfismi da (M,Q) a (M',Q);
it) Iso ((M,Q), (M', Q")) = linsieme degli isomorfismi da (M,Q) a (M’ Q');
) Aut (M, Q) = Iso (M, Q), (M,Q)).
Aut (M,Q) ha un struttura di gruppo naturale data dalla composizione di funtori.
DEFINIZIONE (2.4.3). Se G ¢ un sottogruppo di Aut (M,Q) diciamo che (M,Q) ¢ G-ammissibile.
Facciamo la seguente ipotesi:
i) (M, Q) & G-ammissibile;
ii) G agisce fedelemente e transitivamente su Af. Inoltre abbiamo fissato una “origine” zq € M cosi che G si identifica
con M.
Se v € @ si indichi con [y] 'orbita di v sotto 1'azione di G e si scriva Q/G per I'insieme di queste orbite.

PROPOSIZIONE (2.4.1). Si definisca [v] - [¢] := [(9(6)i(y)~1y) - 8]. Questa definizione é ben posta e Q)G acquista

(con la operazione di cui sopra) la sirutiura di gruppo.
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Dimostrazione Si noti che ¢(6)i(y)~'y & una freccia che parte da ¢(6) cosl che la composizione (8)i(y)"'y) - é ha
significato. Supponiamo ora che y ~ v’ e § ~ §’. Questo significa §’ = ¢,6, ' = g2 per qualche g1, g2 € G. Allora
@(8)i(v) 1Y - ' = p(916)i(927) " 927916 =

= 919(6)(92i(7)) ™) 927918 = g12(8)i(7) " 7916 =

= q1(p(8)i(7) ™'y 6)
Cioe

(V=[] e [l=[1=[r-61=[ 6]

Abbiamo dimostrato che la definizione & ben posta

Ora mostriamo che esiste un elemento neutro. Se z, y € M (= G) sono arbitrari allora abbiamo un g € G tale che
9z = y. Questo implica g(1,) = 1,5, = 1, cosi [I.] = [Iy] Y&,y € M. Orasiay € Q e sia e = [1,]. Abbiamo

(1] e = V)[Ligm] = [(P(Lign))i(n) ™ N i) =
= (MM NLiy) = [ - Ligy] = )

e [v] = [p(]l7] = (e(Millp) ) - 1] =
= (MM ) - 7] = [y - 71 = [7]

Inoltre cerchiamo un’inversa per un arbitraria [y] € 2/G. Abbiamo

(-7 = e hin) ™M) v = i) ) v =y =

=[lpm) =
') Bl = eit )™ ) -] =[G i D™y D= [t -v] =
=il =e

Dimostriamo ora |’associativita. Sia v, §, n € Q.
Y

Sia € := (p(8)i(7)™1y) -6 e & = (n)i(6)~16. Ne segue i(¢) = i(6) e
p(EM) = (&) = p(n)i(8)™ ' o(é)

Percido

((7)-[6)) - [n) = [(2(&)i(n) ™ y) - 6] - [n] = [€]) - [n) =
(p(n)i(&)™*¢) -n) =

[
[
[(p(Mi(8) ™ ((()i() ™ ) - 6)) - m]
(
[
(

Il

I |

Y- Wem)i(&)~ 6] = [4] - [¢' -] =

(& i)™ ) (& )] =

(2(m)i(8) 1 p(8)i(1)™ 1) - (p(m)i(8)~16) - n] =
= [(eMi(&) " ((#(&)i() ™) - 8)) - m)

E abbiamo ottenuto la conclusione desiderata.

[v]- (6] [n])

Diciamo che /G & il gruppo dei cammini associato con il gruppoide G-ammissibile (3, Q) (si ricordi che G deve agire

fedelmente e transitivamente su M).

2.5 Insieme totalmente ordinati e gruppoidi G-ammissibili

Mostreremo come ottenere gruppoidi G-ammissibili a partire da certe classi di insiemi totalmente ordinati.

Sia X un insieme totalmente ordinato. Si definisca [a,b] = {a < & < b, z € X}. Diciamo che I = [a,b] & un intervallo
chiuso. I(X) & l'insieme degli intervalli di X. Diciamo che I & adiacente a I'se I =a,be I’ = b,c dove a, b, c € X.
Un automorfismo di (X, <) & una funzione biunivoca che conserva 'ordine ¢ : X — X. Sia Aut (X, <) il gruppo degli
automorfismi di X. Se B & un sottogruppo di Aut (X, <) diciamo che (X, <) ¢ B-omogeneo se B agisce transitivamente

su X.



Sia I un intervallo chiuso. Un inversione per I & una funzione ¥ : [ — [ tale che ¥2 = Idj e z < y = ¥(z) > ¥(y).
(Si noti che ¢ & biunivoca e ¥(z) < ¥(y) = ¥2(z) > Y (y) = z > ).

Ora sia (X, <) un insieme totalmente ordinato B-omogeneo F = {1} ¢ (x) una famiglia di inversioni e Y un insieme
arbitrario

Una curva parametrizzata & una funzione v : [a,b] — Y, a,b € X.

Se § :[b,c] — y e y(b) = §(b) definiamo il prodotto é - v : [a,c] — y tramite

(- =71 tela,d]
(G- =8(1) te,]

L’inversa di una curva & y~!

:= 7 ¢1. Diremo che due curve parametrizzate sono equivalenti (~) se vale una delle
seguenti condizioni:

)y~7sey=90p P €B

i) y~n-fify=n-6-67"1-¢
Una curva & una classe di equivalenza di curve parametrizzate. Se 7 & una curva allora denoteremo con [y] la sua
classe di equivalenza.

1l prodotto di cue curve & definito tramite i rappresentanti
(v)- ()= [v-¢]

DEFINIZIONE (2.5.1). Il gruppoide dei cammini P(X,Y) ¢ l'insieme di curve definito sopra con l'operazione di
composizione di curve. [ suoi oggetti sono gli elementi diY e le frecce sono le curve. Ora supponiamo che Y = G dove
G é un gruppo. Abbiamo che G agisce su se stesso per iraslazione sinistra e su P(,Y‘G) nel seguente modo Sey: 1 — G
si definisca gy : I — G tramite (gv)(t) = gv(t). Poniamo g[y]:= [g7]). E’ facile vedere che la definizione ¢é ben posia

e che (P(X,G),G) ¢ un gruppoide G-ammissibile. Inolire G agisce su se siesso fedelemente e transitivamente.

ESEMPIO. Si consideri il caso X = Z con 'ordinamento totale solito. Sia B = {pi| € Z} dove ¢y : Z — 7
@k(n) =n+k. B & un gruppo di automorfismi di (Z,<). Se I & un intervallo (of Z) ¥; & definita nel seguente modo.
Sial={n,n+1,...,n+m}. Alloray;(n+k) =n+m—4k 0 <k < m. Naturalmente ¥; & una famiglia di inversioni.
Se G & un qualsiasi gruppo possiamo costruire il gruppoide G-ammissibile P(Z, G) e da questo otteniamo un gruppo

dei cammini seguendo la procedura della sezione (2.4).
Osservazione 1). Sinoti che in questa sezione e nella sezione (2.4) la continuitd non svolge alcun ruolo.

Osservazione 2). E’ possibile generalizzare le considerazioni della presente sezione. Il solo cambiamento importante &

la nozione di intervallo.

DEFINIZIONE (2.5.2). Se (X,<) ¢é un insieme parzialmente ordinalo un intervallo I é un sottoinsieme di z tale che
1) I é lotalmente ordinato;
1) I ha un massimo b e un minimo a;

i1i) I ¢é massimale cioé se ] CI' e I' ¢ un insieme lotalmente ordinalo con massimo b e minimo a allora [ = I’

Osservazione 8). La nostra definizione di intervallo non & quella usuale dove se a, b € X [a,b]:= {z € X : a <z < b}
Tuttavia si noti che usando la definizione standard ’'unione di due intervalli adiacenti non & un intervallo. Questo

problema non riguarda la nostra definizione di intervallo.

2.6 La decomposizione di Mackey per gruppi di cammini

Sia G un gruppo topologico e sia K un sottogruppo chiuso.

DEFINIZIONE (2.6.1). Diremo che la coppia (G, K) ha una decomposizione di Mackey se esiste un sottoinsieme

boreliano S C G tale che ogni elemento g € G pud essere scritto in modo unico nella forma

g=ks ke K sES
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PROPOSIZIONE (2.6.1). (Mackey)
Se G gruppo localmente compatto separabile e K & un sottogruppo chiuso allora la coppia (G, K) ha la decomposizione

di Mackey. Vogliamo provare quanto segue.

PROPOSIZIONE (2.6.2). Se G & un gruppo polacco allora il gruppo P(G) definito nella Sezione (2.1) & un gruppo
topologico, il gruppo dei lacci L(G) & un sottogruppo chiuso e la coppia (P(G), L(G)) ha una decomposizione di
Mackey.

Per dimostrare la proposizione di cui sopra abbiamo bisogno di numerosi lemmi.
LEMMA (2.6.1). Se G & un gruppo polacco P(G) & un gruppo polacco.

LEMMA (2.6.2). Se G & un gruppo polacco L(G) & un sottogruppo chiuso e separabile di P(G). Questo implica che
L(G) & un gruppo polacco.

LEMMA (2.6.3). L(G) agisce su P(G) per moltiplicazione destra. La relazione di equivalenza indotta da tale azione
¢ numerabilmente separata.
In cio che segue dimostreremo le proposizioni di cui sopra e in ultimo mostreremo come applicare un Teorema di J.P.

Burgess per ottenere la dcomposizione di Mackey per (P(G), L(G)).

PROPOSIZIONE (2.6.3). Sia v : [a,b] — X un laccio minimale non banale. Supponiamo che #(v71(p)) < 4o per
ogni p € ¥([a,d]). Allora

#(71(p) =#(r"(2))  Vp,g#v(a) = 7(b)

Dimostrazione Sia y~'(p) = {t1,...,tx}, 77 *(g) = {51,...,5m) con k < m. Allora [si,8i41]N0 7~ 1(p) = B deve valere
per qualche 1 < 7 < m. Questo implica che 7V|{s:,5:4:] € un laccio con punto base ¢ la cui immagine & contenuta in

¥[a, 8])/{p}. Questo implica che Y|(e.,s:4,) & un’appendice contraddicendo I'assunzione di minimalita.

DEFINIZIONE (2.6.2). Sia 7 : [a,b] — X un laccio tale che #(7~1(p)) < +oco per ogni p € ¥([a,d]). Definiamo il
numero di avvolgimenti di v come #(y~'(p)) dove p € v([a,])/{7(a),7(b)}. Un n—laccio & un laccio con numero di

avvolgimenti n.

Osservazione. La definizione di cui sopra & ben posta a causa della Proposizione (20.2). Inoltre & indipendente dalla
classe di equivalenza v in P(G) poiche le traslazioni in G o il cambiamento di parametro non alterano il numero di

avvolgimenti #(y~1(p)). Cosl possiamo parlare del numero di avvolgimenti di [y].

DEFINIZIONE (2.6.3). Sia X uno spazio topologico. Una curva parametrizzata v : [a,b] = X & semplice se

h# e, y{t)=v{)=>t1=a, ta=b

Una curva parametrizzata ¢ semplice a tratti se & il prodotto di un numero finito di curve semplici (cioé di curve

iniettive o di 1-lacci). In quel che segue considereremo solo curve semplici a tratti.

2.7 Un esempio di curva continua non semplice a tratti

Sia fo : [0,1] — R? definita come segue

(51,0) te (0, %]
4oy el

~_n t_.; =, te = A

=24 \a 7Y G/ 4 201 20
PO=101-5¢-2)  te[d 4]
(5(t=55),0) t€ |55, 35)

(t,0) te[5.1]

Poniamo

fo() = (2(0),9())  te0,1]
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Si definisca f,, : [0,1] — R? tramite
falt) 2= [ =i +ix(t)i(1) te(0,1]
P gn ) T gn it gn Y ‘
Sia 6, : [1 = 2x,1] — [0, 1] definita da

8a(l) = 2"(1 — 1) + 1

Si ponga g, : [1 - .‘,L,., 1] —R?
gn(t) == fn(8a (1))

Inoltre definiamo Ay, : [0,1] — R?

go(t) te[0,3]
ha(t) = { gi(1) te[1-3e,1— 75
gn(t) te[1-4,1]
Ovviamente i .
() s o)
percio

Bosm(l) = hm(t) Vi€ [0,1— 51_] ¥am

inoltre abbiamo che

Percio
d'(hntm,hn) = sup d(hnym(t),hn()) =  sup  d(hmym(t), hn(1)) <
t[c,1]

te[0,1- 5]

. 1 1
< n T an?
< diam g ([1 on 1]) < gn=3

Questo implica che h, & una successione di Cauchy nello spazio metrico completo C([0,1],R?). Percid abbiamo

dimostrato D’esistenza di una curva continua h := limh,. Poiche¢ A ha un numero infinito di pezzi disgiunti percorsi
n
due volte, h non puo scriversi come prodotto di un numero finito di curve iniettive.

Sia X uno spazio topologico e ¥ : [a,b] — X una curva continua.

DEFINIZIONE (2.7.1). Un punto p € ¥({a,b]) si dice regolare se esiste un intorno V di p e un insieme finito di punti
a<t; <ty <...<t, <b tale che

n

VO y((a, 8]) = | J ([t ti41])

1=

Una curva si dice regolare se uno qualsiasi dei suoi punti ¢ regolare.

Esempio. Sia f :[0,1] — R? la curva definita nell’Esempio (2.7). 1l punto 4(1) non & regolare.

2.8 Una metrica sul gruppo P(G)
Nella Sezione (2.1) abbiamo definito il gruppo P(G) delle classi di equivalenza delle curve continue parametrizzate
(semplici a tratti) su di un gruppo topologico G. Due curve parametrizzate v : [¢,b] — G, 6 : [c,d] — G sono
equivalenti se si possono ottenere I'una dall’altra tramite una successione delle seguenti operazioni:

1) taglio di appendici;

2) riparametrizzazioni;

3) traslazione per un elemento di G.
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Ora vogliamo mostrare che se G & un gruppo polacco allora & possibile definire una metrica su P(G) in modo da
renderlo un gruppo topologico. Uno spazio polacco & uno spazio topologico metrizzabile separabile e completo.
DEFINIZIONE. Se Z e Y sono spazi topologici si definisca

CY,Z2):={f:Y—Z,f ¢&continua}

C(YvZ\xOryO): {f:fe C(YvZ)» f(zo):yo}

C(Y, Z) & uno spazio topologico con la topologia compatto-aperta.

Sia ora (Z,d) uno spazio metrico.

DEFINIZIONE.
C(Y, 2,d):= {f € C(Y, Z) : diam (f(Y)) < +00)

TEOREMA ([14] p. 270). Se Y & compatto, allora per ogni spazio metrico (Z, d) abbiamo

i) C(Y,Z2,d)=C(Y, 2)

ii) la topologia indotta dalla metrica del “sup” & un invariante topologico congiunto degli spazi Z e Y e coincide con la
topologia compatto-aperta.

E ben noto che se Z ¢ completo allora C(Y, Z) & uno spazio metrico completo con la metrica
d'(f,9) = supd(f(=).9(2))  f.9€C(Y.2)

Supponiamo ora che f, — f in C(Y.Z) e fo € C(Y,Z,z0,y0). Allora f, — f punto per punto cosi che
f €C(Y,Z,z¢,y0). In particolare C(Y, Z,z¢, yc) & chiuso e percid & uno spazio metrico completo.
Dato p € P(G) si definisca

Ap:={r:7€B:=C([0,1,G{0},{e}), [7] = p}

Dove e e I'identita di G.
Cosi y € Ap significa che v € una curva parametrizzata da [0, 1] che parte dall’identita e la cui classe di equivalenza &

data da p.
DEFINIZIONE (2.8.1). Se p,q € P(G) definiamo

d"(p,q) := ’iEnAf” d'(v,6)

VEAG
TEOREMA (2.8.1). d” & una metrica su P(G) che lo rende un gruppo topologico. La dimostrazione del teorema di
cui sopra necessita alcuni lemmi preliminari.

LEMMA (2.8.1). Sia p,q € P(G). Fissiamo y¢ € A,. Allora per ogni coppia v € Ap, 6 € Ay esiste un ée A, tale che

d'(y,6) = d'(y0,6) .

Dimostrazione. Fissiamo yo in Ap. Poiché o e ¥ sono entrambi in A, esiste f, € Homeo ([0, 1]) tale che f(0) = 0,
f)=1e
() =%(f(1)  V.itelo,1]

Definiamo é(t) := (60f~1)(t). Per definizione § € Ajy. Percio abbiamo
@'(7,8) = sup d(v(2), (1)) sup d(vo(f(1)), (1)) =
te[0,1] te[0,1]

= sup d(1e(s), (§o(f7"(s)) = d'(70.6)
€[0,1)

s€l
e questo completa la dimostrazione.
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LEMMA (2.8.2). Sia p,q € T(G). Allora per ogni coppia yo € A, do € Ay, si ha

d"(p,q) = \lenAf, d'(v,6) = 61€n,{qd (70,6) = _!1€n[{p d'(v,60)

s€Aq

Dimostrazione . Facile conseguenza del lemma precedente.

PROPOSIZIONE (2.8.1). d” soddisfa la disuguaglianza triangolare cioe

d’(p,g) <d"(p,r)+d"(r,q) Vp,r,q€P(G) (+)

Dimostrazione. Per ogni yq € A,, 6 € Ay, r € P(G), b0 € Ay e ) € A, si ha:

d"(p,g) = inf d'(7,6) <d'(7,60) <d'(y0,n) +d'(n, &)

s€Aq

Percid per ogni 7g € A, siha
d"(p,q) —d'(v,m0) < d'(m0,6) VY€ Ay, VéeA,

quindi
d"(p.g) = d'(y,m0) < _inf d'(n0,6) = d"(r.q) Vv €A,

Questo implica
d"(p,q) —d"(r,q) <d'(v,m)  Vy€ A,
e percio
d"(p.q) = d"(r,q) < inf d'(y,m0) = d"(p,7)
e questo dimostra (*).

PROPOSIZIONE (2.8.2). Sia 7 :[0,1] — G un l-laccio con un punto regolare. Allora esiste un a > 0 tale che per

ogni 2-laccio & che verifica

5((0.1) = 7([0,1)) e 8(0) = 6(1) = 7(0) = 7(1)

abbiamo
d'(v,6) == sup d(v(1),6(1)) > «>0
tefc,1]

Dimostrazione. Supponiamo per semplicita che il punto regolare di v sia v(0) = y(1). Allora possiamo trovare r > (
e p € v([0,1]) tali che

(per un certo 4o < 1) e
d(p,v(1)) > 3r

Per definizione

B(y(1),r):={g € G :d(g,7(1)) < r}
Sia ora 6 un 2-laccio soddisfacente I'ipotesi. Abbiamo p € §([tc, 1]). Sia p = é({) dove { € [to,1]. Abbiamo
d(é(0), v(9)) = d(p, 7(D)) > 2r

Cosi se scegliamo a = r otteniamo la conclusione desiderata.

Usando la stessa tecnica possiamo dimostrare la seguente
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PROPOSIZIONE (2.8.3). Se [y] & un n-laccio [6] & un m-laccio allora

d"((7),[6) >0 m=n

DEFINIZIONE (2.8.2). Una curva si dice minimale se non ha appendici.

Osservazione. Chiaramente, se v, € un curva ottenuta aggiungendo un appendice ad una curva 4 nel modo descritto

nella Sezione (2.1) allora per ogni altra curva §é
d'(7,6) < d'(7a, )

percio nella Definizione (2.8.1) della distanza d”, I’ “inf” pud essere preso sulle curve senza appendici.

DEFINIZIONE (2.8.3). Se p € P(G) si definisca

range (p) := range (v) := v([0,1])

dove v € Ap e v & minimale.

PROPOSIZIONE (2.8.4). Per ogni p,q € P(G)

d"(p,) =0<=p=gq

Dimostrazione. 1l fatto che p = ¢ implica d”(p,¢q) = 0 & ovvio. Ora supponiamo d”’(p,¢q) = 0. Allora range (p) = range
(). Infatti se range (p) # range (q) allora esiste g € range (p)/ range (¢). Per un tale g si ha o := d(g,range(q)) > 0.
Infatti range (¢) & una immagine continua di un insieme compatto e percid & un sottoinsieme compatto dello spazio

di Hausdorff G e quindi chiuso. Ma G & metrico cosl un insieme X C G & chiuso se e solo se
T€EX<=dz,X)=0
Percio se v € Ay, 6 € A, e g € [0,1] & tale che ¥(g) = ¢, allora otteniamo

L(,8) = sup d0.80) > d(r(10). 8(16)) > @ > 0
tefc,1
Questo implica
d"(p,q) = iEnAf d'(v,6)>a>0
ZEA:
contro I'ipotesi. Percio range (p) = range (¢). Inoltre i punti iniziale e finale di p e ¢ devono essere gli stessi altrimenti
avremmo che
d'(7,6) > max(d(y(0),6(0)), d(+(1),6(1))) =:7 >0 Vy € A,, V6€ A4,
cosi
d(p.g) = inf d'(1,6)>r >0
scan
contro I'ipotesi.
Ora dobbiamo dimostrare che le due classi di equivalenza p e ¢ sono le stesse. A questo scopo distinguiamo tre casi.
Primo caso: esistono v € Ap, 6 € A, tali che v e 6 sono iniettive.
Poiche [0,1] & compatto e G & di Hausdorff allora 4 & un omeomorfismo tra [0,1] e v([0,1]) C G. La stessa cosa vale
per 6. Cosi f := 6~ ! oy & un omeomorfismo di [0, 1] tale che f(0) = 0 e f(1) = 1. Per definizione abbiamo 6 of=7ve
cosi v ~ § ciod
p=[h]=[]=g¢
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Secondo caso: esiste ¥ € Ap, 6§ € A, tale che v e 6 sono 1-lacci. Questo caso pud essere trattato come il primo caso.

Infatti ¥ e 6 sono omeomorfismi quando ristretti a (0,1) e quindi

fi= (¢5|(0,1))-1 o (6¢,1y) : (0,1) — (0,1)

& un omeomorfismo crescente monotono. Se definiamo f(0) := 0 e f(1) := 1 possiamo estendere f a un omeomorfismo
di [0,1] tale che §o f = 7.
Terzo caso: caso generale .
Abbiamo dimostrato che d”(p, ¢) = 0 implica che due rappresentanti minimali di p e ¢ devono avere immagini e punti

finali coincidenti. Facendo un cambiamento di parametri possiamo trovare v e § tali che ¥ € A, 6 € Ay e inoltre

1) a0=0 ay1=b bo=1 i=0,1,...,n

2) ¥i,8i e, bi] = G Vi

3) range (v;) = range (6;) Vi

4) Y=707200%,

5) §=60600---06,

6) 7i,6; sono entrambi iniettive o k-lacci (magari con & differenti).

Supponiamo ora che per qualche ig 7;, sia un k;-laccio e é;; sia un kp-laccio con ky # ky. Allora per la proposizione
(2.8.3) otteniamo che d”(p,q) > 0 contro l'ipotesi. Questo implica che il numero di avvolgimenti & lo stesso per lacci
corrispondenti nella decomposizione di ¥ e 6. Un’applicazione ripetuta del primo e del secondo caso a ¥; e é; per ogni

i ci permette di ottenere una riparametrizzazione f : [0,1] — [0, 1] tale che y = é o f e quindi p = [y] = [§] = q. 0O

2.9 Completezza di P(G) e L(G)
LEMMA (2.9.1). Se p, & una successione di Cauchy in uno spazio metrico allora esiste una sottosuccessione py_ tale

che -
Y d(Prys Proy,) < 00

n=0

Dimostrazione Poiché p, € una successione di Cauchy abbiamo che
VneN 3v, €N tale che m,I > v, = d(pm,p) < 1/2"

Selezioniamo ora una successione di numeri naturali secondo la seguente regola
v <k < ko
max(vy, ko) < k3 < kyq

max(Vn_1,ka(n-2)) < ka(n-1)-1 < ka(n-1)
HiaX(l/",kg(n_l)) < k?n—l < k?n

Da questo otteniamo che per ogni n > 1
d(Prop_y» Pryn) < 1/27
d(Pkap» Phany,) < 1/27

Percid

o
d(pkan—l)Pknn) + Z d(pkan ) pk2n+l) <

n=1

(e o)
Yo AP, Pro) =
n=1

n

IA

[e ]
>
=1
Z%+22—1ﬂ-:l+1<+oo
n=1 n=1
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PROPOSIZIONE (2.9.1). 1l gruppo P(G) con la metrica d” & completo.

Dimostrazione. Si consideri una successione di Cauchy {pn}nen C P(G). Per noi & sufficiente trovare una
sottosuccessione di Cauchy di rappresentanti cioé una successione di Cauchy {v, }n€~ C C([0,1},G,{0},e) tale che
Pk, = [7x,] Yn € N. Infatti, poiché C([0,1], G, {0}, e) & completo, allora esiste llm Yk, =

Si denoti con p:= [y]. Abbiamo

()= | inf & (0h,8) < 4 (k1) = 0

[6)=p

Poiché py, — p e p, & di Cauchy abbiamo che p, — p e quindi P(G) & completo.
Cosi dobbiamo solo mostrare I'esistenza di una sottosuccessione di Cauchy di rappresentanti.
Supponiamo che €, sia una successione decrescente di numeri positivi tali che €, — 0.
Si fissi una sottosuccessione p, tale che

0o

> A (Pry s Phoyy) < +00

n=1
L’esistenza di tale sottosuccessione & garantita dal precedente lemma.
Scegliamo ora 4k, e ¥;, in modo che

&(Vey, Vka) < 4" (Pry  Pry) + €1/2

Per induzione possiamo trovare una successione 7j, tale che

A" (Ve Yhngs) < d"(Phy Phoy,) +€0/2"

Percid per ogni n,m € N abbiamo che

m-—1

Vs Tengm) € D A Vrnys Ty ss1) <
J=0

m-—1

< Z dll(pkn+1‘p}'n+1+l Z €n+-7/2n+J <
= J=C

oo
< Z Pk,.+JaPkn+;+1)+5n

Questo dimostra che v;, & una successione di Cauchy il che conclude la dimostrazione.

LEMMA (2.9.2). Sia 6 : [0,1] — G una curva parametrizzata tale che d(6(0),6(1)) = « > 0. Sia v: [0,1] — G un

qualsiasi laccio parametrizzato (cio2 una curva parametrizzata tale che v(0) = y(1)). Allora abbjamo che

d'(6,7)> >0

w[:;

Dimostrazione. Supponiamo che

sup d(6(),7(0) = d'(6,7) < 5
tefc,1)

allora o = d(8(0),6(1)) < d(6(0),7(0)) + d(v(0), &(1)) <
< d(6(0),7(0)) + d((1), (1)) <
<d(6,7)+d'(67) <
<2(67)<2-5<a

Questa contraddizione dimostra il lemma.

PROPOSIZIONE (2.9.2). L(G) & un sottogruppo chiuso di P(G).
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Dimosirazione, (G)\L(G) (il complementare di L(G)). & deve essere una curva aperta

s Supponiamo che ¢ = (6] € P
cioé

d(6(0),6(1)) = a >0

St gy che se scegliamo una qualsiasi 6’ tale che [6] = [6] e 6(0) = e allora d(6'(0), 6'(1)) = d(é(0),6(1)). Questo
1amo un

zgnlﬁca che a & indipendente dal rappresentante.
B [v] & un laccio arbitrario abbiame che
. ' 50
d"(g,0) = jnf d(67) 2 5>

YEA]
QueStO imphca che P(G)\L(G) e aperto ciO‘e che L(G) ¢ chiuso.
210 Separabilita di P(G) e di L(G)

PRQPOSIZIONE (2.10.1). 1l gruppo dei cammini P(G) e.il gruppo dei ! s
lamg bisogno di risultati noti che elenchiamo di seguito per comodita del lettore.

dei lacci L(G) sono separabili. Per la dimostrazione

secondo assioma di numerabilita allora anche C(Y,Z2) lo

TEOREM (2.10.1)([14] p. 205). Se 2, soddisfano il
SOddisfa_

Ossery, .. L. do assioma di numerabilita se e solo se ha una base numerabile.
@zione . Uno spazio soddisfa il secon

& a base numerabile allora ogni suo sottospazio ¢ separabile.

0
TEOREMA (2.10.2)([14] p. 176). Se 2
! TE.OREMA (2.10.3)([14] p. 187). Se X & uno spazio metrico ,
i) Xe SCparabile;

11) X ? a‘base numerabile;
i) X & qj Lindelof.

le seguenti asserzioni sono equivalenti

PROPOSIZIONE (2.10.2). Se G & un gruppo polacco allora C([0, 1), G, {0},¢) e C([0,1],G, {0,1},e) sono separabili.

DimOStra. le G & a base numerabile. Inoltre [0,1] & a base numerabile. Per il

ione . Poiché G & metrico e separabi .
(2.10.2) ¢([0, 1], G) ¢ a base numerabile. Applicando ora il teorema (2.10.3)

Teoren,, otteniamo che ogni sottospazio

di ¢([o, 1)

ROPOsIZI0NE (2.10.3). Se G & un gruppo polacco allora P(G) e L(G) sono separabili.
Dimo\gtmz
Pi=[8) ¢

» G) & separabile.

ione . Sia () una successione densa in ¢([0,1], G, {0},¢). Poniamo g, := [vn] € P(G) per ogni n. Per ogni
P(G) otteniamo

d”(p| qn) = H}fdl(6| 711 o f) S d’(éa ‘Yn)

denso in P(G).
ieme numerabile denso di lacci parametrizzati in C([0,1], G, {0,1},¢). Ripetendo lo stesso tipo di

iMo una successione densa di lacci in L(G).

nplicemente un corollario dei risultati della sezione 1.5 e del lemma (2.6.1) il quale dice
PO dei cammini P(G) & polacco.

1 8rUPPo polacco che agisce in modo continuo su X. L'azione di H induce un
y.se SeClose bz = y per qualche h € H. W C X &invariante se hI¥ = W per tutti

ezio . . : \ o
lone per una relazione di equivalenza & un insieme composto da esattamente
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un rappresentante per ogni classe di equivalenza. Una relazione di equivalenza E & separata numerabilmente se e solo

se esiste una successione di insiemi boreliani invarianti Zo,21,2y,...,C X tali che per tuttiz,y € X

By Va(z € Z, Sy € Zy)

TEOREMA(2.11.1) (Burgess). Se X & uno spazio polacco, H un gruppo polacco che agisce in modo continuo su X
inducendovi una relazione di equivalenza numerabilmente separata E allora esiste un insieme trasversale boreliano per

E.

Dimostrazione. Si veda (8).
Supponiamo ora che G sia un gruppo polacco e che H sia un sottogruppo chiuso polacco di G. Si consideri I'azione di
H su G data dalla moltiplicazione destra. Le orbite di questa azione sono i laterali gH, g € G. Sia d la metrica di G.
Supponiamo che

zH #yH = d(zH,yH) >0

PROPOSIZIONE (2.11.1). Se G e H hanno le proprieta di cui sopra allora la relazione di equivalenza data dalla
moltiplicazione destra di H & numerabilmente separata.

Prima di dimostrare la proposizione abbiamo bisogno del seguente

LEMMA (2.11.1). Sia
B(go,r):={9€G:d(g,90)<r} r>0 g €G
B(go,7)H : = {gh: g € B(go,7),h € H}
Allora B(go,r) - H & un insieme Boreliano di G Vg¢ € G, Vr > 0.

Dimostrazione . La moltiplicazione per un elemento del gruppo G ¢ un omeomorfismo di G. Percid B(go,r) - h &
aperto Vh € H. Cosi

B(go,r)-H = | J B(go,r)-h
heH

€ aperto e percid boreliano.

Dimostrazione della proposizione (2.11.1). Sia g, un insieme denso di G. Si consideri la successione di insiemi boreliani

invarianti {B(gn,7n) - H} nex = {A, m}. Vogliamo dimostrare che questa successione & separante per la relazione di
rmé€e

equivalenza data dall’azione destra di H su G. Si noti che z & in relazione con y se e solo se z H = yH.

Percio vogliamo dimostrare che
(zH=yH) & (2 € Apym < Y € Anm) Vn,meN

Prima implicazione (=)

Supponiamo ¢H = yH. Sez € Anm = B(gn,7m) - H allora esiste g € B(gn,tm), h € H tale che z = gh. Ma
z € zH = yH percio esiste A’ € H tale che z = yh'. Percid gh = yh’ cosi y = g(h-(h")~) € B(gn,rm) - H = Arimi s

Questo dimostra I'implicazione =.

Seconda implicazione («)

Supponiamo zH # yH. Vogliamo mostrare che esiste un Ane,mo tale che z € Ap, m, € ¥y ¢ Ay mo. Supponiamo che
questo non sia vero. Dovremmo avere

EAS An,m =Yy E An,m
Scegliamo ora una successione (g,) tale che z € B(g,,1/n) Yn € N. Otteniamo

z€zH C B(gn,1/n)H Vn

Percio

Yy € B(gn,1/n)-H Vn
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Questo implica che y = goh per qualche yo € B(gn,1/n), h € H. Ma y = goh significa che yH = goH. Ne segue che
d(zH,yH) =d(zH,goH) < d(z,90) < 2-1/n Vn

Cosl otteniamo che d(zH,yH) =0 ciot zH = yH contro lipotesi. Questa contraddizione dimostra la proposizione.

PROPOSIZIONE(2.11.2). Sia G un gruppo polacco, P(G) il gruppo dei cammini di G e L(G) il gruppo dei lacci di
G. Si ha che laterali differenti hanno distanza positiva cioé

(IL(G) # BIL(G) = d"([¥IL(G), B]L(G)) > 0

Dimostrazione. Abbiamo dimostrato che P(G) ha una metrica (d”) rispetto alla quale & un gruppo polacco.
Ovviamente stiamo ancora considerando quella metrica.

Consideriamo ora due laterali differenti [y]L(G), [§]L(G). Possiamo supporre di aver scelto due rappresentanti yed
con punto di partenza uguale e punto di arrivo diverso.

Infatti [y] e [6] sono nello stesso laterale se e solo se partono e arrivano dagli stessi punti.

Sia ora « := d(y(1),6(1)). Abbiamo che

d"([v),[8]) > d(x(1),6(1)) = a >0

Ovviamente se moltiplichiamo « e é per due qualsiasi lacci Iy, I allora otteniamo gli stessi punti finali
a"([yl1] [62]) > d(x(1),6(1)) = @ > 0

Percio

d"([vIL(G), [6]L(G)) = d"([]e (L] [er]o [l2]) > a > 0 o

inf
(] [1a)e L(G)

2.12 1l teorema di selezione di Dixmier applicato ai gruppi di cammini
Vogliamo dare un teorema di selezione per i gruppi di cammini diverso dal teorema (2.11.1) della sezione (2.11).

Useremo il seguente

TEOREMA (2.12.1). (Dixmier) Se G é un gruppo polacco, K un sottogruppo chiuso e normale di G,ex:G—G/K
la proiezione canonica allora esiste una sezione di Borel per w, cioé una funzione boreliana s : G/K — G tale che
7(s(z)) = = per tuttigliz € G/K.

Dimostrazione . Si veda [11].

Ora siamo pronti a dimostrare il seguente risultato

TEOREMA (2.12.2). Se G un gruppo polacco, k un sottogruppo chiuso e normale di G allora esiste una sezione
boreliana s : P(G,K) — P(G) per la proiezione canonica «' : P(G) — P(G,K).

Dimostrazione. La Proposizione (2.2.1) implica che P(G,K) & un sottogruppo chiuso normale di P(G). Cosi la

conclusione segue direttamente dal teorema di Dixmier.

Osservazione. Si noti che il teorema di selezione della sezione (2.11) (derivato dal teorema di Burgess) si applica ai

sottogruppi chiusi mentre il teorema di Dixmier richiede, in aggiunta, la normalita.

CAPITOLO

La rappresentaziona indotta

26



3.1 Funzioni covarianti e G—fibrati

In questa sezione dimostriamo I'equivalenza tra l'approccio tramite i G—fibrati e il piu tradizionale approccio alla
rappresentazione indotta tramite le funzioni covarianti.

Supponiamo di avere un gruppo H e due H-spazi destri P e V. Questo significa che abbiamo due azioni destre di H
su P e su V, che denotiamo rispettivamente r1(h)p = ph, ra(h)v = vh per h € H, p€ P, v € V. Inoltre supponiamo

che H agisca liberamente su P.
Osservazione. Ogni azione destra pud essere vista come un’azione sinistra e viceversa. Infatti data una azione destra
di H su un insieme X possiamo definire una azione sinistra ponendo
) -1, _ -1
hz :=1(h)z :=r(h™ ")z = zh

PROPOSIZIONE(3.1.1). P x V & un H-spazio se si definisce

(P, v)h = ((r1 x r2)(R))(p,v) := (r1(h)p,r2(h)v) = (ph,vh)

Dimostrazione . Ovvia.

Se X & un H-spazio denotiamo con X/H lo spazio delle orbite e con 7 : P — P/H la proiezione canonica. Definiamo
*#:(PxV)/H — P/H tramite
[(u,v)] = 7(u) (+%+)

dove u € P, v € V e [(u,v)] denota l'orbita di (u,v) sotto I'azione di H.

A causa di (*), # & ben definita.

DEFINIZIONE(3.1.1). Una funzione f : P — V si dice H-covariante se
f(uh) = f(u)h ; YueP , VheH

La classe di queste funzioni verra denotata da Fy (P, V).

DEFINIZIONE(3.1.2). Una funzione S : P/H — (P x V)/H & una sezione se
.S = Idp/H

La classe di queste funzioni verra denotata con S(P/H,P x V/H).

PROPOSIZIONE(3.1.2). Definiamo
Extu) = 1 (7 (u)) (*v)
dove u € P. Definiamo % : V — Er(u) tramite
a(v) = [(u,v)] (+%)

Allora 4 & una biiezione e

(uh) = @-ro(h™Y)

Dimostrazione. Supponiamo (v) = @(w). Allora a causa di (x+) [(u,v)] = [(u,w)] ciot le H-orbite di (u,v) e di
(u,w) coincidono. Poiché¢ H agisce liberamente su P questo implica che v = w. Cosi @ & iniettiva. Scegliamo ora un

qualsiasi [(uh,v)] € Eq(uy. Dato che valgono (++) e (*) @(vh™") = [(u, vh™1)] = [(uh,v)] percid @ & suriettiva.
Si noti che _
(uh)(v) = [(wh, v)] = [(w,0h™")] = [(u, r2(h™)v)] = (@ r2(A™ )

ie.

(uh)™ = @ ra(h™) (4 +4)



TEOREMA(3.1.1). Esiste  una  corrispondenza  biunivoca  naturale  tra Fu(P,V) e
S(P/H,P x V/H).

Dimostrazione. Sia f € Fy(P,V) e 2 € P/H. Definiamo S;(z) = [(u, f(u))] dove u € P/H e u € ~(z). La
definizione & ben posta. Infatti se v € 7=(z) allora [(v, f(v))] = [(uh, f(v))] per qualche h € H. Questo implica

(v, JD)] = [(wh, F(o)] = [(w, ()R] = [(w, Fvh )] = [(u, f(u))]

Chiaramente
7 Sp(x(u)) = #[(u, f(u))] = 7(u)

quindi Sy € S(P/H,P x V/H).
Ora sia s € S(P/H,P x V/H). Definiamo f, : P — V tramite

fs(u) = @~ ts(x(u))
per u € P. Allora a causa di (* * *%)
1. (uh) = (uh)~s(x(uh)) = (& ra(h™) ™ s(x(w) = ra(W)i~s(x(u)) = f,(w)h

Percid f; € Fu(P,V). Che le funzioni f — Sy, s — f, siano inverse I'una dell’altra, segue dalle seguenti identita
(facili da dimostrare).

Sy, =5 ; fs!:s

Esempio. Sia P = G D H ciot : G & un gruppo, H & un sottogruppo e 'azione destra di H & data dalla moltiplicazione
destra (si noti che H agisce liberamente su G). V & un qualsiasi H-spazio destro. Le azioni sinistre di G su (GxV)/H
e G/H sono definite da

g9c[(9,v)] == [(909,v)] ; 9c(9H) = (909)H ; g0,9€G ; veV

con queste notazioni si ha:

9E: = Ey. Vge G Ve e G/K
Osservazione. Sinoti che G agisce transitivamente su G/H.

3.2 Strutture G-ammissibili

DEFINIZIONE(3.2.1). Una struttura G—ammissibile ¢ una tripla (4, B, ) dove:
A & un G-spazio;

B & un G-spazio transitivo;

7 : A— B &suriettiva e se 4, := 771(b), b € B Allora

gAb:Agb Voe B, VgeG (*)

DEFINIZIONE(3.2.2). Un isomorfismo tra due strutture G-ammissibili (A,B,7) e (A", B’,7') & una coppia di
funzioni biunivoche ¢ : A — A’, ¥ : B — B’ tali che i seguenti diagrammi sono commutativi (le frecce verticali sono

date dalle azioni del gruppo):

AL 4 GxA YY) agxa exB " gxp
7] |~ ! ! | ! .
B — B A o a4 B - B

Y 73 Yy

DEFINIZIONE(3.2.3). Una struttura G-ammissibile canonica ¢ data dalla procedura dell’Esempio nella sezione
(3.1). Denoteremo una tale struttura con (G x V)/H,G/H,%).

TEOREMA(3.2.1).Ogni struttura G-ammissibile (A, B, 7) & isomorfa ad una struttura canonica.
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Dimostrazione. Si fissi 2 € B. Definiamo H, = {g € G|gz = z}. E ben noto che H, & un sottogruppo di G e che H,
& coniugato a Hy per ogni y € B. Si definisca H = H,. In modo standard possiamo identificare B con G/H ciog, se
z = gz associamo z a ¢H.. Definiamo V := A,. Se h € H = H. allora, a cusa di (%), hA; = Ap; = A:. Cosl V & un
H-spazio. Percio possiamo costruire la struttura G-ammissibile (G x V/H,G/H,#%). Definiamo

¢:GxV/H—A by ¢[(g,v)]=gv (datochev e A, C A)
¢:G/H — Bby 9[(¢H)] =gz (datoche H = H,).

E facile vedere che ¢ e ¥ sono ben definite e che la coppia (¢, %) & un isomorfismo.

3.3 Funzioni covarianti misurabili, sezioni e teoremi di selezione

Nelle sezioni precedenti abbiamo fatto solo considerazioni per cosi dire ”insiemistiche”. Adesso ci occuperemo invece
delle condizioni di misurabilita. Sia G un gruppo topologico, K un sottogruppo chiusodi G e X = K\G ={Kyg, g € G}
lo spazio omogeneo dei K-laterali destri. Supponiamo che su X ci sia una misura Boreliana G-quasinvariante p e che
X sia uno spazio localmente compatto. Inoltre supponiamo che la misura p sia localmente finita cioé che esista un
ricoprimento aperto A di X tale che U € A= p(U) < +o0.

Sia Ly una rappresentazione unitaria di & in uno spazio di Hilbert separabile.
DEFINIZIONE (3.3.1). Sia M(X, H) lo spazio delle funzioni misurabili boreliane S : X — H.
Sia ML(G,H) lo spazio delle funzioni misurabili boreliane f: G — H {ali che

f(kg)=Lif(g) VkeK, VgeiG

Osservazione. Per uno spazio di Hilbert separabile la nozione di funzione misurabile boreliana coincide con la nozione
di misurabilita forte o debole ([44] vol.I, p. 116).

A volte denoteremo con § il laterale Kg.

Ricordiamo che una coppia (G, K) ha una decomposizione di Mackey se esiste un insieme boreliano S C G tale che

ogni elemento g € G pud essere rappresentato in modo unico nella forma
g=ks ke K seS

In ci6 che segue supporemo che (G, K) abbia una fissata decomposizione di Mackey. Scriviamo (poiche k e s sono

determinati in modo unico da g)

g =kgsg
Si noti che se k € K otteniamo
kg = kkgs,
cosl per |'unicita
bz, = bl

PROPOSIZIONE (3.3.1). data una decomposizione di Mackey per (G,K) esiste una corrispondenza biunivoca ira
M(X,H) e ML(G,H) (dove L é una rappresentazione di K ) data da

f € ML(G,H) = ay(§) = Li f(9) € M(X, H)
& € M(X,H) — fa(g) := Lr,a(§) € ML(G, H)

Dimostrazione. Sia f € M(G, H). Prima di tutto mostriamo che a; & ben definita. Supponiamo g, = g2. Questo
significa che esiste k € K tale che kg1 = go. percid kg, = k;gl = IZ'kgl. Questo implica

ay(g2) = fkglgs) = f((kkg,) he,) = f(k5101) =
= Lyz: f(01) = Ly, f(1) = ay(1)
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Percid ay € M(X, H).
Supponiamo ora a € M(X, H). Per ogni k € K otteniamo

fa(kg) = Liy, a((ke)) = Lgy, o(9) = Ly Lxga(d) = Li fu(9)

C10é fu € ./ML(G,H).
Inoltre abbiamo 1 1 | |
oy, (9) = Li, fa(9) = Li;) Lr,e(§) = a(d)

fay(9) = Liyas(9) = Ly, Li, f(9) = f(9)

3.4 La rappresentazione indotta e i sistemi di imprimitivita
Sia X uno spazio topologico; denotiamo con Borel(X) la famiglia degli insiemi boreliani di X e con B(H) lo spazio

degli operatori limitati sullo spazio di Hilbert A.

DEFINIZIONE(3.4.1) Una misura a valori H-proiezioni su X & una funzione P : Borel(X) — B(H) tale che:
1) Py=0,Px=1
2) Pp=Pp;
3)  Ppinp, = P, - Ps,;
4)  P() & numerabilmente additiva nella topologia forte degli operatori di B(H).

Osservazione. 2) e 3) implicano che Pp & una proizione ortogonale VB € Borel(X).

DEFINIZIONE(3.4.2). Sia X uno G-spazio topologico, dove G & un gruppo localmente compatto e separabile. Un
sistema di imprimitivitd per G basato su X & una tripla (U, P, H) tale che 1 & uno spazio di Hilbert e

1) U & una rappresentazione unitaria di G in H;

2) P & una misura a valori H-proiezioni X;

3) UgPp = P,gU; Vg€G, VB¢ Borel(X).

Se G agisce transitivamente su X diciamo che (U, P, H) & un sistema transitivo.

DEFINIZIONE(3.4.3). Due sistemi di imprimitivita (U, P!, H!), (U?, P? H?) per G basati su X si dicono

unitariamente equivalenti se esiste un operatore unitario V : H! — H? tale che
VU, =UJV VPy=PiV Vg€G, VBE€ Borel(X)

Mostriamo come costruire sistemi di imprimitivitd. Supponiamo quanto segue:

1) G & un gruppo topologico e K C G & un sottogruppo chiuso. Quindi G agisce transitivamente su M = G/K.

ii) Su M ¢’¢ una misura m che & G-quasiinvariante.

ii) £ —" M & un fibrato hilbertiano G-ammissibile dove G agisce unitariamente cioé g : F, — Eg4: & un operatore
unitario per ogniz € M.
Come abbiamo visto un G-fibrato (unitario) su A & sempre associato ad una rappresentazione (unitaria) L di K. Lo

spazio delle sezioni a quadrato sommabile sard denotato da
HL = L2(M,m; E)
Se f € HL 1a rappresentazione indotta V£ & definita da

-1
dm9

1/2
ViNE) = (L @) of(e7)

dove 4m*” (z) & la derivata di Radon-Nykodim. Se ¢ € L®(M,dm) e f € HL definiamo

dm
(PE)f)(=) := ¥(2)f (=)
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Un facile calcolo da

VEPE(W) = PEWAVY  9€G, veCy(M)
Abbiamo quindi costruito un sistema di imprimitivita (V£, PL, HE),

DEFINIZIONE(3.4.4). Un sistema canonico di imprimitivita ¢ il sistema di imprimitivita definito sopra associato

ad un fibrato hilbertiano G-ammissibile.
3.5 Il teorema di imprimitivita

Il teorema fondamentale della teoria della rappresentazione indotta per i gruppi localmente compatti & il teorema di
imprimitivita. Sia dunque G localmente compatto, K un sottogruppo chiuso di G, M = G/K. Su M esiste una misura
G-quasiinvariante v. Tutte le misure G-quasiinvarianti su M sono equivalenti (si veda [50]). Con C,(M) denoteremo
lo spazio delle funzioni continue a supporto compatto su M. Se ¢(-) € C,(M) allora ¥9() denotera la funzione
¥(971(-)). Data una rappresentazione unitaria L di K abbiamo visto nei paragrafi precedenti come costruire (usando
la misura G-quasiinvariante) un sistema di imprimitivita (V£, PL) cioé una rappresentazione V< di G in Un(HL) e
uno *-omomorfismo PL : Co(M) — B(HY) tali che

VEPL(p) = PLVE  geG, v e C(M)

Bisogna sottolineare che gli ingredienti sostanziali di questa costruzione sono la rappresentazione L e la misura G-
quasiinvariante v (e non la compattezza locale).

Teorema di imprimitivitd (Mackey)

Sia G localmente compatto, X C G un sottogruppo chiuso e M = G/K. Se V & una rappresentazione unitaria di G
nello spazio di Hilbert M, P : C,(M) — B(H) & uno *-omomorfismo tale che P(C,(M)H & denso in H e

ViP(¥) = P(W°)V, g€G, ¢e€C(M)
allora esiste una rappresentazione unitaria L di K in uno spazio di Hilbert (e una misura G-quasinvariante v) tale che
(V,.PH) ~ (V5 PhHY)

Dimostrazione.
Per una dimostrazione particolarmente semplice ed elegante si veda [56].

Dato che la costruzione della rappresentazione indotta si pud fare anche per gruppi non localmente compatti & naturale
chiedersi se il teorema di imprimitivitd abbia una validitd piu generale. In quel che segue faremo un tentativo di
dimostrazione nel caso pili generale. Per semplicitd porremo una restrizione sul quoziente M = G/K e precisamente
supporremo che M sia compatto mentre nessuna ipotesi simile sara fatta su G o su K. Lo spazio di Hilbert M verrd
supposto separabile. Supponiamo ora di avere una rappresentazione unitaria V di G in H e una *-rappresentazione P
di Co(M) = C(M) per cui valga

VeP(¥) = P(¥*)V, geG, YveC(M)

Vogliamo dimostrare 1'esistenza di una rappresentazione L di K (e di una misura G-quasiinvariante su M) tali che
(V,PH) ~ (VI PEHE)

Come abbiamo gia visto questo & equivalente alla costruzione di un fibrato hilbertiano G-ammissibile sullo spazio M.

1) Sia E un sottoinsieme chiuso di M. Allora Ip := {f € C(M) : f(z) = 0 se z € E} & un ideale chiuso di C(M). Si
dimostra (si veda [58]) che tutti gli ideali chiusi sono di questo tipo.
2) Sia I C C(M) un ideale chiuso invariante per traslazioni. Supponiamo cioé che ¢ € I implichi 99 € I (dove G

agisce transitivamente). Allora I = {0}. Infatti per quanto detto sopra I = Ig per un certo sottoinsieme chiuso
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E C M. Sia z € M arbitrario. Data ¥ € Ig scegliamo y € E,g € G tali che z = g~'y. Questo implica che
¥(2) = ¥(97'y) = ¥*(y) = 0 in quanto ¢ € Ip. Dunque ¢ = 0.

3) Se V, P(¢) = P(¥9)V, allora Ker(P) & un ideale invariante per traslazioni e quindi & 'ideale nullo. Percio P & un
isomorfismo.

4) Due C*-algebre commutative A e B sono isomorfe se e solo se i rispettivi spazi spettrali M 4 e Mp sono omeomorfi
(si veda [59] p.417). Quindi lo spazio spettrale dell’algebra P(C(M)) si puo identificare con lo spazio spettrale di
C(M) cioe con M ([59], p.409).

5) Per i teoremi di decomposizione integrale ([53] p.233 e seguenti) abbiamo che esiste una misura m su M e un campo
(fibrato) {M.} di spazi di Hilbert su M tali che H si puo identificare con

/: Hedm(z)

e P(v) con l'operatore f(-) — ¥(-)f().

6) La misura m & G-quasiinvariante. Infatti se £ C M abbiamo che
0=m(E) & 0=P(xg) & 0=V,P(xp)V;'=Pkx%) &

& Plxge)=0 & m(gE)=0

7) Definiamo H{™ ' := Hg-1r € HI = ff, H9™'dm(z) . Inoltre Ty-1:H— H9™' sara definito da

-1
dm?

1/2
(T HE) = (@) Sa)

Otteniamo
1Ty flges = [ WTyms DR -1 din(e) =

- ./M ”( d'ff;g,;l (’“’)>I/Qf(g“z)lli(g_,xdm(x) -

-1
dm?

= [ Wt ., T (e)dm(z) =
M

= [ @I, dm(e) = 111
M

. . N . . . . -1 3
Quindi Ty-1 & un’isometria. Se si definisce 7"y : M9 — H tramite

-1
dm?

dm

()@ = ( (z)>_1/2s<gz)

si vede che T'y & un inverso di T,-. Quest’ultimo risulta suriettivo e percio unitario. Denoteremo con P’(3) 'operatore
-1 -1
fO)eH  —y()f()eHs
Sia h € G. Allora

(Ty-1 PN F)(2) = (Ty-2 (w(h™ 1) F())(z) =

1

mI~ 12
- (H@) i) =
= Y((gh)™ 2)(Ty-1 )(z) = P (2)(Ty-1 f)(2) =
= (P'(¥™")Tg-)N)(=)

cioe

Ty-1 P(Y") = P'($*")T-n  VREG
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Definiamo
Ap = Tg-xvh heG

Allora
AR P(P) = T-r Vi P($) = Ty-1 P(W")Vi = P/(W¥™")T,-1 Vi = P'(¥9*) Ay

Questo implica

Ay P(¥) = P'($)Agmr

Un operatore unitario che soddisfa questa condizione & decomponibile (si veda [Dixmier] p.187). Questo significa che

0]
Ay :/ Aj-1dm(z)
M

dove gli

Bos i W HE = Mg-1s

sono operatori unitari ([Dixmier] p.183). Quindi

O -1
Ag_rlz/M <A;_.> dm(z)

dove .
(A;‘l> HE = Hy-1r — H,
Poniamo »
gu :<A;-1) v UEHg-—lI

Il fibrato

O

H= H.dm(z)
M

diventa G-ammissibile e inoltre dato che V; = A;_llTy_l otteniamo

-1
dm?

Vane) = (42 )) ostae

che & la forma canonica della rappresentazione indotta. Sebbene si sia sorvolato su molti dettagli questo tipo di
“ dimostrazione” mostra come si possa congetturare la validita del teorema di imprimitivita anche per gruppi non

localmente compatti.

3.6 Equivalenza e irriducibilita di sistemi di imprimitivita: I

Sia G un gruppo topologico che agisce transitivamente su di uno spazio topologico X. Supponiamo che X abbia una
misura G-quasi-invariante p. Identifichiamo X con lo spazio dei laterali destri K\G dove K & il gruppo di isotropia
di un punto fissato z¢ € X. Date due rappresentazioni unitarie L, L’ di K sullo spazio di Hilbert H, H’, possiamo

costruire le rappresentazioni indotte e i sistemi canonici di imprimitivita (U*, P¥, H*), (UL, P HLI).
DEFINIZIONE (3.6.1). Nella notazione di cui sopra, definiamo gli insiemi degli operatori di intreccio:
Io=I(L,L')={V € B(H,H") : L,V = VL, Yhe€K)}
I=1(U* PH, (Y P¥)) = {v e B(H', HY) : UV = vUt
VgeG, PEV =VPE VBe Borel (X))

TEOREMA (3.6.1).

I e 7 sono isomorfi .

Dimostrazione.
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A causa della Proposizione (3.3.1), HL puo essere identificato con lo spazio delle funzioni f : G — H tali che
i) f(kg) = Lif(g) VRkEK,Vg€G;
i) [x If(9)II* du(§) < +o0

A causa di (ii) ||f(g)|]* pud essere considerata come una funzione su X. Con g denotiamo la classe di equivalenza di
gin X = K\G. Orasia R € I(L,L’). Definiamo

(p(R)f)(9) == R(f(9)) VgeG,VfeH"

@(R) & ovviamente lineare e
¢(R)f(kg) = R(f(kg)) = RLk(f(9)) = Ly R(f(9)) = Li ((2(R)f)(9))

J IR dut@) = [ IRG@IP du@ <RI [ 1717 du(s) < +o0
X X X

Inoltre ||(R) fI| < ||RI[|If|| cosi [|(R)|| < [IR||. Percid o(R) € B(HE, HY').
Ora vogliamo mostrare che ¢(R) € I, VR € Ip. Sia cgo(9) = dp(ggo)\du(g) la derivata di Radon-Nykodim.
Ricordiamo che se f € ¥ allora Ugljj ¢ definita da

(Ugs £)(9) = (cg(9))"? f(990)
Ora ,
(UE@(R)F)(g) = (cg(9)) 2 ((R)F)(990) = (cgo(g))*R(f(990)) =
= R(cgo(9))?f(99c) = RWEF)(9) = (9(RVUEf)g) Vo €G

e anche

(PE o(R))(9) = Xa(§) (2 (R))(9) = Xp()R(F(9)) = R(X(1)f(g)) =
= R(P§f)(9) = (¢(R)P§f)(¢) VB € Borel (X)
Cosi ¢ porta Zg in T.
Dobbiamo mostrare che ¢ & iniettiva e suriettiva.

Supponiamo che ¢(R) = (V) allora:

e(R)f =¢(V)f VfeHE
(P(R)f)(9) = (p(V)f)(9) Vie H:, Vge G
R(f(9)) = V(f(9)) VfeH! VgeG

Piniettivita € una conseguenza del seguente

LEMMA (3.6.1).
Dato z € H esiste f € HY, g € G tale che f & continua e e f(g) = z.

Dimostrazione .

Si veda [50]

Suriettivild

Per dimostrare la suriettivitad di ¢ usiamo 'identificazione di H%, HL', con C3(X, dpu,G xg H), L2(X, dpu,G x1 H)
rispettivamente [si veda la sezione (3.2)]. Definiamo E := G x; H, E' : G xp H'. Localmente il fibrato E = X
¢ omeomorfo U x H percid localmente possiamo identificare HE to £*(U, du, H) = £2(U, dp) ® H. Ovviamente lo
stesso vale per H'Y'.

Supponiamo ora che V € Z. Vogliamo trovare R € I(L,L') tale che ¢(R) = V. Prima di tutto osserviamo che se

U C X é un qualsiasi insieme di Borel allora

V(CA(U, du; H)) = VPELH(X, dp, E) = PEVLH(X, dp, E) = PE £X(X, dp, E') =
= L3(U, dp, H')
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Percid localmente

VLU, du) © H — L3(U, dp) ® H'

Supponiamo ora di poter trovare un ricoprimento aperto A tale che
U€eA= pu(U) < 4+o0o (la misura p (& localmente finita)

Questo implica xy € L2(U, du).
Percid Vh € H abbiamo (Xy ® h) € L%(U, dp) ® H. Si definisca Fy := V(Ay ® h). Vogliamo mostrare che Fy &

costante. Prima di tutto notiamo che se Uy &€ un qualsiasi insieme misurabile allora
PEFy = PEV(Xy @ h) = VPE (X0 ® h) = V(Xy,av ® h) = Fypau
Percid se z € U N Uy otteniamo
Fy(2) = (P§, Fu)(2) = Fuau,(2) = (PF Fu,)(z) = Fu,(2)
Sia ora g € G e sia Xg = UUUg™!. Inoltre sia z € U e y = zg. Otteniamo

cg(2) 2 Fy(y) = ¢g(2)Fu(zg) = (U} F)(2) = (U} V(Xu @ b))(z) =

= (U VPi(Xx, ® h))(z) = (VU Py(1x, © b)) = (2) =
(VP 1 (cg(:) 1 (1x, ® B)))(2) = ¢g(2)/*(V(lug-r @ b))(z) =
co(2)?Fyg-1(z)

Il

Poiche ¢4(z) # 0 otteniamo
Fy(zg) = Fyg-1(z) Vze X,Vg€eqG (%)

Fissiamo ora arbitrariamente z, y € V. Allora esiste ¢ € G tale che y = zg.

Percid applicando (*) otteniamo
Fu(y) = Fu(zg) = Fyg-1(z) = Fyg-1(z) = Fu(z) Ve,yeU
cioé Fy & costante. Questo implica che abbiamo un’applicazione Ry : H — H' tale che
V(u ®h) = Fu = Ay @ k' = Ay ® Ry (h)
Inoltre Ry & lineare (poiché V' & lineare) e limitata perche
IRy (WI|Au]| = [|Av ® Ru ()]l = [[V(Av @ h)|| < [[V]Ay @ Al = [[V][[|Au]]]|A]l

Cosi che ||[Ryl| < ||V]I.

Osservazione,

R intreccia Ly, L} poiche V intreccia (UX, PL), (U, pr.

Poiche V intreccia i proiettori PLI;" Pt abbiamo che VM, — IW}V dove M; & la moltiplicazione per una funzione
feLeU, dy).

Percid se f € L2(U, dp)

V(f@h)=VM;(xu ®h) = M;V(xv ® h) = Mj(xv ® Ruh) = f ® Ruh

Inoltre

o(Ru)(f@h)=f® Ruh=V(f ©h)

Poiché 'uguaglianza ¢(Ry) = V vale su un sottoinsieme denso £ (U, du, H) vale sull’intero spazio L2(U, dy, H).
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Orasez € UNUj allora
(xv ® Ry (h))(2) = Fu(z) = Funu,(2) = Fu,(2) = (Xus @ Ru,(h))(z)
Cosi che Ry(h) = Ry,(h). Percid la seguente definizione & ben posta
R(h) := Ry(h) R:H— H'
Possiamo scrivere

V = ¢(Ru) = ¢(R)

e la suriettivita &€ dimostrata.

3.7 Equivalenza e irriducibilita di sistemi di imprimitivita: II

Ricordiamo il nostro problema. Supponiamo di aver due rappresentazioni indotte UL, UL con le associate m.v.p.
canoniche P¥, PY. Vogliamo mostrare che lo spazio vettoriale degli operatori di intreccio di (L, L’) denotato con Iy
¢ isomorfo a a quello di (UY, PY), (UY', P¥')), denotato con Z.

Se f € HY(= L*(X, du; H)) e R intreccia L e L’ abbiamo mostrato, nella sezione(3.6), che @(R) : HL — HY
(definita da (p(R)f)(g) = R(f(g)), intreccia (UL, PL), (UL, PL")). Vogliamo mostrare che la funzione ¢ & suriettiva.
Cosi sia V contenuto in Z. Vogliamo trovare R € T tale che o(R) = V. Se f € HL ¢ A C Borel (X), allora

J UV duta) = IPEV I =1V PE 117 < IVIFNPE 117 <
< v / F@IP dute)

Poiche 'uguaglianza

/||(Vf)(r)|i2d#(r)SIIVII?/ IS @I du(z)
A A

vale per ogni insieme boreliano A C X otteniamo
IVH@N<IVI-IIf@I  n-VeeX , VfieH"

A questo punto abbiamo bisogno di un lemma tecnico.

LEMMA (3.7.1). Esiste una successione {fn}nen contenuta in £2(X, dyu; H) tale che

p{z A{fn(2)}nen = H}) >0

Dimostrazione. Poiche H ¢ separabile allora esiste una successione di vettori h, tale che {h,}nen = H-. Scegliamo
ora A € Borel(z) tale che 0 < p(A) < +oo. Si definisca fp, : X — H tramite fu(z) := xa(z)hn. Ovviamente

fn € L3(X, dp; H) Vn €N. Inoltre
Vzec A fn(z) = Xa(z)hy = hy

V¢ A fa(z)=0

Questo implica che

/J({:l) : {fn(z)}nEN = H}) = /I(A) >0
Cosi abbiamo finito la dimostrazione del lemma.
Si definisca per f € HE

By = Az [[(VHE@I > VIS ()]}
Sappiamo che p(B;) =0 Vf € HE. Questo implica che per qualsiasi successione di funzioni f,, otteniamo u(B) =0
dove B := |JBy,.

n
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Supponiamo ora che f,, sia una successione in H% che verifica le ipotesi del Lemma (3.7.1). Si ha che w(A-B)=0

dove
(A= B)={z: (VL)@ < |IVIIIlfa (@)l ¥ ;5 and {fa(2)}nen = H)
Questo significa che, comunque scegliamo il rappresentante per la successione f,, possiamo trovare zo € X tale che
) IV )@ < VIl fa(zo)ll Vn;
ii) {fn(z)}nen} = H.

Questo implica che esiste una trasformazione lineare continua R : H — H' tale che

(Vfa)(zo) = R(fn(z0))

Ora vogliamo mostrare che R intreccia le rappresentazioni L e L. Prima di tutto ricordiamo che possiamo considerare
le funzioni di H% come funzioni K —covarianti sul gruppo G.

A questo scopo sia go € G nel laterale di zg € G/K. Inoltre sia (p,, (92))}/? il fattore di normalizzazione. Allora

(V1)(8) = (V 1a)(9057*9) = (pyzngl00)) " (WES,VFn)(a0) = )
= (P45 24(90) (VU 1  £)(00) = (P52, (90)) /2 (RU [z fn)(90) =

= R(fas)) V9€G Vn
Percid
Ly R(fn(90)) = Li(V fa)(90) = (V fa)(kgo) = R(fa(kg,)) = RLi(fa(g0)) Vn

Poiché {f,(g0)} & denso in H, questo implica che:
LyR=RL;
Dall’uguaglianza () segue che ¢(R) = V e questo conclude la dimostrazione.

3.8 Equivalenza e irriducibilita di sistemi di imprimitivita: III

In questa sezione ci restringiamo al caso L = L’. Per dimostrare la suriettivita di ¢ usiamo I’identificazione di H con
L3(X, dy; E) dove E ¢ il fibrato della sezione (3.1). Localmente abbiamo che il fibrato £ X & omeomorfo a U x H
percid localmente possiamo identificare H* a £2(U, du; H) = £*(U, du) ® H. Supponiamo ora V € 1. Vogliamo
trovare R € R(L, L) tale che ©(R) = V. Prima di tutto osserviamo che se U C X & un qualsiasi insieme boreliano

allora

V(L*(U, dp; H)) = VPE(L%(s, dp; E)) = PEV(L2(s, di; E)) C
C PE(L¥(s, dp; E)) = L2(U, du; H) .

Percio

V€ B(LX(U, du; H)) = B(L*(U, dp)) ® B(H) .

Supponiamo che B C U, B sia un qualsiasi insieme di Borel. L’operatore P5 ha la forma Kp ® Idy. Poiche V € T
allora V commuta con P} VB C U. Percid

Ve(LU, dp) © In)' = (L2(U, dp))' © (Iy)' = LU, dp) ® B(H) = L>(U, du, B(H))

(abbiamo usato il Teorema 1.22.13 di [46] (p. 68) e il fatto che (A ® B)’ = A’ ® B’)). Questo significa che esiste una
funzione Ry : U — B(H) tale che se supp(f) C U allora

(VA=) = Ru(z)f(=) .
Supponiamo ora che U sia un’altra carta e che supp(f) C (U NU). Si ha

Ru(2)f(2) = (V)(z) = Ry () f(z) .
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Poiché f e z sono arbitrari

Ry =Ry on UNU.
Sia ora P un ricoprimento aperto di X e si definisca per ogni z € X
R() = Ry(z)

dove U € P & una carta contenente z. A causa di (*), R(z) non dipende da U e la funzione R : X — B(H) & ben

definita e non dipende dalla scelta del ricoprimento P. Per costruzione

(V1)(z) = R(2)(f(2)) .

Ora ci spostiamo al punto di vista delle funzioni K -covarianti.

Abbiamo che Vg,¢9’' € G, Vf € HE

R(gF(9) = (VING) = UFVUL )G) = (VU f)g'9) =
= R(g'9) (U f)(9'9) = R(g'9)b(g") -

Percid
R(g'9) =R(9) V9,9 €G
cioe
R(g) = R = constante
si ottiene

(V1)(9) = R(b(9)) -

Questo implica V' = ¢(R) se siamo capaci di mostrare che R intreccia Ly Vk € K. Infatti questo & vero poiche

LyR(f(9)) = Li(VF)(9) = (V f)(kg) = Rf(kg) = RLx(f(9)) Vfe H®, VgeG.

CAPITOLO
4
Rappresentazioni indotte di gruppi di cammini e trasporti paralleli

4.1 Fibrati

Sia F una categoria i cui oggetti sono spazi topologici.

DEFINIZIONE(4.1.1). Un fibrato su M con fibra F € Obj(F) & una quadrupla (Y, p, M,{U, e.}ueca)} tale che:
1) M e Y sono spazi topologici;
il) p: Y — M ¢& continua e suriettiva;
iii) perogniU € A, 2 € M, Fy := p~Y(z) € F (F; & detta la fibra su z).
iv) {U}vea € un ricoprimento aperto su A;
v) ey(-,): U x F — p~}(U) & un omeomorfismo;
vi) ey(z,'): F — F; ¢ un isomorfismoe U € Az € U.
La famiglia {(U,ev)}ue 4 & detta una banalizzazione locale del fibrato.

DEFINIZIONE(4.1.2) Usando la notazione di cui sopra diciamo che una sezione di un fibrato &€ una funzione f : M — Y
tale che p(f(z)) = z, per ogni = € M. Denotiamo con S(M,Y) I'insieme di tutte le sezioni.

Denotiamo con G la c-algebra dei boreliani su M. Allora (M, G) € uno spazio misurabile. Diremo che una sezione f &
misurabile se e solose f~1(A) € G per ogni insieme aperto A C Y. L’insieme di tutte le sezioni misurabili f : M — Y
sara denotato con M(M,Y).
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4.2 Rappresentazioni di gruppoidi e trasporti paralleli
Sia G = (M, ) un gruppoide.

DEFINIZIONE(4.2.1). Una rappresentazione di G & un funtore covariante U da G ad un'altra categoria C. Se
gli oggetti della categoria C sono spazi vettoriali e gli isomorfismi di C sono gli isomorfismi lineari tra tali spazi la
rappresentazione si dice lineare. Se gli oggetti della categoria sono spazi di Hilbert (reali o complessi ) e gli isomorfismi
sono operatori unitari la rappresentazione ¢ detta unitaria. Se C agisce su un insieme M, allora ogni rappresentazione

di G su C da un'azione di G su M.

DEFINIZIONE(4.2.2). Se G = (M, T) & un gruppoide transitivo tutti i gruppi U(Loopg(z)) (z € M) sono isomorfi ad
un unico gruppo indipendente da ¢ € M (¢f. Lemma (2.2). L'immagine di questo gruppo tramite la rappresentazione

& il gruppo di olonomia della rappresentazione U. Questo gruppo viene indicato con Hol (U).

Dato un fibrato (Z, p, M, B) con fibra F € F consideriamo il gruppoide C definito come segue:
Obj (C) = {Fr : 2 € M} = le fibre diZ.
Iso (F;, Fy) = {Try : (U,e.), (V.ev) € B} dove TX';' =ev(y,Jev(z, )7 Fr — Fy.

DEFINIZIONE(4.2.3). Sia G un gruppoide di curve su M. Un trasporto parallelo lungo le curve di G e una

rappresentazione di G.

4.3 Rappresentazioni indotte di gruppoidi di curve

Sia M uno spazio topologico. Sia Homeo (M) il gruppo degli omeomorfismi di M. Una topologia ammissibile su su
Homeo (M) & una topologia tale che

Homeo (M) & un gruppo topologico;

la funzione (h,z)+— hz che va da Homeo (Af) x M a M & continua.

Supporremo che Homeo(A ) (o un suo fissato sottogruppo) sia sempre dotato di una topologia ammissibile. Esempi

di tali topologie sono stati dati nella sezione (1.5).

Data una curva parametrizzata ¥ : [a, b] — Homeo( M) definiamo

¥ : [a, 8] — Homeo (M) tramite la seguente uguaglianza
(1) = 1()v(®)™! = v()p(1) !

I, := v(a)y(b)~! = i(7)p(y)~? ciod, ¥ si ottiene traslando ¥ in modo da farla terminare all'identita di Homeo (Af) .1,
¢ il punto di partenza di ¥.

Vi (e i lab] = M , 1,00 = (D=

Percio :7;,(:) & una curva su M che parte da [.(z) al tempo a e arriva a z al tempo b. Questa curva & una proiezione
su M della curva ¥ su Homeo (M).

Per un sottogruppo L di Homeo (M) definiamo

[p:={y:[a,b] = L:vé&continuae 3] ,) €T per ogniz € M}
Cioé , 'y & la famiglia di curve continue su L C Homeo (M) che si proiettano, nel senso descritto sopra, su curve di
T (su M).

Osservazione . Non viene richiesto che la curva v sia nella componente connessa dell'identitad in Homeo (M). Questo

perd vale per la curva 4. Altre scelte sarebbero state possibili, per esempio (7(b)~!y(t), ¥(£)v(a)~, v(a)~14(?).
PROPOSIZIONE(4.3.1).Sia +,6 € T'. Se v & F—equivalente a é in 'z, allora I, = I5 e :,","1(,) & F—equivalente a ﬁv(,)
inT. '
Dimostrazione. Siano v : [a,b] — L, é : [a’b']) — L le due curve parametrizzate. Poiché sono equivalenti deve esistere
T:[a’,b'] = [a,b], T € Riar 3}[a) tale che yo T' = §. Percid

i(7)=i6) ., e(M=¢) , L=iMen) ! =i@)e(6)™ =1
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Inoltre Vt € [a’,b'), Vu e M
35 (o(T(0) = H(T(t)z = (v - T)z = §(1)z = & (1)
cioé -')'f’(’) & equivalente a 6.}"(’).

Se 'L # @ la Proposizione di cui sopra ci permette di definire il gruppoide

Gr=(L,T,F)

delle curve su L C Homeo (Af).

In quel che segue saremo interessati principalmente al caso in cui M ¢ una varietd e L = Diff (M).

PROPOSIZIONE(4.3.2). Se v : [a,b] = L e é : [b,¢] — L allora,nella notazione di cui sopra
=1y - Is =I5+
-4 £1(z) — (f AT
Vieqey S 1sen = 6 Ml
Dimostrazione.

L Is = i(1)@(0) " i(6)p(6) " = i(n)e(6)™F = i(6 - 7)e(6 - 1)) = Is

Supponiamo ora { € [a,}]. Allora

e = 7150 = HOIs(2) = ¥(Op(1) Ni(E)p(8) 'z =
= 1(0p(6) 'z = (- N(Wp(Ee 1) e = (67, ()

Un calcolo simile vale se t € [b,c].

DEFINIZIONE(4.3.1). Dato un gruppoide G = (3,T, F) e un sottogruppo L C Homeo (Af) diciamo che (I,~) & una
coppia inducente se valgono le seguenti proprieta:

1) 1:Tr — L & una funzione tale che I,Is = Is ~ quando é o v & definito.

2) ~:(y,z) €T x M — "y;"(r) € G ¢ una funzione tale che ~ (y,z) := :YII,(:) e una curva da /.(z) a z.

~r _Is(r TRy
3) ¥,y M1o5ien = (60 Do)

DEFINIZIONE(4.3.2). Dato un gruppoide topologico G e una azione (sinistra) (a,z) € G x M — az € M di G su
M , un cociclo sinistro per questa azione ¢ una funzione continua ¢ : G x M — G’, da G x M a un gruppoide G’ tale

che Ya, 8 € G, i quali possano essere moltiplicati e per ogni z € Af
c(aB, z) = c(a,Bz)e(B, z)
Se ¢ soddisfa
c(a, Bz) = c(a, z)c(B,axz)
allora parliamo di cociclo destro.
Osservazione . Se G' = R e ¢(-,-) & un cociclo la funzione |c(-,-)|*/? & anch’essa un cociclo.

QOsservazione . Un cociclo a valori in C o in R sard anche detto un cociclo scalare. Esempi standard di cocicli scalari
sono dati dalle derivate di Radon-Nikodym rispetto all’azione di gruppi che ammettono una misura quasiinvariante

{(cf. Sezione (1.4) ).

Supponiamo ora che
i) (I,~) sia una coppia inducente per G = (M,T,F) e L C Homeo (M);
ii) ¢(-,-) sia un cociclo a valori in R;
iit) (Y, p, M) sia un fibrato;

iv) U un trasporto parallelo lungo le curve di G.
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TEOREMA(4.3.1). Sia f € S(M,Z) e 7,6 € Gy. Se definiamo

(Vaf)(2) := (I, 2)(U-f)(2) = (I, 2)Us;

"Iy (1)

f(I+(2))

allora V., porta S(M, Z) in se stesso cioé sezioni in sezioni e

VsoV, = Véc‘y

Dimostrazione. 1l fatto che (V. f) & una sezione segue dalla definizione di trasporto parallelo. Inoltre

VoV D)(2) = el 23y (Va)(Ts(2)) =
= CU&,I)UJ;‘(‘)C(L,,]6I)U:’!,' f(I4(15(2))

Ty (Ig(x))
(I Ts2)elTs, 2)Usg, 347y f Toon(2) =

Tg(x)
6(160“_',1')U(£;:,)x f(]‘sO‘?(r)) = (‘/607f)('r)
: ’6oﬂ( )

Il

Osservazione . Si noti che non si richiede che Y & M sia un fibrato vettoriale.

4.4 Fibrati hilbertiani e rappresentazioni indotte unitarie

Sia M una varieta differenziale. Una curva parametrizzata liscia ¢ una funzione C* ¥ : [a,6] —= M. Una curva
parametrizzata & liscia a tratti se [a,b] & decomponibile in un numero finito di intervalli contigui tali in ogni intervallo
la curva sia liscia. Ovviamente possiamo parlare di riparametrizzazioni che siano lisce a tratti. Sia F la famiglia

di tutte queste riparametrizzazioni. Denoteremo con
T(M) ={ I'insieme di tutte le curve parametrizzate lisce a tratti(y, [a,8]) in M)
e con
G(M)=(M,T(M), F)

il gruppoide delle classi di equivalenza (per le riparametrizzazioni lisce a tratti) delle curve lisce a tratti di M con la
legge di composizione definita da (#).
Sia Diff (M) il gruppo dei diffeomorfismi di M su cui sia data una topologia ammissibile. Sia 7 : [a,b] — Diff (M)

una curva parametrizzata. Definiamo ¥, I, and ¥% come nella precedente sezione.
2 ls(’)

DEFINIZIONE(4.4.1). Nella notazione di cui sopra v & detta liscia a tratti in Diff (Af) if 77, (z) € liscia a tratti per

ogni z € M. Useremo la notazione:

I'(Diff (M)) = {v: v & liscia a tratti in Diff (M)}

Osservazione. Se v € T(Diff (M)) e v & F-equivalente a & allora § € I'(Dif f(M)). Infatti una riparametrizzazione
liscia a tratti di una curva liscia a tratti & liscia a tratti.
Considerando classi di equivalenza (sempre tramite riparametrizzazioni lisce a tratti) di curve lisce a tratti su Diff (M),

otteniamo il gruppoide la cui legge di composizione ¢ ancora data da (*).
G(Diff (M)) := (Diff (M), T(Diff (M)), F)

Ovviamente (/,~) & una coppia inducente per G(M) e Diff (M).

Supponiamo ora che M sia orientabile. Sia w un fissato elemento di volume e denotiamo con u = g, la misura di
Borel associata su M e ¢(:,-) = c,(-,-) il cociclo associato con w (si veda la sezione (1.4)). Sia H & M un fibrato

hilbertiano con fibra Hg e U un trasporto parallelo lungo le curva di G(M).
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Poniamo
H= LM H) = {f € M(M, H) : /M I£()IP du(z) < +00)

TEOREMA(4.4.1). Definendo Vf,g € X

(f.9) = /M(f(r).g(r))u. du(z)

otteniamo che H & uno spazio di Hilbert.
Dimostrazione. Si veda [49)].

TEOREMA(4.4.2). Se definiamo
(V2f)(=) = IC(I.’,Z)I1/2U:y"7(l)f(1‘?(2))
allora V ¢ una rappresentazione unitaria di G(Diff (M)) su H = L*(M,p, H).

Dimostrazione. V., & lineare poiché U & lineare. Inoltre abbiamo che V., & una isometria. Infatti

Jv-n@itan) = [ 1ol 105, S0 dute) =
M M
= [ @M @Pdue) = [ 1SN duts)
M M

Poiche V, & lineare e conserva le norme, per I'identita di polarizzazione fa la stessa cosa con i prodotti scalari.
Y P

Inoltre
f = Vaurrf = Va(Var f)

percid V, é suriettiva.

Questo implica che V., & un operatore unitario. A questo punto la tesi segue dal Teorema (4.3.1).

DEFINIZIONE. La rappresentazione V., definita da (*), ¢ detta la rappresentazione indotta del gruppoide
G(Diffl( M)) con coppia inducente (U, I) e cociclo c.

4.5 11 fibrato banale R x C e le relazioni di Weyl

In questa sezione dimostreremo che quando la nostra costruzione viene applicata al fibrato banale R x C, si ottiene la
rappresentazione di Schrodinger delle relazioni di commutazione di Heisenberg nella forma di Weyl.

Consideriamo il fibrato banale R x C con un dato trasporto parallelo U.
LEMMA(4.5.1). Hol(U) & banale.

Dimostrazione. E ovvia perche il gruppo dei lacci L(R) & banale.
La banalita di Hol (U),implica che per ogni curva v, si ha U,, = U, . Ciok:il trasporto parallelo lungo una curva
dipende solo dai punti iniziali e finali. Poiché U,, deve essere un operatore unitario tra le fibre C; = {z} x C e
C, = {y} x C otteniamo che U, y deve essere uguale alla moltiplicazione per un numero complesso di modulo uno.
Percid otteniamo

Uy = RUEXD

dove 8 : R x R — R, e 0 & regolare. Ma poiche
Ur,yUy,z = U.r,z Ur';r = identita

Otteniamo
0(z,y)+0(y,z) =0(z,2) 6(z,z) =0 ; (mod 27)

Questo implica
6(z,0)+ 6(0,z) = 8(z,z) =0 ; (mod 27)
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Definendo a(z) = 6(0,z) € [0,2r) otteniamo
6(z,y) = 6(z,0) + 6(0,z) = =0(0,2) +0(0,y) = a(y) — a(z)
Viceversa data una funzione regolare a : R — R possiamo definire un trasporto parallelo ponendo

Usy = ei@@)=2(2)

Abbiamo cosi stabilito una corrispondenza biunivoca tra trasporti paralleli e funzioni regolari.

Scriviamo la rappresentazione della sezione (4.4) mostrando esplicitamente la dipendenza da U (e percio da a nel caso
presente). Consideriamo R come gruppo che agisce per traslazione su se stesso (lo spazio base). Rappresenteremo
quindi curve in R con operatori unitari in L?(R). Poiché la misura di Lebesgue & invariante per traslazioni il termine

di cociclo non ¢ necessario. Percio se f & una sezione L?, e g» =t €R

(Vo f)(z) = (V4,(U)f)(2) = Ug;‘(:),zf(g;l(z)) = e‘(""(’-‘)+°(’))f(z ~ )

\ . .
Cosl posslamo scrivere

((Va(@))f)(z) = ealz=ttel=D f(z — ¢

Supponiamo di restringerci a trasporti paralleli dati da funzioni della forma a(z) = sz. Otteniamo
(Va(@)f)(z) = (Va(8)f)(z) = 2000 f(z — 1) = e f(z ~ 1)
Se poniamo V.(s) =V, (s) = V(t,5) otteniamo
(V(t,s)f)e =e*'f(z — 1)

Si osservi che

(V(t,s)f)z = (W(s,—z)f)(-1)
dove per definizione (W (a, 3)f)(t) := e'*' f({ - B).
Denotando rispettivamente con @Q e P gli operatori posizione e momento su L%(R):

Q@A) =tf(t); Pf(1) = %ﬁ%i)_

si ottiene
W(a, B) = el = ¢taP HEQABE)

ed & ben noto che gli operatori W(a, 3) sono i cosiddetti operatori di Weyl i quali realizzano la rappresentazione di

Schrodinger delle relazioni di commutazione di Heisenberg nella forma di Weyl (si veda [57)).

4.6 Trasporti paralleli piatti

In questa sezione dimostriamo che se il trasporto parallelo & piatto allora la rappresentazione indotta definita nella
Sezione (4.4) si riduce ad una rappresentazione indotta in senso classico. In questa sezione supponiamo che tutti i
gruppi e i gruppoidi agiscono transitivamente. Sia Y £ M un fibrato con fibra F, G = (M,T,F) un gruppoide di
curve sullo spazio base M, L C Homeo(M) un sottogruppo , Gr = (L,T'r, F) il gruppoide di curve associato su L e
U un trasporto parallelo lungo le curve di G. Definiamo ¢, = I,;‘l = i7p;1 cosi la rappresentazione indotta prende la

forma

(Vaf)(@) = el e U 0y, S (I(2)) = 977,205y ) S(977(2) (*)

Poiche G agisce transitivamente su M il sottogruppo Hol (U) C Aut F & ben definito e isomorfo alla U-
rappresentazione del gruppo dei lacci di T in un qualsiasi punto di z € M.

PROPOSIZIONE (4.6.1). Le seguenti due condizioni sono equivalenti:
- Hol (U) & il gruppo banale;
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- Us,, =Us,, Vz,ye X and Vv,6 € T'L.
Dimostrazione . (Banale).
DEFINIZIONE(4.6.1). Un trasporto parallelo si dice globalmente piatto se Hol(U) & il gruppo banale.
PROPOSIZIONE (4.6.2). Per ogni 7,6 € G esiste §' € G tale che g5 = g5 and v o &' ha significato.

Dimostrazione. Si definisca 6°(t) = 6(¢)@(6)~ i(y). Otteniamo ©(8’) = ¢(6)p(6)~'i(y) = i(7) cosi 06 ha significato.
Inoltre i(6") = i(6)e(6)~i(y) = Isi(y). Percid,

g8 = @(6)i(8") 7 = i(NUsi(n) ™ =17 = gs

PROPOSIZIONE(4.6.3). Sia ¢ : Tt — L C Homeo (M), la funzione definita sopra. Allora g(GL) & un sottogruppo di
L.

1

Dimostrazione. Se v € Ty & un laccio, allora g, = 1, a causa di (+). Inoltre (95)' = g,-1 qundi dobbiamo

solo dimostrare che g(Gr) & chiuso per composizione. Supponiamo che g., gs siano arbitrarie. Per la proposizione

recedente esiste una &’ tale che gs = g5 e v 0 &’ ha significato. Ma se 406 ha significato allora
p g
9~ 098 = 1:1 ° ]5_1 = (I‘v ° 16)_1 = (1706)_1 = g~o6

CoSi g4 0 g5 = g~ 951 = ot
In cio che segue supporremo che U sia un trasporto parallelo piatto. Per la Proposizione (4.6.1), in questo caso ha

senso scrivere
U"t.v :U’,y V-’C,ye,\

dove 7.,y € una curva arbitraria in I’ che parte da z e finisce in y.

DEFINIZIONE(4.6.2). Se v € Fr e ¥ € G definiamo
9+(v) = (Uz,9,(0))(v) € Fyg (x) (%)

PROPOSIZIONE(4.6.4). L'azione (#) di g(Gr) su Y induce su ¥ L M una struttura di ¢(G)-fibrato.

Nella notazione di cui sopra denotiamo con = la rappresentazione indotta dell’azione (+) del gruppo L' := g(Gy), e

denotiamo con V, la rappresentazione, su S(M,Y’), del gruppoide G1. Se U ¢ piatto allora
7(g,) = Vs (++)

Dimostrazione.
(x(9))(2) = (95" 2)g-f(95'2) =
= C(.‘l;lv I)Ug;‘(,),,f(g:(l,)) =

= C(yil,I)U%,:, gzt 2) = (Vaf)(z)

(=),
4.7 Propagatori e trasporti pafal]eli piatti

In questa sezione dimostreremo che i trasporti paralleli piatti, introdotti nella Sezione (4.G) sono generalizzazioni
naturali della nozione di propagatore. Inoltre dimostreremo che la rappresentazione indotta, associata ad un trasporto
parallelo piatto come nella sezione (4.6), estende una costruzione nota usata per associare gruppi unitari a un parametro
ai propagatori.

Sia H uno spazio di Hilbert e sia G un gruppo di Lie finito-dimensionale (quindi localmente compatto) con misura di
Haar dg. Una famigli di operatori unitari (su H) U(p,q), p,q € G la quale soddisfi

U(p,9)U(q,r) = U(p,7)
U(p, p) = ldentita
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¢ detta un propagalore unitario.
Sia G x H — G il fibrato banale con la proiezione (z,h) — z. Possiamo identificare le funzioni f:G — H conle
sezioni f : G — G x H tramite la seguente convenzione

J() =t f(1)

G x H ha una naturale struttura di G-fibrato descritta come segue:
1) G agisce su G per moltiplicazione sinistra
o(z):=0z o0,z€G

2) G agisce su G x H nel modo seguente:
o(z,h) = (0z,U(0z,z)h) (z,h)eGx H (%)

E ovvio che I'azione () & compatibile con la struttura di fibrato di G x H e che la sua restrizione produce degli
isomorfismi unitari. Supponiamo che f sia una sezione. La rappresentazione indotta agisce su di una sezione

f:G — G x H come segue:
(x(@) )W) = f(e™ ) = U(a(a™ M), o7 ) f(e™ ) = U(t,e " ) f (o~ 11)

Ristretta allo spazio
Hy = L¥G,du, H) = L*(G,du,G x H)

7 :G — Un(H,) ¢ una rappresentazione unitaria. Infatti

lx(o)f12 = /G I(x (o) )OI dp(t) = /G Ut o= 0 f (e~ Ol dpt) =

_ / £ 0P du(t) = If113
G

Cosi 7(0) & una isometria da L? in se stesso (poiche x(o) & lineare). Inoltre se f € L2(G, du, H) allora

(o) (x(o" f)=x(c-07)f = f

Cosi x(0) & suriettiva e percid & un operatore unitario.
Applicando questa costruzione al caso G = (R, +), otteniamo un gruppo unitario a un parametro su H; = L*(R, H).

Questo caso speciale & stato studiato da Howland in [19].

4.8 Rappresentazioni indotte associate a fibrati principali

In questa sezione mostreremo come associare un G-fibrato hilbertiano ad una rappresentazione di un sottogruppo
chiuso H di un gruppo di Lie G. Sia G un gruppo di Lie. Sia P, M una varietd differenziabile e # : P — M una
funzione C*, tale che (P, M, ) sia un fibrato liscio.

DEFINIZIONE(4.8.1). (P, M,x,G) & detto un Gfibrato principale (indicato anche con P = P(M,G)) se valgono le
seguenti condizioni:

1) #~1(z) & diffeomorfo a G per ogni z € M;

2) G agisce liberamente su P (a destra) e le orbite di questa azione sono le fibre, cosi che la funzione 7 : P — M pud
essere identificata con la proiezione P — P/G;

3) Per ogni banalizzazione locale ¥ : U x G — v~ (V)
¥rl(ueg) = (W7 (ua))g 5 Vur€x7l(z), V9€G

ESEMPIO(4.8.1). Sia P=G,G = H, M = G/H dove H C G sono gruppi di Lie e H & chiuso in G (cosi che M & una
varieta per la topologia quoziente [49]). Se consideriamo la proiezione canonica x : G — G/H otteniamo un H-fibrato

principale (G,G/H,x, H). Infatti ovviamente x~!(z) & diffeomorfo a H per ogni z € G/H. La azione destra di H su
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G & data dalla moltiplicazione destra. La banalita locale di G rispetto alla proiezione = segue dall’esistenza di una

sezione locale (si veda [21]).

- PROPOSIZIONE(4.8.1). Sia P(M,G) un fibrato principale e supponiamo che G agisca a sinistra su una varietd V.
Consideriamo l'insieme (P x V) /G e la proiezione # : (P x V)/G — P/G = M definita nella Sezione (3.1). (P xV)/G
¢ un fibrato su M con fibra V e proiezione 7.

Dimostrazione. Denotiamo 'azione sinistra di G su V tramite 7(g)v, ¢ € G, v € V. Abbiamo bisogno di una
banalizzazione locale di (P x V)/G. Per la banalitd locale P(M,G), ogni punto z € M ha un intorno U tale che
x~}(U) = U x G. Questa identificazione e la (#) ci permette di considerare I'azione di G su 7" Y(U) x V come 'azione

su U x G xV data da
(2,9,v)2(2,99c, 7(g0) " 'v)

Cosi D'identificazione x=1(U/) 2 U x G induce I'identificazione #=1(U) = (U x G x V)/G = U x V. Percid la
banalizzazione locale di (P x V)/G &
M) ETN ) xV)IG=((UxG)xV)/G=X(UxGxV)/G=UxV

Nel seguito il fibrato ((P x V/G, M, %) sara anche denotato con £ = E(M,V,7,P) =P x,V = (P xV)/G.

PROPOSIZIONE(4.8.2). Sia P(M,G) un G-fibrato principale e E = P x,; V un fibrato associato. L'insieme delle

funzioni G-covarianti Fg(P, V) pud essere identificato con I'insieme delle sezioni di E, cioé con S(M, F).

Dimostrazione . E semplicemente una versione liscia della Proposizione (3.2.1).

Esempio. Sia
E = E(G/H, H(r),7.G) = G x, H(T)

Supponiamo che G sia un gruppo di Lie, A un sottogruppo chiuso, 7 una rappresentazione finito-dimensionale di H
sullo spazio H(7). La costruzione precedente si applica e quindi si ottiene un fibrato vettoriale £ sullo spazio base
G/H con fibra tipica H(7). Inoltre I'azione destra di G su G x H(7) data da gc(g,v) := (gcg, v) induce una azione di
G su G x, H(7). In questo modo E = G x, H(7) acquista una struttura di G-fibrato vettoriale nel senso della sezione

(3.1).Si possono quindi ripetere in questa circostanza le osservazioni di quella sezione.

4.9 T generatori dei gruppi a un parametro e la derivata covariante nel caso di misura invariante

Sia M una varietd e sia G un gruppo di diffeomorfismi M con una topologia ammissibile. Se {g:}:¢a € un sottogruppo a

un parametro di G possiamo associare a g, il campo vettoriale completo v tale che v, := dgt'“’ Yz € M. Abbiamo
=0
visto come associare a g; il gruppo a un parametro di P(G) definito da Py := [] dove

7:00,1] =G (e) =9, Vs€[0,7]

Supponiamo ora che M sia orientabile e dotata di una forma di volume G-invariante w (la cui misura associata si
denota con du) e supponiamo di avere un fibrato hilbertiano A Z M con fibra tipica Hg e un trasporto parallelo U.

Abbilamo mostrato che H acquista la struttura si fibrato P(G)-ammissibile se I’azione di ¢ € P(G) ¢ definita da.

9z = p(y)z zeEM
qu=U,.v v € H,

dove v & una curva che parte dall’identitad di G tale che ¢ = [y] e v:(1) = (¥(t))(2).
Nella sezione (4.4), per ogni sezione L? f abbiamo definito la rappresentazione V di P(G) ¢ € P(G),z € M

(VoN)(=z)=qf(g7'2)
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Non & difficile vedere che prese comunque due sezioni a quadrato sommabile f, A si ha che (Vp, f, h) & misurabile. Allora
il teorema di von Neumann implica che la rappresentazione & fortemente continua. Quindi per ogni sottogruppo a un
parametro Py di P(G) il teorema di Stone garantisce |'esistenza di un operatore autoaggiunto A tale che Vp, = ¢4,
Sia D lo spazio delle sezioni lisce a supporto compatto. D & invariante per la rappresentazione V,. Vogliamo mostrare
che se Py & un sottogruppo a un parametro P(G) associato a g; (che & un gruppo a un parametro di G) allora Vp, &
fortemente differenziabile. Cosi i~! per la derivata forte Vp, & essenzialmente autoaggiunto su D e la sua chiusura &
il generatore infinitesimale di Vp,.
Infatti

(Ve S)@) = PSP 2 = Uy, -

= Uy, -1, F (97 (2))

L () 2) =

Si noti che (v1)571,(8) = (1i(8))(97 '2) = 9,97 'z = gs=s2, 8 €[0, 1],
Cioe: la curva (7,)g'.11(s) vadag;lzaz.

Ricordiamo ora che, per la definizione di derivata covariante (si veda [21])
o] -
(Vouf)(2) = lim 2y, S (97 '2) = S (=) =
1 -
= lim (PS(PT2) ~ S(2)) =

(V@) - (=)

- I
Percid il generatore infinitesimale & %V_l‘ dove v & il campo vettoriale completo associato al gruppo a un parametro
{gt}re- g G, {Pf}tel g P(G)-
Osservazione
E bene sottolineare che il caso trattato in questo paragrafo non & semplicemente quello M = G = gruppo di Lie
finito-dimensionale e dy = misura di Haar.Ad esempio si puo considerare il gruppo (non localmente compatto) di tutti
i diffeomorfismi che conservano la forma di volume w sulla varieta compatta M. Tale gruppo si indica con Diff_ (M)
e la sua algebra di Lie (lo spazio tangente nell'identita) & data dai campi vettoriali a divergenza nulla su M (rispetto

a w). Per i principali risultati su tale gruppo e sul ruolo che esso svolge in fluidodinamica si veda [54).

4.10 La correzione di volume
Ripetiamo le considerazioni del paragrafo precedente senza I'ipotesi che la forma di volume w sia G-invariante.

Come si & mostrato nella sezione (1.4) ¢’¢ un cociclo ¢(+,-) su G x M tale che

(9" w)r = c(g,7)ws geG, €M

PROPOSIZIONE (4.10.1). Sia g un gruppo a un parametro di G. Allora:
1) ¢(g0,2z) = ¢(lg,z) =1 Vz € M;
2) c(g:,2) >0 VLER, Vz E M,
8) c(g:t,2)/? — 1 quando t — 0;
4) la funzione t— e(grt,z)" Y2 ¢ differenziabile in zeroVz € M.
Dimosirazione. Poiché w & una forma di volume w; # 0 Yz € M. Poiché g*w & anch’essa una forma di volume (si
veda [49]) e poiché (¢*w), = ¢(g, z)w, otteniamo che c(g,z) Z0 Vg€ G, Vz € M.
Da ci06 segue che
e(9,2) = c(glg,z) = c(9,167)c(16, ) = c(g9,2)c(1G, 2)
Vg €G,Vz € M. Percid ¢(lg,z) = 1 Yz € M. Cosi abbiamo dimostrato 1).
Si osservi che g; & nella componente connessa per archi dell'identita.
Questo implica che V1t g; & un diffeomorfismo che conserva l'orientamento cosl c(g1,2) > 0 e questo dimostra 2). 3)

segue dalla continuita della funzione {+— ¢(g;*,z)/2. La differenziabilita di c¢(g;*, z)~/? segue dalla differenziabilita
dic(,-) e da 2).
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DEFINIZIONE(4.10.1). Definiamo

1 _ _ _ _
hov(z) = !'_{% ;(C(gol,l‘) ‘”—c(g' l,z) l/7) =

— i 1 -1 \-1/2
= lim (1 = (g ", 2)™")

dove v ¢ 1l campo velloriale completlo associalo al gruppo a un paramelro gq.
Ricordiamo che in generale

(Ve S)(@) = le(P7t 2) P PSP )

dove ¢(Py,z) = ¢(g1,2) (qui Py & il gruppo a un parametro di P(G) associato al gruppo a un parametro g, € G).
Otteniamo

Ve @) ~ 1@ = FIe(P 2 PSP ) - 1(2)] =
= Le(Pr ) PSP ') ~ 1(2) + S(2) ~ (P 2) V(@) =

= (g, 2) 2 [ HPS (P 2) = 12N + 11— elor ', 2)7 /) S(2)

Da questo si deduce facilmente che

lim +{(Vr, £)(2) = f(2)) = (V- + h_ (&)

Questo significa che il generatore infinitesimale e nel caso generale, %[V_l + h_(9)].

4.11 Derivata di Lie, divergenza e correzione di volume
Sia M una varieta differenziabile, n-dimensionale, orientabile e sia v un campo vettoriale completo su Af tale che
g1 € Diff (M )V sia il flusso associato a v. Sia w un elemento di volume contenuto in A"(T(M)). Si ricordi che (vedi

Sezione 1.4) g; w & I'elemento di volume definito da

(9 w)p(v1, ..., vn) = wy,(p)((gf)-r(vl) ----- (9¢)ep(vn))

dove pe M.
DEFINIZIONE (4.11.1) La derivata di Lie di w rispetto a v é definita da

d .
(Low)p = di c(gz w),
1=C

Poiché L,w é una n-forma e A™(T,(M)) é uno dimensionale per ogni p € M possiamo dare la seguente

DEFINIZIONE (4.11.2). La w-divergenza del campo vettoriale v é definita dalla sequenie equazione

Liw = (divyv)w

Nella sezione 1.4 abbiamo definito la funzione ¢(g,-) € C(M) tramite la seguente equazione

(9, 2)wr = (9" w)s

dove z € M, g € Diff (M).
In quel che segue v & un fissato campo vettoriale completo con flusso g; e w & una fissata forma di volume.
PROPOSIZIONE (4.11.1).
1
tling ?(c(g,,x)—l)‘:(div w¥)r VzeM
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Dimostrazione. :
(lim7(c(91,2) = D), =
= lim 7(e(g0,2)ue — ) =
= lim (g} w)s - i) =
d

- (ﬁ t=0
= (Lw); =

(g: w)z =

:(divwv)zwz
COROLLARIO (4.11.1). 1
. N S P
lim 21— elgi,2) %) = — 5 (divev)e

Dimostrazione. Sia f(t) = c(g1,z) e u(t) = f(~1)~"/2. Otteniamo f(0) = 1 and f(0) = (divyv),. Inoltre
V() = =3 SO0 = L=
Percio 1 1 1 1
w(0) = 3 SO)2£(0) = 5 £/(0) = 5 £(0) = F(divuv)s
Questo implica 1
lim —(1 = e(g7",2)™/%) =

=~ lim 1(elo0,2) 7 = 1) =

=~ Jim () = u(0)) =

= —u/(0) =

= —%(divwv), qed.

Quando la forma di volume w & fissata scriviamo semplicemente div v. Dal risultato di cui sopra otteniamo che (si

veda la sezione 4.10)

fim 7 (0500~ @) = (V=)@ - v o)1) = [- (vt Jaiv o) ] 0

i—,(— (Vl-+ %div v)) =1 (VU—}— %div v>

A questo punto & bene fare la seguente osservazione. I gruppi di diffeomorfismi differiscono dai gruppi di Lie finito

Percio il generatore infinitesimale &

dimensionali per molti aspetti. Uno dei problemi fondamentali & la relazione che ¢’& (localmente) tra i gruppi a un
parametro e il gruppo stesso. Sia G un gruppo di Lie finito-dimensionale e sia G la sua algebra di Lie. E ben noto
che la mappa esponenziale ¢ — exp¢ da G a G dia un omeomorfismo (locale) tra l'algebra G e il gruppo G. Questo
significa che possiamo trovare un intorno U di 15 tale che per ogni g contenuto in U esiste ed & unico un gruppo a un
parametro g(t) per cui valga g(1) = g. Questo non & vero per Dif f(M) neanche nel caso M = S! o M = R. Infatti
ci possono essere diffeomorfismi arbitrariamente vicini all’identitd che si trovano su piu di un gruppo a un parametro
e altri che non si trovano su nessun gruppo a un parametro. In questa discussione seguiremo [43] i quali a loro volta
seguono [55).

Siano z,y € R. Definiamo

Ty(z) =z +y

Diremo che L € Dif f(R) ¢ periodico di periodo y > 0 se
LTy =TyL
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cioe se L & contenuto nel centralizzatore di Ty che chiameremo Cy.

Esempio. Sia y > 0. Poniamo
[z]y :=maz{yn:n€ Z, yn<z)
Ovviamente 0 < (z — [z],) € [0,y]). Se L € Dif f([0,y]) , L(0) =0, L(y)=ye L*¥(0)=L*(y) Vk=0,1,2,..allora
possiamo definire L’ € Dif f(R) tramite
L'(z) =[]y + L(z - [z]y)

In tal caso si ottiene

(LT () =L'G=z+y)=[z+yly + L{(z +y) — [z +y],) =
=y +y+Lliz+y—[zly-y) =[zly +y+ L(z - [z],) =
= L'(x)+y = (T,L)(z).

Sia ora L contenuto in Cy. Poniamo

(W) =Ty e  ¢*@) = Lo(y)L™!

Ovviamente

0" =L@l =LT,L7 =T, VLeC,

percio Ty si trova su tutta la famiglia di gruppi a un parametro g(_)L(y). E facile vedere che questo tipo di fenomeno
si verifica anche se sostituiamo R con la circonferenza S!. Questo dimostra che non c’¢ nessun modo naturale di
associare a un diffeomorfismo (arbitrariamente vicino all’identitd) un gruppo a un parametro di diffeomorfismi. Come
conseguenza si ottiene che non pud-esistere nessuna rappresentazione (globale) del gruppo dei diffeomorfismi la quale
ristretta sui gruppi a un parametro abbia gli stessi generatori della rappresentazione del gruppo dei cammini (di
Dif f(M)) che abbiamo studiato.

4.12 Trasformazioni di gauge generalizzate e gruppi di cammini
Sia E M un fibrato. Se f € Diff(E) diciamo che f copre far € Diff(M) se il seguente diagramma & commutativo

E —J E

7| |l
M —y,, M

DEFINIZIONE (4.12.1) (Si veda [32]). Il gruppo delle trasformazioni di gauge generalizzate Diffyr(E) é I'insieme di
tutte le f € Diff(E) tali che f copre qualche fyr € Difi(M). Il gruppo delle trasformazioni di gauge G = Aut(F) é il
sottogruppo di Diffaps(E) definito da

G = Aut(E) := {f € Diffpr(E) : far = Idas} .

Osservazione . Come si vede facilmente (-)as : Diffar(E) — Diffi(M) & un omomorfismo con nucleo G. Percid G &
normale in Diffys(E).

Se i denota I'inclusione e j & definita da
J(b) = bas Vf € Diffpr(P)
abbiamo la seguente successione esatta
1 — G- Diffys (E) L Diff(M) — 1 .

Notiamo che “in numerose applicazioni si ¢ interessati nello splitting della successione esatta di cui sopra o nel costruire
una estensione di Diff(M) tramite G. In particolare, spesso vogliamo sollevare I'azione di Diff(M) a qualche sottogruppo

di Diffar(E)” (si veda [32)).



Supponiamo ora che G sia un gruppo di Lie (senza restrizioni sulla dimensione) che agisce su M, cio¢ supponiamo di
avere un omomorfismo « : G — Diff(M). Supponiamo inoltre di avere un trasporto parallelo U su E-= M. Se P(G) e
il gruppo dei cammini delle curve lisce a tratti G allora P(G) ha una azione naturale su M data da [v)(z) = A(7)(z)
dove z € M e A(y) ¢ il punto finale del rappresentante di [y] che parte dall’identitd. Abbiamo visto che A & un
omomorfismo di gruppi. Percid abbiamo una azione di P(G) su M data da

P(G)4 G2 Difi(M) .
Ora costruiamo un sollevamento di questa azione dato dal trasporto parallelo. Definiamo
¢V : P(G) — Diffyp(E)

tramite
@I@) :=Us,v  vEE:

dove v, & la curva su M che parte da z associata a [y]. ¢V & un omomorfismo di gruppi. Inoltre abbiamo

¢Yl) : L(G) = Aw(E) = G
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