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INTRODUZIONE

” Dualitas dualitatum
et omnia dualitas”
N. Barbecue, ”Scholia”

Il presente lavoro tratta il problema della quantizzazione dei gruppi di Poisson, presen-
tando una costruzione esplicita di una quantizzazione infinitesimale per una vasta classe di
gruppi di Poisson algebrici affini; tale costruzione e i risultati ottenuti gettano nuova luce
sulla relazione tra dualita di Hopf e dualita di Poisson, e forniscono nuove dimostrazioni
di alcuni risultati gia noti.

Nel seguito per dualita di Hopf intendiamo la dualita che intercorre tra le due algebre di
Hopf (quella delle funzioni regolari F[G] e quella inviluppante universale U(g)) associate
ad un gruppo algebrico (eventualmente di Poisson) G, mentre per dualita di Poisson in-
tendiamo la dualita che intercorre tra un gruppo (algebrico) di Poisson G e il suo gruppo
di Poisson duale G*.

Ricordiamo che, dato un gruppo algebrico G, esistono due oggetti algebrici associati ad
esso, cioe la sua algebra delle funzioni regolari F'[G] e la sua algebra inviluppante universale
U(g), quando la caratteristica del campo base k sia zero (che ¢ il caso che considereremo)
e g := Lie(G) e l'algebra di Lie tangente a GG, o la sua iperalgebra Hy(G), quando la
caratteristica del campo base k sia positiva: queste sono entrambe algebre di Hopf su &, con
un accoppiamento di Hopf naturale non degenere F[G]®U(g) — k tra loro, cosi che F'[G]
e U(g) possono essere pensate come algebre di Hopf duali 'una dell’altra. Inoltre, invece
di F[G] si puo considerare 1’algebra delle funzioni F><[G] del germe di gruppo associato a
G (o, in breve, ”il gruppo formale F>~[G]”), che & un’algebra di Hopf formale (cfr. §1.1
per la definizione) che estende F[G], e accoppiamento F*>[G] @ U(g) — k di algebre di
Hopf formali che estende F[G]®@ U(g) — k (in effetti F>~[G] =U(g)*).

Quando G & un gruppo algebrico di Poisson, l'algebra di Lie g := Lie(G) ha una
struttura di bialgebra di Lie: inoltre esiste un altro gruppo algebrico di Poisson H, detto
”(il) gruppo di Poisson duale di G”, con h := Lie(H) = g* come spazi vettoriali su k;
in aggiunta si ha un accoppiamento non degenere di bialgebre di Lie h ® g — £, cosi che
g e b possono essere viste come bialgebre di Lie duali 'una dell’altra. Infine, la struttura
di Poisson di G, risp. H, si riflette in una struttura di algebra di Hopf Poisson su F[G],
risp. F'[H], e in una struttura di coalgebra di Hopf Poisson su U(g), risp. U(h) (e in effetti &
equivalente al dato di una di queste ulteriori strutture algebriche): allora ’accoppiamento
di Hopf F|G|®U(g) — k, risp. F[H|®U(h) — k, & anche compatibile con queste ulteriori
strutture di Poisson e co-Poisson; una situazione analoga si verifica anche quando si ha a
che fare con F*>[G], risp. F*>°[H|, invece di F[G], risp. F[H]|. Cosi piuttosto che col singolo
gruppo di Poisson G si ha a che fare con la coppia (G, H) di gruppi di Poisson duali I'uno
dell’altro, descritta in termini algebrici dalla quaterna (F[G],U(g), F[H],U(h)); percio in
un certo senso i tre accoppiamenti F[G] @ U(g) — k, FIHl/@U(h) -k e h®g — k
descrivono completamente la ”configurazione di Poisson”, perche codificano interamente
le relazioni di dualita — di Hopf o di Poisson — tra gli oggetti algebrici associati alla



quaterna (F'[G],U(g), F[H],U(b)).

Per quantizzazione di G si intende una deformazione ad un parametro (anche quando
parleremo di ” gruppi quantici multiparametrici”) di una delle suddette strutture algebriche
associate a G, cioe o di U(g) (come coalgebra di Hopf Poisson) oppure di F[G] (come
algebra di Hopf Poisson).

Per quanto riguarda il problema generale di costruire una quantizzazione di un qualun-
que gruppo di Poisson G, esistono due approcci, quello locale e quello globale.

Il primo approccio consiste nel cercare di quantizzare soltanto il dato locale di G, cioe la
sua bialgebra di Lie tangente g; in tal caso il problema generale ¢ stato risolto recentemente
— nel Luglio 1995, quando la presente tesi era gia compiuta — da Etingof e Kazhdan in
[E-K1J; tuttavia la costruzione che essi sviluppano ¢ del tutto formale e pertanto non aiuta
a risolvere ulteriori problemi: in particolare non consente di operare specializzazioni alle
radici dell’unita, che sono invece particolarmente interessanti perche legano la teoria dei
gruppi quantici alla teoria dei gruppi algebrici in caratteristica positiva.

Una soluzione esplicita e stata ottenuta per le algebre di Lie semisemplici, dotate di
una ben nota struttura di bialgebra di Lie (detta ”di Sklyanin-Drinfel’d”), mediante una
costruzione ad hoc introdotta da Drinfel’d, cfr. [Dr3], e — separatamente — da Jimbo,
cfr. [Ji], prendendo spunto dalla presentazione di Serre di U(g); in pratica si definisce
un’algebra di Hopf U2 (g) su k(q) (dove ¢ € una incognita) per generatori e relazioni, poi
si introduce una opportuna k[q,q_l}fforma (cioeé ”forma intera su k[q,q_l}”) Uo(g) di
Ug (@), e infine si dimostra che questa ¢ una deformazione di U(g) come coalgebra di Hopf
Poisson. Tale costruzione ¢ stata poi estesa da Reshetikin (cfr. [R]) e da Costantini e
Varagnolo (cfr. [C-V1]) fino ad includere una vasta famiglia di strutture di bialgebra di
Lie (sulle stesse algebre di Lie semisemplici), ottenendo gruppi quantici multiparametrici
Ug'p(9)-

In altre direzioni, sono state trovate soluzioni specifiche per vari altri casi particolari —
in particolare per le bialgebre di Lie di vari gruppi di Poisson di simmetrie particolarmente
interessanti in fisica, quali il gruppo di Lorentz, il gruppo di Galilei, il gruppo euclideo, il
gruppo di Heisenberg, il gruppo di Newton-Hooke, il gruppo di De Sitter e anti-De Sitter,
ecc. — con diversi metodi: o come casi limite della situazione delle algebre di Lie semisem-
plici (con tecniche di contrazione, cfr. ad esempio [C-G-S-T]) oppure con presentazioni per
generatori e relazioni, imitando il caso semisemplice.

Il secondo approccio consiste nel cercare di quantizzare il dato globale di G, cioe la sua
algebra di Hopf Poisson F[G]; tale problema ¢ risolto in [E-K2] utilizzando i risultati e le
tecniche in [E-K1], pertanto pero si ritrovano tutti gli svantaggi di quel primo lavoro, in
particolare la scarsa ”concretezza” di una tale soluzione e I'impossibilita di trattare altre
questioni, come la specializzazione dei gruppi quantici alle radici dell’'unita; il vantaggio
della massima generalita si paga dunque con la perdita di praticita.

Al contrario, una soluzione esplicita si puo ottenere nel caso dei gruppi connessi sem-
plicemente connessi e semisemplici (con la struttura di Poisson indotta da quella di bial-
gebra di Lie di g di cui sopra): il problema infatti & risolto con un trucco che utilizza la
dualita di Hopf tra F[G] e U(g), sia nel caso uniparametrico che in quello multiparame-
trico (cfr. tra gli altri [Dr3], [So], [Lu3], [A-P-W], [Jo], [H-L], [D-L], [C-V2], [H-L-T}, etc.),

dunque basandosi sulla quantizzazione infinitesimale di cui sopra; in effetti si costruisce,



tramite un "trucco assiomatico” alla Peter-Weyl, un’algebra di Hopf FJ[G] (su k(q)) di
coefficienti matriciali di U(g), insieme con un accoppiamento di Hopf naturale non de-
genere FP[G] ® U2(g) — k(q); poi si definisce una opportuna k[q, ¢~ !]-forma §,[G] di
F[[G], che in effetti risulta essere nient’altro che la sottoalgebra di Hopf in F’[G] delle
”funzioni” che assumono valori in k[q,q_l} quando "valutate” su (cioe accoppiate con)
i, (g): in una parola, queste sono le funzioni k:[q, q_l}—intere su i, (g); infine si dimostra
che §5[G] € una deformazione di F[G] come algebra di Hopf Poisson sfruttando il fatto che
i, (g) sia una deformazione di U(g) come coalgebra di Hopf Poisson. Questo procedimento
si estende poi (cfr. [C-V2]) ai gruppi quantici multiparametrici.

Per i gruppi classici lo stesso risultato e stato ottenuto anche con un altro metodo ad hoc,
indipendente dall’esistenza di una quantizzazione infinitesimale, e precisamente tramite
una presentazione esplicita per generatori e relazioni (cfr. [F-R-T] ed altri) che sfrutta la
realizzazione di tali gruppi come gruppi di matrici. Un altro approccio e stato sviluppato
per i gruppi classici e altri gruppi di simmetrie particolarmente interessanti in fisica da
Woronowicz e altri, cfr. ad esempio [Po-Wo], mentre [Pa-Wa| affronta la quantizzazione
dei gruppi lineari.

D’altra parte, nel caso gia citato di un gruppo G semisemplice De Concini, Kac e Procesi
(cfr. [D-K-P], [D-P]) hanno dimostrato che la soluzione del problema locale per G fornisce
anche una soluzione del problema globale per il gruppo di Poisson H duale di G (cfr. [D-P],
ch. 4), dunque (al variare di G ) per una vasta classe di gruppi, sottoclasse della classe dei
gruppi risolubili: in effetti si comincia col definire una versione ”semplicemente connessa”
di U2 (g) — che qui indichiamo con U (g) — e se ne costruisce una opportuna k[q, q_l}f
forma U, (g), per poi dimostrare che Up(g) & una deformazione di F[H]| come algebra di
Hopf Poisson. Anche tale risultato si estende al caso dei gruppi quantici multiparametrici.

A questo punto dobbiamo sottolineare I'insorgenza di un nuovo fenomeno, e cioe¢ un ”in-
treccio di dualita” (la dualita di Hopf e la dualita di Poisson): un oggetto quantico del tipo
dell’algebra inviluppante associata ad un gruppo di Poisson fornisce una quantizzazione
dell’algebra delle funzioni del gruppo di Poisson duale: cio fa balenare I'esistenza, a livello
quantistico, di una interrelazione tra dualita di Hopf e dualita di Poisson che ”codifichi”
in qualche modo la stretta dipendenza che intercorre tra due gruppi di Poisson duali I’'uno
dell’altro: tale legame di interdipendenza ¢ stato osservato anche, in una certa misura,
da Drinfel’d (cfr. [Dr3], §7) e da Majid (cfr. [Ma2], [Ma3]); in effetti poiché un gruppo di
Poisson non ”vive” da solo ma ”in coppia” con il suo duale appare ragionevole pensare che
non si debba quantizzare un gruppo di Poisson isolatamente ma piuttosto una coppia di
gruppi di Poisson duali, e che dalla quantizzazione ci si possa aspettare una piu profonda
comprensione della dualita di Poisson.

Alla luce delle osservazioni precedenti ¢ immediato congetturare un risultato duale a
quello di [D-P], e cioe che una certa algebra quantica di funzioni F,?[G] associata a G
fornisca una quantizzazione (come coalgebra di Hopf Poisson) dell’algebra inviluppante
U(h) associata ad H ; un risultato di questo tipo completerebbe la quantizzazione della
coppia di gruppi di Poisson duali (G, H), perché avremmo quantizzato tutte e quattro le
algebre di Hopf (F[G],U(g), F[H],U(h)) associate a questa coppia. Rifacendoci al risultato
di [D-P], consideriamo l'algebra quantica di funzioni F?[G] duale di U; (g) (secondo la
dualita di Hopf), e prendiamo in esame il ”duale” di U»(g) dentro F,?[G], che chiamiamo
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Fol|Gl, definito come ’algebra di Hopf delle funzioni k [q, q_l}fintere su Up(g): la corretta
formulazione della congettura allora & che F,[G] sia una quantizzazione della coalgebra
di Hopf Poisson U(h), e un analogo enunciato per il caso multiparametrico. Osserviamo
anche che un risultato pitt debole collegabile a questa congettura ¢ dimostrato in [F-G],
ma soltanto per il caso G = SL(2,k).

L’obiettivo iniziale del presente lavoro era ottenere lo scopo ora espresso, cioe costruire
F2[G] e la sua k[q,q '] forma F,[G] e dimostrare la precedente congettura: tale scopo
e raggiunto con successo (cfr. Teorema 9.5) sviluppando una opportuna dualizzazione del
cosiddetto ”quantum double” di Drinfel’d. Ma oltre alla congettura gia formulata il metodo
sviluppato ci da vari altri risultati, primo fra tutti la costruzione di nuovi gruppi quantici,
che chiamiamo U,” (), che stanno ad U(h) come U’ (g) sta ad U(g); in particolare abbiamo
una forma intera (su k[q, ¢~ *]) £ (h) che & una quantizzazione di U (h) (cfr. Teorema 9.2), e
una forma intera U, (h) che ¢ una quantizzazione di F>°[G] (cfr. Teorema 9.7). Inoltre esiste
un accoppiamento di Hopf tra UM (h) e UM '(g), che chiamiamo accoppiamento di Poisson
quantico, che & un analogo quantico degli accoppiamenti di Hopf F[H] @ U(h) — k e
FIGl@U(g) — k, F*[G]®@U(g) — k e dell’accoppiamento di bialgebre di Lie h®g — k,
e che estende I'accoppiamento (di Hopf) quantico gia noto F[G] ® U?(g) — k(q); in
aggiunta, a livello classico esso fornisce per specializzazione dei nuovi interessanti accop-
piamenti F[G] x F[H| — k, F>~[G] x F[H|] — k che rispettano le strutture di Pois-
son. Come corollario otteniamo una nuova dimostrazione, molto semplice, del risultato di
[D-K-P], [D-P], gia citato, la cui dimostrazione originale invece & estremamente lunga e
complicata (cfr. Teorema 9.3). Infine siamo in grado di estendere tutto questo al contesto
generale dei gruppi quantici multiparametrici.

Cambiando punto di vista, ricordiamo che la teoria dei gruppi quantici alle radici
dell'unita e strettamente legata a quella dei gruppi algebrici in caratteristica positiva as-
sociati a GG'; questo fatto ¢ una delle cause di maggior interesse per i gruppi quantici, ed
e stato osservato inizialmente da Lusztig (cfr. [Lul] e [Lu2]), ma emerge anche da [D-K],
[D-K-P], [D-P]. Cosi Lusztig ha introdotto tra I’altro un analogo quantico del morfismo di
Frobenius; una costruzione parallela viene fatta anche in [D-P] per il gruppo di Poisson
duale H . Nel presente lavoro ci occupiamo anche di questi aspetti, e costruiamo esplici-
tamente nuovi morfismi di Frobenius quantici che sono ”in dualita” con quelli gia noti
rispetto all’accoppiamento di Poisson quantico.

Come abbiamo gia detto, i metodi che utilizziamo sono ugualmente efficaci nel caso
dei gruppi quantici uniparametrici e di quelli multiparametrici: pertanto i risultati che
otteniamo sono validi per tutta la famiglia di coppie di gruppi di Poisson (G7, H") che si
ottengono modificando la struttura di Sklyanin-Drinfel’d con I'introduzione del parametro
7 (cfr. [Re], [C-V1], [C-V2], e [D-K-P], §7.7(c)); in particolare quindi diamo una soluzione
del ”problema locale” per una vasta classe di gruppi di Poisson risolubili (i gruppi H”
appunto). Per una maggior chiarezza di esposizione sviluppiamo prima il caso unipara-
metrico, per il quale il macchinario tecnico da utilizzare € un po’ meno pesante; in seguito
estendiamo tutto al caso multiparametrico, indicando brevementee le modifiche da ap-
portare al procedimento gia visto, che sono poche e non sostanziali.

Spieghiamo ora brevemente la strategia seguita in questo lavoro. L’idea fondamentale
¢ studiare il duale lineare U} ()" di U}’ (g); poiché U} (g) & quoziente del Drinfel’d’s
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double D (U2, (b_), U (b)) , il suo duale & immerso in D (UZ,(b_), U2 (by.), )" ;

dato che D (U£¢(b_), Ué‘fw(b+),7r<p) ¢ isomorfo ad un prodotto tensoriale di algebre di

Borel quantiche, D (U(f@(g_),Ué‘f@(b+),71¢) = Uy, (by) @ UZ,(b_), per il duale si ha
D (U&,(b_), UM (by),my)" =2 UM (by)" @UZ,(b-)"; ora, 'esistenza di accoppiamenti di
Hopf perfetti tra algebre di Borel quantiche di segno opposto consente di identificare i
duali lineari di tali algebre con opportuni completamenti delle algebre con segno opposto:

. . . . * . . .
questo ci consente di trovare una presentazione di Ué‘ip (g)" per generatori e relazioni —

analoga a quella esistente per Uj’,(g) — che ci induce a definire U,%,(h) := Ué‘ﬁ;(g)*
(dove M’ dipende da M ) e ci consente di ottenere tutti i risultati annunciati; in ragione
della loro costruzione chiamiamo i nuovi oggetti — gli Ué‘ip(f)) — gruppi formali quantici
(multiparametrici).

In alternativa alla strategia ora delineata presentiamo anche un altro approccio, in ter-
mini di altri nuovi oggetti — indicati con F,,";>*[G] — che chiamiamo gruppi quantici (mul-
tiparametrici) formali; la terminologia simile ma differente manifesta il fatto che Ué‘io(h)
e F}.*[G] forniscono due quantizzazioni diverse dei medesimi oggetti classici U(h") e
F~[GT], le quali prendono spunto da due diversi modi di realizzare F'> [GT]. In effetti an-
che questo secondo approccio da risultati interessanti: precisamente sviluppiamo un modo
alternativo di costruire quantizzazioni di F'>~ [G7] e U(h7), diverse da quelle ottenute per
mezzo dei gruppi formali quantici (multiparametrici). Questo risultato e la sua intrinseca
"naturalezza” rendono interessante anche il metodo dei gruppi quantici (multiparametrici)
formali, sebbene sia piu debole — per varie ragioni — di quello dei gruppi formali quantici
(multiparametrici); cosl presentiamo tale metodo alternativo sia per maggior completezza
sia anche per favorire, per contrasto, una piu profonda comprensione del metodo principale,
quello dei gruppi formali quantici (multiparametrici).

Diamo infine una breve ”guida alla lettura”.

Il Capitolo I e dedicato a introdurre le nozioni classiche: nel §1 definiamo le strutture
algebriche e geometriche di cui parliamo in generale, mentre nel §2 definiamo i gruppi di
Poisson particolari che vogliamo quantizzare.

Il Capitolo II tratta la quantizzazione uniparametrica. I paragrafi da 3 a 6 sono una
raccolta di risultati noti, principalmente tratti da [D-L] (non di meno, intervengono alcune
modifiche — lievi nella sostanza, ma significative dal punto di vista tecnico — necessarie
per presentare in forma coerente risultati tratti da fonti diverse). Nel §3 definiamo le
sottoalgebre di Borel quantiche, le loro forme intere, e i ben noti accoppiamenti tra di esse
(che qui chiamiamo accoppiamenti DRT); il §4 ¢ dedicato al ”quantum double” di Drinfel’d,
la cui costruzione ¢ presa da [D-L], §4; nel §5 introduciamo le algebre inviluppanti universali
quantiche (o quantizzate) U,*(g), seguendo [D-L] e [D-P], e richiamiamo i risultati sulla
specializzazione delle loro forme intere e l’esistenza di morfismi di Frobenius quantici; nel
§6 trattiamo le algebre quantiche di funzioni, traendo definizioni e risultati su F,*[B] e
F'[G] da [D-L].

I paragrafi da 7-10 (insieme ai §§12—15 che li estendono al caso multiparametrico) cos-
tituiscono la parte originale della presente tesi. Il §7 & il ndcciolo del lavoro: usando
il linguaggio dei gruppi formali quantici (che introduciamo appositamente), studiamo il
duale di U," '(9), immerso nel duale di un quantum double, e miglioriamo vari risultati di
[D-L], preparando cosi il terreno per la parte sostanziale della tesi. Nel §8 assiomatizziamo



i risultati del §7 introducendo le algebre inviluppanti universali quantiche (o quantizzate)
U, (h) e le loro forme intere. Il §9 & dedicato alla specializzazione alle radici dell’unita:
in particolare per ¢ — 1 dimostriamo che i nuovi gruppi quantici Uy’ (h) forniscono una
quantizzazione di U(h) e di F>~[G], dimostriamo che F,[G] ¢ una deformazione quantica
di U(h), come congetturato, e proviamo anche che I'accoppiamento di Poisson quantico
”quantizza” gli accoppiamenti classici (di Hopf e di Poisson) che caratterizzano una coppia
di gruppi di Poisson (o gruppi di Poisson formali) duali 'uno dell’altro, e ne fornisce di
nuovi; quando poi ¢ — € (dove € & una radice ¢—esima primitiva dell’unita, con ¢ dis-
pari) costruiamo morfismi di Frobenius quantici U2(h) —» U (), UT(h) — ULZ(H),
F2[G] — FY|G] analoghi a quelli gia noti introdotti in [Lu3], [D-L], [D-P], e di essi ”du-
ali” rispetto agli accoppiamenti di Poisson quantici. Infine nel §10 introduciamo i gruppi
quantici formali: di essi diamo una presentazione per generatori e relazioni, li confrontiamo
con i gruppi formali quantici, e infine dimostriamo vari risultati di specializzazione.

Aggiungiamo inoltre una Appendice che descrive in dettaglio il caso di G = SL(2,k)
come esempio illuminante.

Il Capitolo III infine tratta la quantizzazione multiparametrica, imitando procedure
e dimostrazioni del Capitolo II: cosi richiamiamo rapidamente il materiale necessario sui
gruppi quantici multiparametrici (tratto principalmente da [C-V1], [C-V2]) e poi adattiamo
al caso generale le argomentazioni usate nel Capitolo 1I, estendendo cosi i risultati la
esposti. Dunque nel §11 richiamiamo i risultati noti, e nei §§12-15 generalizziamo passo
per passo le costruzioni e i risultati dei §§7-10.



CAPITOLO I
GLI OGGETTI CLASSICI

§ 1 Definizioni fondamentali

1.1 Strutture di Hopf. Sia R un anello commutativo con unita 1 € R.

Per definizione una R—algebra ¢ un R—modulo A insieme con un morfismo di R—moduli
m:A®r A — A, detto moltiplicazione o prodotto di A; si dice che A (oppure m) &
associativa se mo(idg ® m) = mo(m ® id4) , cioe & commutativo il seguente diagramma

ARpAQp A 1AM Ao A

m®idAl J(m

ArA —— A
Infine si dice unita di A (se esiste) un morfismo di R-moduli u: R — A (unico, se

esiste) tale che mo(ida®u) = jq, mo(u®idy) = js (dove jy: AQgRR — A, jo: ROgpA —>
A), cioe siano commutativi i seguenti diagrammi

AQp R A% A on A Rop A 2294, Agn A
.| I | I
A — A A — A
ida ida

per abuso di notazione si dice anche unita di A l’elemento u(1) di A, indicato ancora
con 1.

Indicheremo dunque un’algebra (associativa) con unita, o unitaria, con una terna
(A,m,u), in cui m & il prodotto e u & l'unita: tali oggetti formano chiaramente una
categoria.

In particolare si dice che A (oppure m) ¢ commutativa se mooc = idgom (dove
o:x @Y — yRax), cioé & commutativo il seguente diagramma

A®RA ; A®RA

ml lm

A _ A
ida

Le definizioni ora date possono essere dualizzate considerando la categoria duale: in
pratica quindi le nozioni duali si ottengono invertendo le frecce nelle definizioni e nei
diagrammi su scritti, e nella notazione un prefisso ”co-" indichera questo tipo di genesi.



Per definizione una R—coalgebra ¢ un R-modulo C insieme con un morfismo di R—
moduli A:C — C ®gr C, detto comoltiplicazione o coprodotto di C'; si dice che C
(oppure A) & coassociativa se (idc @ A)oA = (A®idc)oA , cioe & commutativo il seguente
diagramma

CorC®rC Jdc®h C®rC

A®idcT TA

C®rC — C
A

Infine si dice counita di C (se esiste) un morfismo di R—moduli e:C' — R (unico, se

esiste) tale che (ide ® €)oA = jg, (€ ® idc)oA = js (dove j4:C = ®r R, js:C =,
R ®p (), cioe siano commutativi i seguenti diagrammi

ido®e eRidco

CQrR «——— C®rC RrC «—— C®grC
de TA jST TA
C —— C ¢ — C
idc idc

Indicheremo dunque una coalgebra (coassociativa) con counita, o counitaria, con
una terna (C, A, €), in cui A ¢ il prodotto e A & I'unita: tali oggetti formano chiaramente
una categoria.

In particolare si dice che C' (oppure A) ¢ cocommutativa se goA = Acidy (dove
o:x @Y — yRx), cioé & commutativo il seguente diagramma

C@RC —7 C®RC

Nota: Per convenzione i valori A(z), per x € C, si indicano con la "notazione ¢”, cioe
si scrive A(z) = 32, 2(1) ® 2(2) (€ C ®r C); se A & coassociativa si ha (A ® idc)oA =
(ide ® A)oA | e per induzione l'operazione ottenuta applicando successivamente A ad uno
qualunque dei fattori tensoriali coinvolti ad ogni passo per un numero n di volte non
dipende dalla scelta di tali fattori ma soltanto da n € N: in particolare tale operazione &
uguale a HZ’;& A ® (ide®*) (scegliendo ogni volta il primo fattore), dunque si pone

n—1

A =TT A @ (ide®) = ((-+ (A ®ide) ® ide) ® -+ @ ide) @ idc) o

— vV
k=0 n—1

o((' .- ((A@ch) (024 ’de) X ch) & idc)}o ce o((A & ch) X idc)o(A X idc)oA

~-
n—2




e si serive A (z) = Do) (1) B T(2) @+ @ T(n41) perogni v € C,neN.

Una R-bialgebra ora € una cinquina (B, m,u,A ¢€) tale che (B, m,u) sia una R-
algebra, (B, A, €) sia una R—coalgebra, e le due strutture siano compatibili, nel senso che
m: B&rB — B sia un morfismo di R—coalgebre (dove B® g B ha una struttura canonica di
R-coalgebra, data da Apg,p(z®Y) := 3 ) () (T1)®Y1))®(T@2)®Y@2) ), A:B — BIrB
sia un morfismo di R-algebre (dove B ® g B ¢ una R—algebra con prodotto mpg,p((z1 ®
Y1) @ (x2 ®Ys2)) := 122 @ Y12 ), € cosi anche u: R — B sia un morfismo di R—coalgebre e
e: B — R sia un morfismo di R—algebre; tali oggetti formano chiaramente una categoria.

Sia ora H una bialgebra sull’anello R: chiamiamo antipodo di H un morfismo di
R-moduli S: H — H (unico, se esiste) tale che

S *idy = mO(S X idH)oA = Uo€ , idyg % S = mo(idH X S)OA = UoE

cioe siano commutativi i seguenti diagrammi

H UOE€ o o Uo€ H
2| [ 2| [
H@RH—>H®RH H@RH—>H®RH
S®idgy 1dg®S

Una R-bialgebra H dotata di antipodo S si dice algebra di Hopf: dunque un’algebra
di Hopf & definita da una sestupla (H,m,u, A €,S); tali oggetti formano chiaramente una
categoria.

Date due R-algebre di Hopf H e K, si dice accoppiamento di Hopf tra H e K un
accoppiamento bilineare (, ): H ® K — R tale che

(x-y,z) =(r®y,A(z)), (x,z-w) = (Ax), 2z @ w)
<17Z> = E(Z) ) <xv 1> = E(x) ) <S(x)7 Z> = <:L“, S(Z)>

(assumendo <x RY, 2R w> = (x,z) - (z,w) ) per ogni x,y € H, z,w € K.

Un accoppiamento di Hopf si dice perfetto se ¢ non degenere: in tal caso diremo
che H e K sono algebre di Hopf duali 'una dell’altra (o che sono in dualita di Hopf), e
penseremo 1'una come algebra di funzioni sull’altra: con l’espressione dualita di Hopf
faremo quindi riferimento alla relazione tra due algebre di Hopf duali I'una dell’altra nel
senso ora precisato.

Vogliamo ora generalizzare le nozioni precedenti, introducendo categorie piu vaste, con-
siderando anche strutture topologiche (cfr. [Di], ch. I).

Per cominciare, sia E uno spazio vettoriale su un campo K (si puo poi generalizzare piut
o meno tutto cio che segue al caso dei moduli su un anello), e sia E* il suo duale (lineare);
scriveremo com’e usuale (z*,x) per z*(z) quando = € E e z* € E*. Definiamo su E* la
topologia o(E*, E) come la topologia meno fine tale che per ogni = € E la trasformazione
lineare x* — (z*,x) di E* in K sia continua, quando K sia dotato della topologia discreta.
Pertanto un sistema fondamentale di intorni di 0 in E* consiste delle intersezioni finite di
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iperpiani definiti da equazioni (z*,z;) = 0 per ogni successione finita {z; }j in F; si
noti che tali intorni hanno codimensione finita in £*. Un modo conveniente di descrivere
questa topologia consiste nello scegliere una base {e;},.; di £/: ad ogni i € I associamo la
corrispondente forma lineare (coordinata) e} su E tale che (e}, e;) = d;;, e diciamo che la
famiglia {ej},.; ¢ la pseudobase di E* duale di {e;},.;; allora il sottospazio E’ di E che
¢ generato (algebricamente) dagli e ¢ denso in E*, e E* non ¢ altro che il completamento
di E', quando E’ sia dotato della topologia per cui un sistema fondamentale di intorni di
0 consista dei sottospazi vettoriali che contengono quasi tutti gli e} ; cosi gli elementi di
E* possono essere descritti da serie negli e che nella topologia assegnata sono in effetti
convergenti. Infine, gli spazi vettoriali topologici E* sono caratterizzati dalla proprieta di
compattezza lineare.

Quando si dualizza due volte, ogni forma lineare su E* che sia continua per la topologia
o(E*, E) é necessariamente del tipo z* +— (x*,z) per un unico z € F, quindi si riottiene
FE come duale topologico di E*.

Se ora F, F sono due spazi vettoriali su K, siano E*, F* i loro spazi duali, con le
topologie o(E*, E), o(F*, F'); per ogni applicazione lineare u: E — F', la sua applicazione
trasposta u*: F* — E* & continua, e viceversa per ogni applicazione lineare v: F* — E*
che sia continua esiste un’unica applicazione lineare u: E — F' tale che v = u*.

Quando si considerano prodotti tensoriali, £F* ® F* si identifica naturalmente ad un
sottospazio di (E ® F)* tramite la formula (z* ® y*,z ® y) := (z*,z) - (y*,y). In ag-
giunta, questa formula mostra che se {e;},.; € {f;};c; sono basi di E e F' rispettivamente,
ed {ej},c; e {f;‘}jEJ le loro pseudobasi duali in E* e F*, allora {ef ® f;}z‘el,jeJ e la
pseudobase duale di {¢; ® f;},c; ;c; in (E® F)*. Questo prova subito che (E® F)* &
il completamento di E* ® F™* per la topologia prodotto del prodotto tensoriale, cioe la
topologia di E* ® F* per la quale un sistema fondamentale di intorni di 0 consista degli
insiemi F* @V + W ® F* dove V, risp. W, varia in un sistema fondamentale di intorni
di 0 composto di sottospazi vettoriali di F'*, risp. E*; questo completamento ¢ denotato
anche con E* ® F* ed ¢ chiamato prodotto tensoriale completato (o topologico) di E* e F*;
I'immersione naturale di E* ® F* in (E® F)* = E*® F* ¢ allora ovviamente continua.
Infine, quando u: By — FE5, v: F; — F5 sono applicazioni lineari, I’applicazione trasposta

(W) (Fa®@F) =EiQF — (B, @ F) = Ef Q F}

coincide con P’estensione continua (cioé per continuitd) a Ejf ® F dell’applicazione con-
tinua u* @ v*: 5 @ Ff — Ef ® F; ; percio si indica anche con u* ® v* .

Detto questo, definiamo algebra linearmente compatta un’algebra topologica il cui sot-
tostante spazio vettoriale (o modulo libero) sia linearmente compatto (si noti che questa &
esattamente la stessa definizione di [Di], ch. I, §2.7, tranne per il fatto che non richiedia-
mo la commutativita): allora le algebre linearmente compatte formano una sottocategoria
piena della categoria delle algebre topologiche (in cui quelle di dimensione finita sono quelle
discrete); inoltre per ogni coppia di oggetti A; e Ay in questa categoria ¢ definito il loro
prodotto tensoriale topologico A; ® As .

Dualmente, nella categoria degli spazi vettoriali linearmente compatti definiamo coal-
gebra linearmente compatta una terna (C,A,¢) con A:C — CRC e eC — K che
soddisfino gli usuali assiomi di coalgebra gia introdotti.
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Si puo allora verificare (con le stesse argomentazioni di [Di], ch. I, che non necessitano
mai della commutativitdh né della cocommutativita) che ()":(4,m,u) — (A*, m* u*)
definisce un funtore controvariante dalle algebre alle coalgebre linearmente compatte, men-
tre ()*:(C,A,e) — (C*,A* ¢*) definisce un funtore controvariante dalle coalgebre alle
algebre linearmente compatte.

Infine definiamo algebra di Hopf formale una sestupla (H,m,u, A e, S) tale che
(H,m,u) sia un’algebra linearmente compatta, (H,A,¢€) sia una coalgebra linearmente
compatta, e siano soddisfatti gli assiomi di compatibilita (tra m, u, A, e e §') di un’algebra
di Hopf. Nel seguito considereremo anche le "usuali” algebre di Hopf come particolari
algebre di Hopf formali, in quanto la categoria delle algebre di Hopf e contenuta nella
categoria delle algebre di Hopf formali.

Piu in generale, possiamo definire strutture di Hopf anche per spazi vettoriali (o moduli)
topologici H per i quali sia definita una struttura di spazio vettoriale (o modulo) topologico
su un opportuno completamento H ® H di H® H, estendendo quanto gia fatto per gli spazi
linearmente compatti, cioé in sostanza sostituendo H® H con H @ H nella definizione della
comoltiplicazione. Se H e un tale spazio, definiamo algebra di Hopf topologica una
sestupla (H,m,u, A, €, S), tale che (H,m,u) sia un’algebra topologica, A: H — H® H e
e: H — k siano morfismi di algebre topologiche, S: H — H sia un’applicazione continua,
e siano soddisfatti i vari assiomi di compatibilita di un’algebra di Hopf. Le algebre di Hopf
formali allora non sono altro che un caso particolare di algebre di Hopf topologiche.

Infine estendiamo la nozione di accoppiamento di Hopf anche al caso di accoppiamenti
tra algebre di Hopf formali.

Bibliografia: Per una trattazione diffusa dei concetti ora introdotti si puo fare riferi-
mento a testi standard sulle algebre di Hopf, quali [M-M], [Sw] e [Ab], e a [Di], ch. I, per
le algebre di Hopf formali.

1.2 Strutture di Lie. Sia R un anello commutativo con unita.

Un’algebra di Lie su R ¢ un R—modulo con un morfismo (di R—moduli) [, |:g®rg —
g (detto bracket o parentesi o prodotto di Lie) tale che

[z,2] =0, [z, [y, 2] + [y, [2,2]] + [z, [z,9]] =0,  Vz,y,z€9.

Una coalgebra di Lie su R ¢ un R-modulo g con un morfismo (di R-moduli)
d:g — g Qi g (detto cobracket o coparentesi o coprodotto di Lie) tale che

6(2) +0(6(x)) =0, A(s@idg(5(2)) =0, Vaeg,

dove 0:g®g — g®g edatada o(x®y) :=y®z (dunque 6(x) & antisimmetrico, in altre
parole §(g) CgANgCg®g)e Alt(z; @ x2 ® x3) := desg To(1) ® To2) @ To(3) -
Nota: dalle definizioni stesse segue che algebra di Lie e coalgebra di Lie sono nozioni

duali I'una dell’altra, nel senso che (assumendo per semplicita che i moduli in esame siano
finitamente generati)

(g, [, ]) ¢ un’algebra di Lie <= <g*, [, ]*) ¢ una coalgebra di Lie
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e viceversa
<g, 5) e una coalgebra di Lie <= (g*, 5*) e un’algebra di Lie

dove g* ¢é il duale lineare di g e T* indica il morfismo duale di un morfismo (R-lineare) T'.

Osserviamo anche che — come nel caso delle algebre e coalgebre — le proprieta di cui
godono le operazioni di un’algebra di Lie o una coalgebra di Lie possono essere espresse in
termini di diagrammi commutativi, e allora appare chiaro che le due nozioni si ottengono
I'una dall’altra invertendo le frecce nei diagrammi.

Una bialgebra di Lie su R & una terna (g, [, ], 5) tale che (g, [, ]) sia un’algebra di

Lie, (g, 5) sia una coalgebra di Lie, e le due strutture siano compatibili, nel senso che

5<[x,y]> = ad, (5(y)> —ad, <6(x)> Vz,yeg

dove ad, indica ’azione aggiunta (di g) su g® g data da ad,(u®v) := [z,u| @V+u R [z, V]
(in altre parole, si richiede che ¢ sia un 1-cociclo rispetto all’azione aggiunta di g su g®g).

Dall’osservazione precedente segue che se (g, [, ], 5> e una bialgebra di Lie, allora anche

la terna duale (g*, [, ]*> ¢ una bialgebra di Lie; dunque la nozione di bialgebra di Lie

¢ in un certo senso autoduale.
Nel seguito useremo anche 'espressione struttura di Poisson (su g) per indicare una
struttura di bialgebra di Lie (su g) che estenda una struttura di algebra di Lie (su g).

Date due R-bialgebre di Lie g e b, si dice accoppiamento di Poisson o accoppia-
mento di bialgebre di Lie tra g e h un accoppiamento bilineare { , ):g®bh — R tale

che
<[:L‘,y],z> = <:c®y,5(z)>, <m, [z,w]> = <5(af;),z®w>

per ogni z,y € g, z,w € h. Diremo perfetto un accoppiamento di Poisson non degenere:
in tal caso diremo che g e h sono bialgebre di Lie duali I'una dell’altra, e con ’espressione
dualita di Poisson (tra bialgebre di Lie) faremo riferimento alla relazione tra bialgebre
di Lie duali 'una dell’altra nel senso ora precisato.

Consideriamo ora un altro approccio alle bialgebre di Lie. Si definisce terna di Manin
una terna (¥, g, h) di algebre di Lie in cui ¢ sia dotata di un prodotto scalare ( , ) simmetrico,
non degenere ed invariante (rispetto all’azione aggiunta) tale che

(a) g e b siano sottoalgebre di Lie di ¢
(b) ¢=g@h come R—moduli
(c) g e b siano isotrope massimali rispetto a ( , ).
L’equivalenza di cui sopra si stabilisce allora come segue: data una bialgebra di Lie

<g,[ , ],5) si costruisce univocamente una struttura di terna di Manin sulla terna

(g D g*,g,g*), dove g <1 g* indica g & g* con una struttura di algebra di Lie univo-

camente determinata in termini di [, | e J; viceversa, data una terna di Manin (¥,g,b),

esistono isomorfismi canonici h = g*, g = h” cosi che (g,[ , ]g,[ , ]b*) e <h,[ , ]h’[ , ]g*>
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siano bialgebre di Lie, e allora anche £ ¢ una bialgebra di Lie. Dunque ’equivalenza mette
in corrispondenza le terne di Manin con le coppie di bialgebre di Lie duali I'una dell’altra.

Bibliografia: Le algebre di Lie costituiscono un argomento classico e ben noto in tutta
la matematica, sul quale esiste una vastissima letteratura. Coalgebre e bialgebre di Lie
sono invece nozioni recenti, introdotte da Drinfel’d (cfr. [Drl]) e Taft (cfr. [Tal); la cor-
rispondenza tra bialgebre di Lie e terne di Manin ¢ spiegata in [Drl].

1.3 Strutture di Poisson. Sia R un anello commutativo con unita.

Un’algebra di Poisson (linearmente compatta) su R ¢ una quaterna (A, m,u, {, })
tale che (A, m,u) sia un’algebra associativa unitaria (cio¢ con unita) commutativa (linear-
mente compatta), (A, {, }) sia un’algebra di Lie, e le due strutture siano compatibili, nel
senso che sia soddisfatta 1’identita di Leibniz

{a,bc} = {a,b}c+ b{a,c} Va,bce A
cioe si abbia
[ Yelida@m) =mo({ , y@ida) +mo(ida@{ , })oorz

dove 012: 11 ®$2®$3|—>$2®ZC1®$3.

Una coalgebra di Poisson (linearmente compatta) su R ¢ una quaterna (C, A, ¢, d)
tale che (C, A, €) sia una coalgebra coassociativa counitaria (cio¢ con counita) cocommu-
tativa (linearmente compatta), (C,d) sia una coalgebra di Lie, e le due strutture siano
compatibili, nel senso che sia soddisfatta la coidentita di Leibniz

(idc & A)O((S(.ZE)) = Z <5($(1)) X x(2) + 012 (x(l) &® 5(1’(2)>>> Veel
(z)

cioe si abbia
(ch & A)05 = (5 X idc)oA + Ulgo(idc & (S)OA
dove 012: 21 @ To @ T3+ T2 Q11 ® 3.

Nota: Anche in questo caso le due nozioni sono duali 'una dell’altra, nello stesso senso
della Nota in §1.2.

Un’algebra di Hopf Poisson (formale) su R ¢ una settupla (P,m,u, Ae, S {, })
tale che (P,m,u, A, e, S) sia un’algebra di Hopf (formale) commutativa, (P,m,u,{ ) })
sia un’algebra (linearmente compatta) di Poisson, e le due strutture siano compatibili, nel
senso che valgano le identita

A({f,g9}) ={A),Al9)}, SHS g}) =1{S5@),5(f)}, e({f.g})=0 VfgeP

dove il bracket di Poisson su P ® P ¢ definito canonicamente da

{h@k,p®q}:={hp} ®kq+hko{p,q}.
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Una coalgebra di Hopf Poisson (formale) su R & una settupla (/C,m,u, Ae, S, 6)
tale che (IC,m,u, A ¢, S) sia un’algebra di Hopf (formale) cocommutativa, (K, A, €, d) sia
una coalgebra di Poisson (linearmente compatta), e le due strutture siano compatibili, nel
senso che valgano le identita

6(a-b) = 6(a)-A(b)+A(a)-6(b), §(S(a)) = (S®S)(6(a)), (e®e)(6(a)) =0 Va,be K.

Bibliografia: La nozione di algebra di Poisson (eventualmente linearmente compatta)
e classica e ben nota, cosi come le nozioni ad essa collegate (coalgebra di Poisson, algebra
di Hopf Poisson formale, ecc.), cfr. ad esempio [Bra] e [K-V].

1.4 Gruppi di Poisson. Com’e noto, le varieta algebriche affini su un campo k
possono essere messe in corrispondenza con le k—algebre commutative di un certo tipo:
tale corrispondenza si esprime rigorosamente in una antiequivalenza di categorie; piu in
generale la categoria degli schemi affini su un anello R ¢ antiequivalente alla categoria delle
R-algebre commutative (associative unitarie).

Se nella categoria delle algebre commutative (associative unitarie) isoliamo la sottocate-
goria delle algebre di Hopf, il corrispondente geometrico ¢ la categoria dei gruppi algebrici
(o degli schemi in gruppo) affini. Se invece isoliamo la sottocategoria delle algebre di
Poisson, allora il corrispondente geometrico ¢ la categoria delle varieta algebriche (o degli
schemi) di Poisson. Se poi isoliamo la sottocategoria intersezione, cioe quella delle algebre
di Hopf Poisson, allora nel contesto geometrico si individua la categoria dei gruppi alge-
brici (o degli schemi in gruppo) di Poisson affini. Se infine ci allarghiamo a considerare la
categoria piu ampia delle algebre di Hopf Poisson formali otteniamo la categoria dei gruppi
algebrici (o degli schemi in gruppo) di Poisson affini formali.

Un analogo discorso puo essere fatto considerando diverse categorie iniziali di algebre,
e allora si otterrano diverse categorie di oggetti geometrici, quali le varieta topologiche,
o differenziabili, o analitiche (reali o complesse), etc. etc., o anche i "germi di varieta”
corrispondenti (se consideriamo le algebre linearmente compatte ma non discrete), nelle
quali restano allora definiti i gruppi di Poisson topologici, o differenziabili (tra cui quelli
di classe C'*°, detti ”gruppi di Lie-Poisson”), o analitici (reali o complessi), etc. etc, detti
”formali” se l'oggetto geometrico associato € solo un germe di varieta (in altre parole, se
'algebra di Hopf di partenza & formale).

Passiamo dunque a precisare la nozione di gruppo di Poisson.

Sia G un gruppo algebrico affine su un campo k algebricamente chiuso di caratteristica
zero (¢ facile poi estendere le definizioni al caso piu generale degli schemi in gruppo di
Poisson su un anello pitt generale); ad esso e canonicamente associata un’algebra di Lie
g := Lie(G), identificabile con lo spazio T.(G) tangente a G nell'identita (che di qui in
avanti sara sempre indicata con e € G ); com’¢ noto, g determina localmente il gruppo G
in un intorno dell’identita (e consente di ottenere G per integrazione se esso € connesso
e semplicemente connesso), o in altri termini ne ”codifica” la struttura infinitesimale.
Inoltre si associa a G in modo univoco il gruppo formale (o germe di gruppo) G, che
geometricamente puo essere pensato come un intorno infinitesimale dell’elemento identita
e €.

Alla coppia (G, g) si associa canonicamente una coppia di algebre di Hopf (F[G],U(g)),
dove F[G] ¢ l'algebra delle funzioni regolari su G e U(g) ¢ ’algebra inviluppante universale
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dell’algebra di Lie g. Ricordiamo che la struttura di Hopf di F[G] ¢ definita da

A(f)z@y) = flz-y), S(f)@):=f(=""), e(f)=Ffle) Vred

per ogni f € F[G] (qui si fa uso dell’isomorfismo naturale F|G x G| = F[G] ® F[G]),
mentre quella di U(g) ¢ definita da

Alg)=g@1+1®g, S(g):=-g, €g):=0

per ogni g € g (qui si utilizza il fatto che U(g) & generata da g come algebra).

Inoltre si puo anche definire, in modo diretto, il gruppo formale G*° univocamente
associato a G' come ”spettro” dell’algebra di Hopf formale F*°[G]: questa & definita come
completamento me—adico dell’anello locale (O, m.) dell’elemento identita e € G, ed ¢ tale
che F>~[G] & completamento m.—adico di F[G] (dove m, & l'ideale massimale di F'[G]
associato a e € G ; basta applicare il Teorema di Intersezione di Krull) e F><[G] = (U(g)) .
(cfr. [On], Part I, Ch. 3, §2); in particolare abbiamo F[G] C F*[G], e F[G] ¢ sottoalgebra
di Hopf formale di F>~[G].

Data l’algebra F[G], la varieta soggiacente a G si ricostruisce come schema massimale
di F[G], e la sua struttura di gruppo ¢ data dalla struttura di Hopf di F[G]: cosi F|[G]
descrive G del tutto in modo globale; d’altra parte, a livello infinitesimale, data U(g) si
ricostruisce lo spazio vettoriale soggiacente a g come sottoinsieme degli elementi primitivi
(cioe tali che A(z) =2z®1+1®x) di U(g), e la sua struttura di algebra di Lie & data per
restrizione da quella naturale di U(g) (definita da [z,y] := xy — yx ): cosi U(g) descrive
completamente g, e quindi codifica completamente il dato locale del gruppo G. D’altra
parte lo stesso € vero per F'*°[G], per definizione o anche perché F>~[G] = (U(g))* .

Tra F'[G] e U(g) esiste un accoppiamento di Hopf perfetto naturale 7: F|G|®U(g) — k:
se si realizza g come algebra di Lie Derg(G) delle derivazioni su F'[G] invarianti a sinistra,
allora U(g) e 'algebra degli operatori differenziali su F[G] invarianti a sinistra, e quindi
m non ¢ altro che la valutazione: (f,D) = D(f) per ogni funzione f ed ogni operatore
differenziale D invariante a sinistra. Dunque F[G] e U(g) sono algebre di Hopf duali I'una
dell’altra, e 'una opera come algebra di funzioni sull’altra. D’altra parte esiste anche
un accoppiamento naturale non degenere m: F~[G] ® U(g) — k dato dalla valutazione,
giacché F>[G] = (U(g))* : tale accoppiamento ¢ estensione di 7: F|G] ® U(g) — k (nel
senso che il secondo si ottiene per restrizione dal primo, ricordando che F[G] C F~|[G]),
ed & anch’esso un accoppiamento di Hopf (tra algebre di Hopf formali).

Un gruppo (algebrico affine) di Poisson ¢ un gruppo (algebrico affine) G dotato di
un 2-tensore antisimmetrico controvariante mw: G — Ders(G) A Ders(G) tale che

7(zy) = dLyom(y) + dRyom(z) Ve,ye G

dove L., risp. R, indica la traslazione sinistra, risp. destra, rispetto a z € G, risp. y € G.
A livello infinitesimale, ci0 corrisponde all’esistenza di una struttura di bialgebra di Lie
su g, cioe

G ¢ un gruppo di Poisson = g e una bialgebra di Lie;
viceversa, questo risultato si inverte localmente, cioe 1’esistenza di una struttura di bialge-
bra di Lie su g implica l’esistenza di una struttura di Poisson locale su G (nel senso che si
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ha un 2-tensore m come sopra definito soltanto localmente, in un intorno di e € G'); sotto
ipotesi aggiuntive tale struttura e globale: cosi ad esempio se G ¢ connesso e semplicemente
connesso si ha
G ¢ un gruppo di Poisson <= g e una bialgebra di Lie.

Piu precisamente, se ci poniamo nella categoria dei gruppi di Lie-Poisson (cioe dei gruppi
di Poisson differenziabili di classe C*°) vale un analogo del Terzo Teorema di Lie, che sta-
bilisce un’equivalenza tra la categoria dei gruppi di Lie-Poisson connessi semplicemente
connessi e la categoria delle bialgebre di Lie.

Dal punto di vista algebrico 'esistenza di strutture di Poisson geometriche (cioé su G
o su g) corrisponde all’esistenza di strutture di Poisson o co-Poisson sulle algebre di Hopf
(formali) associate, secondo lo schema seguente:

- contesto globale:

G ¢ un gruppo di Poisson <= F[G] ¢ un’algebra di Hopf Poisson

- contesto locale:
. . . Ul(g) ¢ una coalgebra di Hopf Poisson
g ¢ una bialgebra di Lie <= . . .
F>=[G] ¢ un’algebra di Hopf Poisson formale

in aggiunta (se G & un gruppo di Poisson) le su citate strutture di Poisson e co-Poisson
sono duali I'una dell’altra rispetto all’accoppiamento di Hopf m: F[G] ® U(g) — k, cioe

({£.9%,u) = (F 2 9.6u))

per ogni f,g € F[G], u € U(g). Osserviamo infine che se <g,[ , ],5) ¢ una bialgebra di

Lie, allora la struttura di coalgebra di Hopf Poisson su U(g) & univocamente determinata,
perché U(g) ¢ generata da g (come algebra) e allora la regola d(a-b) = d(a)-A(b)+ A(a) -
d(b) (Va,be U(g)) permette di estendere 6 univocamente da g a tutta U(g).

Sia ora GG un gruppo di Lie-Poisson: allora g ¢ una bialgebra di Lie; in particolare il
suo spazio vettoriale duale g* ¢ anch’esso una bialgebra di Lie: per 'analogo del Terzo
Teorema di Lie allora esiste un gruppo di Lie connesso semplicemente connesso G* che &
un gruppo di Lie Poisson con bialgebra di Lie tangente g*: esso e chiamato gruppo di
Lie-Poisson duale di G.

Piu in generale, se partiamo dal dato infinitesimale di una terna di Manin (¥, g,b),
integrando le tre bialgebre di Lie otteniamo una terna di gruppi di Lie-Poisson connessi
semplicemente connessi (K, G, H) tali che Lie(K) = ¢, Lie(G) = g, Lie(H) = b, e d’altra
parte abbiamo degli isomorfismi h = g*, g = h*, per cui diremo che G e H sono gruppi
di Lie-Poisson duali I'uno dell’altro; inoltre I'isomorfismo di bialgebre di Lie € = g b
si integra ad un isomorfismo locale di gruppi di Lie-Poisson K = G <t H (dove G <1 H
indica il gruppo di Lie G x H dotato di una struttura di Poisson univocamente determinata
da quelle di G e H): in altre parole i germi di gruppo di Lie-Poisson di K e G <1 H sono
isomorfi.

Per ”globalizzare” queste nozioni e adattarle al contesto dei gruppi algebrici introducia-
mo una nuova nozione: si dice terna algebrica di Manin (cfr. [D-P], §11.3) una terna
di gruppi algebrici (K, G, H) tali che

(a) G e H siano sottogruppi chiusi di K
(b)) K =G x H come gruppi algebrici
(c) la terna "tangente” (¥,g,h) sia una terna di Manin;
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in tal caso la struttura di Poisson di K & univocamente determinata da quelle di G e H,
e precisamente si ha K = G <1 H. In particolare se (K, G, H) ¢ una terna algebrica di
Manin diremo che G e H sono gruppi di Poisson (algebrici) duali 'uno dell’altro, e con
I’espressione dualita di Poisson (tra gruppi algebrici) faremo riferimento alla relazione
tra gruppi (algebrici) di Poisson duali 'uno dell’altro nel senso ora precisato.

Bibliografia: Lo studio dei gruppi di Poisson e parte dello studio delle varieta di Poisson
(il quale rientra nell’ambito della geometria simplettica, della quale & uno sviluppo recente);
queste ultime sono trattate ad esempio in [Li], [Be|, [Wel], [B-V], [We2], [D-W], mentre
come primi lavori importanti sui gruppi di Poisson ricordiamo tra gli altri [Mal], [Se],
[K-M], [Ko], [L-W], [G-W]: infine [Ca] ¢ una vasta dissertazione sullo ”stato dell’arte” nel
1992.

1.6 Forme intere. Sia R un anello (commutativo unitario), e sia R’ un sottoanello
di R; sia M un R-modulo, e sia M’ un R'-sottomodulo piatto di M : si dice che M’ ¢
una forma intera di M su R’, o che M’ ¢ una R'—forma di M, come R-modulo, se
M= R®pr M come R-moduli. Se poi M ¢ una R-algebra, risp. una R—coalgebra, ecc.,
si dice che M’ ¢ una forma intera di M su R’, o che M’ ¢ una R'—forma di M, come
R—algebra, risp. come R—coalgebra, ecc., se M = R @r M’ come R-algebre, risp. come
R—coalgebre, ecc. In particolare condizione sufficiente affinché M’ sia R'—forma di M ¢ che
M’ abbia un sistema di generatori lineari (su R’) che sia anche un sistema di generatori
lineari (su R) di M.

Se consideriamo R-moduli con una topologia, preciseremo le nozioni precedenti come
segue: dato un R—modulo M e un R'-sottomodulo piatto M’ (C M ), diremo che M’ & una
forma intera di M su R, o che M’ & una R'—forma di M, come R—modulo, in senso
topologico se esiste un R—sottomodulo denso di M, diciamo N, tale che R®p M’ = N
come R—moduli. Se poi M ¢ una R-algebra, risp. una R—coalgebra, ecc., si dice che M’ ¢
una forma intera di M su R’, o che M’ & una R'—forma di M, come R-algebra, risp. come
R—coalgebra, ecc., in senso topologico se in aggiunta N e una R-sottoalgebra, risp. una
R-—sottocoalgebra, ecc., e RQr M' = N come R-algebre, risp. come R—coalgebre, ecc. In
particolare condizione sufficiente affinché M’ sia R'—forma di M ¢ che M’ abbia un sistema
completo di generatori lineari (su R’) che sia anche un sistema completo di generatori
lineari (su R) di M.

1.7 Quantizzazione. In questa sezione introduciamo i concetti di quantizzazione e
deformazione (quantica) delle strutture algebriche e/o geometriche classiche descritte in
precedenza.

Per cominciare, sia R un anello (commutativo unitario), sia A una R-algebra, risp. una
R—coalgebra, risp. una R-bialgebra, risp. una R—algebra di Hopf, e siano h, hy € R tali che
A sia privo di (h — hg)—torsione (in altri termini, si richiede che (h — hg) non sia divisore

di zero in A); allora il quoziente A‘h = A/(h — ho)A & un’algebra, risp. una coal-
=ho
gebra, risp. una bialgebra, risp. un’algebra di Hopf, sull’anello Ry := R / (h — ho)R:
chiameremo A’h = A/(h—hO)A la specializzazione di A ad h = hg, o il limite
=ho

, Os-

di A per h che tende ad hg, e useremo allora la notazione limj ., A := A‘ :
h=ho
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serviamo anche che Ry € naturalmente una R-algebra, e si ha un isomorfismo canonico

(A)h:ho ::) A/(h — ho)A~ A®g Ry.

In particolare, sia A = P un’algebra, e supponiamo che P‘h . sia commutativa: posto
=no
[z,y] == 2y —yxr (Vx,y € P), cioe [, | := m — m° (dove m°P := moo indica la
moltiplicazione opposta, con o:x ® y — y ® z ), poiché P‘h . e commutativa si ha
=no

[z,y] =0¢€ P‘h . (qui e nel seguito T indica la classe di x modulo (h—hg) in P ., o ber
=hg —o

ogni z € P), quindi [z,y] € (h — ho)P e pertanto ¢ ben definito 1’elemento (,£ h]) e P;

allora per ogni xg,yg € P‘h - presi z,y € P tali che T = zg, ¥ = yp, definiamo
=no

{zo,y0} := ( = Z]O)) € P‘ ; tale definizione & ben posta (cioé non dipende dalla scelta

di z ey), e dota P‘ di una parentesi di Poisson { , } := S = 720; mod (h — hg) con

la quale essa diventa un algebra di Poisson!. Se inoltre P & un’algebra di Hopf, allora con
questa costruzione P’h . risulta essere un’algebra di Hopf Poisson?.
—=no

Tale costruzione puo essere dualizzata. Precisamente, sia ora A = K una coalgebra, e

supponiamo che K )h sia cocommutativa: allora per ogni x € P si ha A(z) — A°P(x) =
- 0

€ P‘ (dove A°P := goA indica la comoltiplicazione opposta, con o:x @ y
yRT), qu1nd1 A(x) — A°P(x) € (h — ho)(K ®r K) e pertanto ¢ ben definito ’elemento

A(z) =A"P(z)

h=hg) ~ € K ®pr K ; allora per ogni zg € K‘h . preso x € P tale che T = xq, defi-
=no

niamo J(xzg) := (W) € K)hih ; tale definizione ¢ ben posta (cioe non dipende
—=no

dalla scelta di x ), e dota K‘h . di una coparentesi di Poisson ¢ := (Ah A l; mod (h—hy)
=no
con la quale essa diventa una coalgebra di Poisson®. Se inoltre K & un’algebra di Hopf,

allora con questa costruzione K ‘ risulta essere una coalgebra di Hopf Poisson®.

Rovesciamo ora il nostro punto di vista. Sia Ry un anello (commutativo con unita), e

LQuesto discende da un fatto pill generale (e immediato da dimostrare): se A & una qualunque algebra

(associativa unitaria), definendo {, } :=[, | = m — m°P lalgebra A diventa un’algebra di Poisson non
commutativa (la cui definizione si ottiene generalizzando quella in §1.3 eliminando I’ipotesi di commuta-
tivita).

2Anche questo discende dalla costruzione su accennata, nel senso che P con la parentesi { , } :=
m — mPCP & un’algebra di Hopf Poisson non commutativa (la cui definizione si ottiene ancora eliminando
da quella in §1.3 lipotesi di commutativita).

3 Anche questo discende da un fatto pitt generale: se K & una qualunque algebra (coassociativa couni-
taria), definendo ¢ := A — A°P la coalgebra K diventa una coalgebra di Poisson non cocommutativa (la
cui definizione si ottiene da quella in §1.3 eliminando I'ipotesi di cocommutativita).

4 Anche questo discende dalla costruzione su accennata, nel senso che K con la coparentesi ¢ := A —A°P
& una coalgebra di Hopf Poisson non cocommutativa (la cui definizione si ottiene ancora eliminando da
quella in §1.3 I’ipotesi di cocommutativita).
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sia R un anello come sopra tale che esistano h, hg € R per cui R/(h — ho)R = Ry . Sia H

un’algebra, risp. un’algebra di Poisson commutativa, risp. una coalgebra, risp. una coalge-
bra di Poisson cocommutativa, risp. una bialgebra, risp. un’algebra di Hopf, risp. un’algebra
di Hopf Poisson (formale) commutativa, risp. una coalgebra di Hopf Poisson (formale) co-
commutativa, sull’anello Ry, e sia H un’algebra, risp. una coalgebra, risp. una bialgebra,
risp. un’algebra di Hopf (formale), sull’anello R priva di (h — hg)-torsione: si dice allora
che

H & una quantizzazione (o deformazione quantica) di H

se H e isomorfa a Hy come algebra, risp. come algebra di Poisson commutativa,
h=hg
risp. come coalgebra, risp. come coalgebra di Poisson cocommutativa, risp. come bialge-

bra, risp. come algebra di Hopf (formale), risp. come algebra di Hopf Poisson (formale)
commutativa, risp. come coalgebra di Hopf Poisson (formale) cocommutativa, sull’anello

Ry.

Sia ora g una bialgebra di Lie: per quantizzazione di g si intende una quantizzazione
della coalgebra di Hopf Poisson U(g) biunivocamente associata a g.

Infine, sia G un gruppo di Poisson: per quantizzazione di G si intende una quantiz-
zazione (nel senso algebrico testé prescisato) dell’algebra di Hopf Poisson F[G] biunivo-
camente associata a G'; a rigor di termini per quantizzazione di G si dovrebbe intendere
lo ”spettro” di una simile quantizzazione dell’algebra di Hopf Poisson F[G], cioé un certo
" pseudo-oggetto” geometrico, da chiamarsi gruppo quantico o quantum group, che
perd non puo essere realizzato concretamente, almeno non in modo soddisfacente (tali
nozioni hanno senso e sono usate piu in generale anche per la quantizzazione di una qual-
siasi varieta algebrica V' — eventualmente di Poisson — per la quale si intende una quan-
tizzazione dell’algebra F[V] — eventualmente di Poisson — delle funzioni regolari su V).
Si tenga presente pero che in letteratura con espressioni del tipo ”quantizzazione di G” o
”gruppo quantico che deforma G” si intende spesso una quantizzazione (nel senso che ab-
biamo ora fissato) della bialgebra di Lie g tangente a G, dunque qualcosa che ”quantizza”
soltanto il dato locale di GG, e a cui nel seguito faremo riferimento con la locuzione ” quan-
tizzazione infinitesimale di G”. Infine considereremo anche le quantizzazioni (nel senso
algebrico di cui sopra) dell’algebra di Hopf Poisson formale F>~[G], cui faremo riferimento

ancora con 1’espressione ”quantizzazione infinitesimale di G”, visto che F*=[G] codifica il
dato locale di G.

Bibliografia: Lo studio dei gruppi quantici e iniziato nell’ambito della meccanica quan-
tistica, ed ha successivamente incontrato un crescente interesse anche in altri campi, quali
la teoria dei gruppi di Lie, la teoria dei gruppi algebrici, la teoria degli invarianti, ecc. ecc.
Allo stato attuale la letteratura in materia ¢ dunque vastissima e molto differenziata: percio
ci limitiamo a citare come riferimento generale alcuni testi ”panoramici”, quali [Dr3] (che
puo essere considerato — a ragion veduta — il punto di partenza dello studio dei gruppi
quantici), [Ve], [P-W], [Ro2], e [We3]; gli articoli invece a cui faremo riferimento dal punto
di vista tecnico, cioe quelli ai quali il presente lavoro & piu strettamente legato, sono [D-P],

[D-L], e [C-V1], [C-V2).
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§ 2 I gruppi di Poisson G" e H”

2.1 Richiami sui sistemi di radici finiti. Sia A := (a;;), ;,_, , una matrice di
Cartan (di tipo finito) simmetrizzabile di ordine n xn ; allora abbiamo a;; € Z con a;; = 2
ea;; <0 sei# j,ed esiste un vettore (dy, ... ,d,) con componenti d; intere positive prime
tra loro tali che (d;ai;)i j=1,.. n Sia una matrice simmetrica definita positiva.

Alla matrice di Cartan A associamo un sistema di radici finito e ridotto R, i suoi reticoli

dei pesi e delle radici P e Q, il gruppo di Weyl W, un insieme di radici positive R*, una

base di radici semplici II, i pesi fondamentali wy,...,w,, ecc. ecc. Cosl, il reticolo dei pesi
P & un reticolo su Z (cioé un gruppo abeliano libero) con base {wi,...,w,}: gli elementi
. . . . n . . . . .. .
w; sono i pesi fondamentali; poniamo Py := ) ", Nw; per il sottoinsieme dei pesi interi
dominanti, definiamo le radici semplici o :== Y - ajw; (j =1,...,n), il reticolo delle
radici Q :=3_7_, Zay (C P), e il reticolo delle radici positive Q4 := Y 7 Noyj .
Sia W il gruppo di Weyl associato ad A, con generatori sy, ... , s, (le riflessioni semplici),
esia II := {aq,...,a,} (Uinsieme delle radici semplici): allora R := W (II) & I'insieme

delle radici, e RT := RN Q4 Dinsieme delle radici positive; infine, indichiamo con N :=
#(R™) il numero di radici positive.

Definiamo accoppiamenti bilineari ( | ):Q x P — Z e (| ):Q x P — 7 tramite
(ailwj) = 0i5 e (aj|wj) = d;;d;. Allora (oy|aj) = d;aij, cosi che resta definita su @ una
forma bilineare a valori in Z, simmetrica e W—invariante, tale che (a|a) € 2Z. Possiamo
anche estendere I’accoppiamento Z-bilineare ( | ):@Q x P — Z ad un accoppiamento non
degenere (| ):(Q®zQ)*x (Q®yzP) — Z di spazi vettoriali su Q per estensione di scalari: la
restrizione di questo accoppiamento da un accoppiamento ( | ): P x P — Q (considerando
P come sottoreticolo di Q ®z @), che ha valori in Z [d_l], dove d e il determinante

d := det ((a,-j)?jﬂ) della matrice di Cartan. Se a;; € {0,2,—1} V4,7, data una coppia di
reticoli di pesi (M, M") (cioé una coppia di reticoli (M, M') con Q < M, M’ < P), diremo

che essi sono duali l'uno dell’altro se
M = {yEP‘ (M,y) QZ}, M:{xep( (m,M’) gz}

le due condizioni essendo equivalenti; allora, dato un reticolo M con @ < M < P, esiste
un unico reticolo M’ (con Q@ < M’ < P) duale di M, e 'accoppiamento (| ): P x P — Q
si restringe ad un accoppiamento non degenere ( | ): M x M’ — Z. Nel caso generale
diremo duali I'uno dell’altro i reticoli @ e P. Se (M, M’) ¢ una coppia di reticoli duali
I'uno dell’altro, con { p1,...,pun} € {v1,...,v, } indicheremo Z-basi fissate di M e M’
rispettivamente duali 'una dell’altra, cioe tali che (u;|v;) = d;; per ogni 4,5 =1,...,n.

2.2 I gruppi di Poisson G e H. Utilizziamo le notazioni e definizioni di [D-P], §11.
Sia G un gruppo algebrico affine semisemplice connesso e semplicemente connesso su un
campo k algebricamente chiuso di caratteristica 0. Fissiamo un toro massimale 7" < G, un
sottogruppo di Borel By > T, e sia B_ 'unico sottogruppo di Borel tale che T'= By NB_.
Poniamo K = G x G. Indichiamo con puy : B+ — T i morfismi canonici di proiezione,
e consideriamo il morfsmo ¢: B_ x By — T definito da ¢(b_,by) = p_(b-)uy(by).
Poniamo poi H := Ker(¢), e immergiamo G in K come sottogruppo diagonale; inoltre,

sia g := Lie(G), t := Lie(T), by := Lie(By), ¢t := Lie(K), b := Lie(H). Abbiamo cosi
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una terna (K, G, H); questa ¢ una terna algebrica di Manin (in particolare la sua ”terna
tangente” (£,g,h) € una terna di Manin), con forma bilineare su £ — simmetrica, non
degenere e invariante — definita come segue: per prima cosa riscaliamo la forma di Killing
(, ):g®g — k cosi che sulla sottoalgebra di Cartan dia alle radici corte lunghezza al
quadrato pari a 2; poi prendiamo la differenza di meta della forma di Killing sul secondo
e il primo addendo di ¢ = g @ g, cioe I'unica forma su £ che coincida con meta della forma
di Killing (risp. 'opposto di meta della forma di Killing) su {0} @& g (risp. g & {0}), e tale
che g ® {0} e {0} & g siano mutuamente ortogonali: in formule,

1 1
<9€1 D y1,x2 @y2> = 5<y1,y2> - E<l‘1,!172> .

Poiché (¢,g,h) ¢ una terna di Manin, la forma bilineare su ¢ da per restrizione un
accoppiamento non degenere { , ): h ® g — k; questo & un accoppiamento di bialgebre
di Lie, che chiameremo anche accoppiamento di Poisson, e che denoteremo anche con
wp(h,g) := (h,g) per ogni h € b, g€ g.

Nel caso in esame 'accoppiamento di Poisson ¢ descritto dalle formule

(fi, f5) =0 (fi,hy) =0 (fi,e5) = —58id; "
(hi, f;) =0 1 (hi, hyj) = aid; ' = azid;! (hi,ej) =0 (2.1)
(ei, fj) = 50;d; (e, hj) =0 (ei,ej) =0

dove gli fg, hg, es (s =1,...,n), risp. fs, hs, €5 (s =1,...,n), sono generatori di Chevalley
di b, risp. g, (immersi in € = g @ g) precisamente

fs:fs@ov hs:<_hs)@h87 8520@63
fs:fs@fsv hs =hs ® hs, es=-esDes

(vedi §§2.3-4).

Nota: si faccia attenzione, in particolare, alla normalizzazione che abbiamo scelto per
la forma simmetrica di ¢, che ¢ diversa (per un coefficiente 1/2) da quella fissata in [D-
P]. Questa scelta ¢ necessaria al fine di ottenere una formulazione corretta e coerente dei
teoremi di specializzazione

", (g) € una deformazione della coalgebra di Hopf Poisson U(g)”
che ¢ dimostrato in [D-L], §8, e
"Ur(g) & una deformazione dell’algebra di Hopf Poisson F[H]”

che e dimostrato in [D-P], §12. In particolare in [D-P], §12, si dimostra che ’algebra di

Hopf F[H]| ¢ isomorfa a Up(g) , ma il suo bracket di Poisson { , } ¢ "recuperato”

come specializzazione di G L] =1 (ClOG {f,g} = (q q_l) mod (¢ — 1) per ogni f, g € F[H]

dove f, risp. g, € un qualunque sollevamento di f, risp. g, in Ux(g)), (cfr. §15), mentre
la definizione in §1.6 prescrive — in questo caso — che { , } sia la specializzazione di

(q[ 1]) Ma (¢q—q~ ') =2(¢g—1) mod (¢ — 1), pertanto I’analisi in [D-P] prova che U,(g) &
una quantizzazione — nel senso di §1.6 — dell’algebra di Hopf F[H] dotata di un nuovo

bracket di Poisson { , }' :=2{ , }; la forma bilineare corrispondente su ¢ ¢ esattamente




22

quella che abbiamo fissato®. Inoltre con questa scelta dimostreremo i nostri nuovi analoghi
risultati di specializzazione (cfr. §10).

2.3 La coalgebra di Hopf Poisson U(g). E noto che I’algebra inviluppante universale
U(g) ammette la seguente presentazione: essa e la k—algebra associativa unitaria generata

da fi, hi, e; (i =1,...,n) (i generatori di Chevalley) con relazioni
h,-hj—hjhi:() VZ,]:L,’I’L
hifj — fihi = —ai; f; Vi,j=1,...,n
hiej—ejhi:aijej VZ,jzl,,n
eif; — fiei = 0ijhq Vi,j=1,...,n
1—(11‘]' (22)

1—ai- —a;;— . .

<—1)’“( B ])ff “fift =0 Vi)
k=0
l—a

J 1—aii\ 1-—a,. —
ZH)k( kaj)ei el =0 Vid .

k=0

La struttura naturale di algebra di Hopf di U(g) ¢ data dalle formule

A(f)=fiel+1efi, Ah)=ho1+10h, Alg)=e®1+1®e¢
S(fi)=~fi, S(hi)=—h;, S(e)=—e (2.3)
€<f2):O7 E(hl):(), 6(62)20

perogni 1 =1,... ,n.

Infine, la struttura di Poisson di G si riflette in una struttura di coalgebra di Lie
0 = 0g:g — g @ g di g, che si estende ad una struttura di coalgebra di Poisson
0:U(g) — U(g) ® U(g) su U(g), compatibile con la struttura di Hopf: essa ¢ data

da
6(fi) =di- (hi @ fi — fi @ hy)
5(hi) =0 (2.4)
d(e;) =d; - (hi Ke —e; ® hz)

(cfr. [D-L], §8).

5Questo & un fatto generale: sia (K, G, H) una terna algebrica di Manin con associata terna di Manin
tangente (€, @,h); sia (, ) la forma bilineare su €, 59, risp. 6b, il cobracket di Lie di g, risp. , e { , }q,

risp. { , }m, il bracket di Poisson su G, risp. H. Se cambiamo la forma bilineare per un coefficiente
c € k\ {0}, ponendo (, ) :=c-(, ), allora i corrispondenti oggetti sono

6b::c_1'6gv Ly ::c_1'5b7 {7}/@:20_1'{7}G {7}/1¥::c_1'{)}H;
viceversa, se si modifica uno qualunque tra 59, 5[), {, }¢,{, }u per un fattore c € k\ {0} — ad esempio

6’g =c- 69, — allora anche gli altri cambiano secondo lo stesso fattore, mentre la forma bilineare ( , )

cambia in (, ) :=c71-(, ).
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2.4 La coalgebra di Hopf Poisson U(h). Sia h l’algebra di Lie di H: dalla definizione
stessa di H otteniamo che

H:{(u_t_l,tU+)‘U_GU_,tET,u_i_GU_i_} (SB_XB+>
dove Ui ¢ la parte unipotente di By; ora poniamo b := Lie(H), t := Lie(T), ny :=

Lie (Uy); si riconosce allora subito che h = n_ & t® ny come spazi vettoriali, e la
struttura di Lie di h a univocamente determinata dai seguenti requisiti:

n_, t, ng sono sottoalgebre di Lie di b

ny,mn_]=0 Vny eng,n_ en_
[t,n_]=—0B(t)n_ Vietn_ € (n_)sB€ R
[t,ny] = a(t)ny Vtetng € (ny),, € RT.
Cosi se (aij);; ¢ la matrice di Cartan di g := Lie(G) e f;, hj, ; (¢ = 1,...,n) sono

generatori di Chevalley di g (pensati come elementi di n_, t, n;), abbiamo la seguente
presentazione per U(h): essa ¢ la k—algebra associativa unitaria generata da f;, h;, e;
(i =1,...,n) con relazioni

h;h; —hih; =0 Vi,j=1,...,n
hf; — £5h; = agf; Vi,j=1,...,n
h;e; —e;h; = a;5e; Vi, j=1,...,n
e;if; —fje; =0 Vi,j=1,...,n
1—ay, (2.5)
S (-1t (1 _ka J)f} “ahe gk — 0 Vi
L
> (1" (1 _ka"j)e,}‘“”"“ejef =0 Vi#j.
k=0

La struttura naturale di algebra di Hopf di U(h) ¢ data dalle formule
Aff)=fiel+1ef;, Al)=hol+1®h, Alg)=e¢®1+1®e¢;

S(t;) =—1;, S(h)=-h;, S(e;)=—e (2.6)
efi) =0, ehy) =0, €(e)=0
perogni ¢t =1,...,n.

Infine, la struttura di Poisson di H si riflette in una struttura di co-algebra di Lie
0= 5b:h — hd b di b, che si estende ad una struttura di co-Poisson (cioe di coalgebra

di Poisson) 6:U(h) — U(h) @ U(h) su U(h), compatibile con la struttura di Hopf: essa
¢ data da

0(f) =di- (hi @f —fi@hy) +2d;7 - Y e dads - (ea ®f5 — f5® eq)
o,BERT
6(hy) =4d;! Z dy (aily) - (64 @ L, — £, @ ey) (2.7)
vyERT
6(e;) =di- (e; ®@h; —h; ®e¢;) + 24" Z C;_ﬁ dodg - (f3 ® eq — eq @ f3)
a,BERT
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dove gli ey e gli f, sono opportuni vettori radice (rispettivamente di "peso” v e —v) tali
che <ey, fn> = —}—5%,7d7/2, <f,y, fn> = —5%,7d7/2 (ove f;, e e, sono vettori radice di g), e

le costanti claiﬁ sono date dalle equazioni [fa, 65} = czo;g - fi, [fa, 65} = c;% €.

2.5 I gruppi di Poisson multiparametrici G” e H”. Una leggera modifica delle
definizioni in §2.2 da origine a varie altre coppie non isomorfe di gruppi di Poisson, dipen-
denti da n parametri. Sia 7 := (71,...,7,) € Q" tale che (7;,a;) = —(75,®;) per ogni
i,j = 1,...,n (per 7 = (0,...,0) si ritrova il caso gia considerato). Lasciando G e
K := G x G definiti come in §2.2, poniamo

H = { (u—t_, tyuy) ‘ui €Uyg,ty €T, t_ty €exp (t7) }

dove t7 :=3"" k- (h_q,+2r, ® has42r,) <t®t<gdg==Et= Lie(K); cosi
h” :=Lie(H") = (n_,0) ®t" & (0,ny4).

Considerando su ¢ la forma bilineare definita in §2.2 la terna (¢, g,h”) € ancora una terna
di Manin, e (K,G,H7) ¢ la corrispondente terna algebrica di Manin: pertanto abbiamo
un nuovo gruppo algebrico di Poisson H” e una nuova struttura di (gruppo di) Poisson
sullo stesso gruppo algebrico G: sottolineiamo questo fatto indicando con G™ questo nuovo
gruppo di Poisson e con g7 la sua bialgebra di Lie.

Infine, calcoliamo I’accoppiamento di Poisson 77%: h” ® g7 — k: l'algebra di Lie h”
contiene ancora i ”generatori di Chevalley” {7 := f; 0 ee] :=0de; (i =1,...,n),
e anche gli elementi h] := h_qy,49:, ® ho,42-, , al quali ci riferiremo di nuovo come a
”generatori di Chevalley”; questi elementi generano h” (come algebra di Lie), dunque 7%
e completamente determinato dalle formule

(7, f5) =0 (7, 0y =0 i) = —5dud;
<hz—,fj> =0 <hz—7h}]> = aijd; = ajid; <h:, 6j> =0 (28)
<ez—7fj> = %51jd1_1 <ez—ahj> =0 <ezvej> =0

Si noti in particolare che la nostra scelta di notazioni fa si che (2.1) e (2.8) abbiano lo
stesso aspetto.

2.6 La coalgebra di Hopf Poisson U(g”). Poiché g” = g come algebra di Lie, la
struttura di algebra di Hopf di U(g") ¢ esattamente la stessa di U(g), dunque ¢ descritta
dalle formule (2.2-3).

Per il co-bracket di Poisson 0 = dg-:U(g") — U(g") ® U(g") su U(g), esso ¢ dato da

(Oéq; + 2Ti|ai + 27—1)

o(fi) = 5 (hasv2r ® fi = fi ® hay127)
d(h;) =0 (2.9)
(5(61) = (Oéi — 27—7;;(“ - ZTZ) : (hai—QT e —e Q& hai—27) )

le stesse formule definiscono anche il cobracket di Lie dg-: g7 — g" @ g7 .
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2.7 La coalgebra di Hopf Poisson U(h7). Sia h” l'algebra di Lie di H™: dalle
definizioni stesse otteniamo la seguente presentazione per U(h7) : essa ¢ la k-algebra

associativa unitaria generata da f7, h7, e] (i =1,...,n) con relazioni
hih? —h7hy =0 Vi,j=1,...,n
hif] —f7h] = (o — 27, a)f] Vi,j=1,...,n
hiel —elh] = (a; + 27, aj)e] Vi,j=1,...,n
e;f] —flef =0 Vi,j=1,...,n
1 ag . (2.10)
k — Qyj 1—aij—ker ek : :
() =0 i
k=0
1—aij 1
— Q4 —i— . .
(M) e =0 iz,
k=0

La struttura naturale di algebra di Hopf di U(h”) & data di nuovo dalle formule

A =17 @14+10f7, AQ)=hl®1+10h], A])=c/ ®@1+1®e¢]
SUt7) =—17, Shi)=-hi, S(e])=—¢ (2.11)

hy
hz % 7
e(ff) =0, €hi)=0, e(e])=0

(si noti la completa analogia con le (2.6)).
Infine, la struttura di co-Poisson 6 = 0y:U(h") — U(h") @ U(h") ¢ data da

STy =di- (0] @f] —f7 @h]) +2d;" - Y ¢, gdadg - (e @1F — 5 @e]))

a,BeERT
S(hy)=4d;" - Y dy(ylew) - (e @] —£7 @) (2.12)
YERT
5(e]) =d;- (] ®h] —h] ®e]) +2d; " - Z cfl’ﬁ dodg - (5 ® €], — e, @ {5)
a,feERT

(dove f7 e el sono gli usuali vettori radice). Sinotiancora che la nostra scelta di notazioni
fa si che (2.7) e (2.12) abbiano lo stesso aspetto.
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CAPITOLO 11
QUANTIZZAZIONE AD UN PARAMETRO

§ 3 Algebre di Borel quantiche e accoppiamenti DRT

3.1 Algebre di Borel quantiche e accoppiamenti DRT. Siano @), P i gruppi
abeliani liberi definiti nel §2. Scriveremo tali gruppi anche in notazione moltiplicativa,
con Kb, = a € Q e Ly = X € P, ponendo K; = a; e L; = w; come generatori
moltiplicativi. Allora possiamo esprimere ’accoppiamento bilineare perfetto (cioé non
degenere) (| ):@Q x P — Z definito in §2 come accoppiamento bimoltiplicativo perfetto
m:Q x P — k(q)* dato da 7(K;, L;) = ¢~(®ils) o pin in generale 7(K,,Ly) = ¢~ (@M
(a € Q, X € P); se poniamo ¢; :=¢% (i =1,...,n) allora 7(K;,L;) = q;(s"’j = q}éij . Piu
in generale, se (M, M’) & una qualunque coppia di reticoli (con @ < M, M’ < P) duali
'uno dell’altro, li scriveremo in notazione moltiplicativacon L, =p € M e L, =v e M’,
ponendo M; = u; e A; = v; come generatori moltiplicativi. Allora possiamo esprimere
’accoppiamento bilineare perfetto (| ): M x M" — Z come accoppiamento bimoltiplicativo
perfetto m: M x M’ — k(q)* dato da 7(L,,L,) =q ") (une M, ve M.

Definiamo ora i g-numeri: per ogni s,n € N, poniamo (n), := q::ll (€ klg]), (n),!:=

[Ty (g (3)y = it (€ kla)) e [, = S (€ kla,a7t]), ], =TTy ),

["}q = [S][L (e k[q,q_l}). Infine definiamo ¢, := ¢% per ogni o € RT.

s gl n—sl!

Le (sotto)algebre di Borel quantiche U;*'(b-) e U;'(by), sono definite come segue
(cfr. [D-L], §2): sia M un qualunque reticolo tale che @ < M < P; allora Up'(b_) (risp.
U,'(by)) & la k(g)-algebra associativa unitaria generata da {L, | p € M} U{F;|i=
1L,...,n} (risp. {L,|peM}U{E;|i=1,...,n}) con relazioni

Loy=1, L,L,=1L,y,,

—(ulas s 1-— ;4 s
pt+s=1—a;; qi
, (3.1)
(visp.  LuBj =g E;L,, Y (—”S[ ] EVE;E; =0)
pt+s=1—a;; qi

Vijg=1,...,n, u,veM,;

inoltre U,*(b_) (risp. U,*(by)) & un’algebra di Hopf, la cui struttura di Hopf in termini
di generatori e data da

AE)=FE;®1+ Ly, ®E;, A(L,)=L,®L,, AF;)=F,QL_,, +1®F,
€(E;) =0, €Ly =1, €F;)=0
S(E;))=—-L_o,E;, S(L,)=L_,, S(F;)=—F,Lg,
Vi=1,....,.n, upeM.
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Nel seguito useremo la notazione U2 := Up*(b_), UL := U,*(by). Inoltre indiche-
remo con Uy(n,) = U, , risp. Uy(n_) = U_, la sottoalgebra di UL, risp. U, generata
dagli E;, risp. F;, (i = 1,...,n) e con Uy'(t) = Uy’ la sottoalgebra generata dagli L,
(u € M); si dimostra in [Lu2], [Lu3], che U_, risp. U,, puod essere presentata come la
k(q)—algebra associativa unitaria con generatori Fi,...,F,  risp. Ei,...,E, , e relazioni

1—ay 1—a;
—1)° Y FPF,Ff =0 isp. —-1)° Y| EPE,Ef =
ORI R R D DR GO R e

pts=l—ay; @ pt+s=1—as;

K2

per ogni 4,5 = 1,...,n. Osserviamo inoltre che le prime due non sono sottoalgebre di
Hopf; invece Uj" € una sottoalgebra di Hopf, chiaramente isomorfa (come algebra di Hopf)
all’algebra gruppo di M.

D’ora in poi, se H e un’algebra di Hopf, allora H°P indichera la stessa coalgebra H con
la moltiplicazione opposta, mentre H,, indichera la stessa algebra di H con la comoltipli-
cazione opposta.

Proposizione 3.2 ([D-L], §2). L’accoppiamento m: M x M’ — k(q)* puo essere esteso
univocamente ad un accoppiamento perfetto di algebre di Hopf

m (Ué”) ,® Ué”/ — k(q), mUX® (U;”/)Op — k(q)

o

tramite le regole

(L Bj) =0, w(F,L,) =0, w(FE;)=6;(q" —a)

7

per ogni i,j =1,...,n, u e M, ve M. O

Nota : gli accoppiamenti di Hopf di cui sopra sono stati introdotti da Drinfel’d, Rosso,
Tanisaki e altri, percio li chiameremo accoppiamenti DRT. Si noti che nell’attuale contesto

c’'e qualche differenza rispetto a [D-L], a causa della differente definizione della struttura
di Hopf: cfr. anche [Tn| e [D-D].

3.3. Si possono anche definire accoppiamenti DRT
= M M’ —. TTM M\ OP
T (U2 )Op U —k(q), mUY® (US ) — k(q)
dati da
T(Lys L) = ¢* 0 7 (By, L) =0, 7(Ly, Fy) =0, 7(Ei, Fy) = 0i(q; —q7")

perognii,j=1,...,n, u € M, v e M. Sottolineiamo il fatto che tutti gli accoppia-
menti DRT definiti sono accoppiamenti di Hopf perfetti (cioé non degeneri). Nel seguito
scriveremo anche (x,y)  per m(z,y) e (x,y)- per 7(z,y).

3.4 Basi PBW. E noto (cfr. [Lu2]) che entrambe U2 e U2 hanno basi di tipo Poincaré-
Birkhoff-Witt (in breve ”basi PBW?”): fissiamo (una volta per tutte) una qualunque
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espressione ridotta di wgy (I’elemento piu lungo del gruppo di Weyl W), precisamente

Wo = 8, Siy - Siy (con N := #(RT) = numero di radici positive); cosi abbiamo un ordi-
namento totale convesso al,a? := s; (ay,),...,a = 84,5, - 8iy_, (iy) (e viceversa:

ogni ordinamento totale convesso di R* determina univocamente una espressione ridotta
di wy, cfr. [Pa]) quindi — seguendo Lusztig, cfr. [Lu3] — possiamo costruire vettori radice
E.r,r=1,...,N e ottenere basi PBW di monomi ordinati crescenti

N
{LM'HFJ?

r;l
{ L,- ] Es
r=1

o basi PBW di monomi ordinati decrescenti

1
{HFC{:-LH

1
{HEZ;%LH

in particolare tali basi contengono basi PBW delle sottoalgebre U_, Uj’, e U, , precisamente

1
{HF({?

r=N

e}

i=1
1
€r
H ES;
r=N

Sugli elementi della base i valori degli accoppiamenti DRT sono

/J’eMaflamfNEN} per Ué/l7

uEM;el,...,eNEN} per U';

/J/EM;fl,..-,fNGN} per Ué/I,

,uEM;el,...,eNEN} per UJ;

fl,...,fNEN} per U_,

{,

(ml,...,mn)GZn} per Uy',

el,...,eNEN} per U, .

1 1 N ] ! qt(%;)
| ] Flr L. [] E -L,,) =q W] be,.p, —lem =

r= r= r— ( a” qa"")er
=N =N = (3.2)

(cfr. [D-D] §3, e [D-L] Theorem 2.4).

3.5 Forme intere e dualita. Sia 5.1;4 la kz[q, q_l]fsottoalgebra di UZ' generata da

{ Fz(m)7 <MZ7 C) 7Mi_1

m,c,teN;izl,...,n}
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. c—s+1
dove F(m) Fm/ Z_ (Mtc) = H’;Zl qu—11 sono le cosi dette potenze divise;
e noto (cfr. [Lu3], [D- L]) che Y ¢ una sottoalgebra di Hopf di U2’, avente una base PBW
(come k[g,¢q~']-modulo) di monomi ordinati crescenti

{ II (M) e, [T #
i=1 ¢ r=1

e una simile base PBW di monomi ordinati decrescenti

{ ﬁ ) ﬁ <Mi;0) A Eri2)
(6% tl 3
r=N

=1

tl,...,tn,nl,...,nNeN}

tl,...,tn,nl,...,nNEN} ;

in particolare U & una k [q q- } —forma di U2.

Analogamente, scambiando gli F; con gli F; si costruisce lalgebra U e le sue basi
PBW.

Con analoga procedura si costruiscono algebre $I_, S}, e 81, .

Precisamente, chiamiamo 5" la k [q, qil}—sottoalgebra di Ujy" generata da

() e

allora (cfr. [Lu3], [D-L]) 4" & una sottoalgebra di Hopf di U()’, avente una base PBW (su
k[g,q71])
- Mi; —Ent(t;
{H( X 0) M;EMEID Ny EN} :
i=1 ¢

in particolare 4" ¢ una k [q, q_l}fforma di Uy".
Chiamiamo _ la k [q, q_l}—sottoalgebra di U_ generata da

{Fi(m)’mEN;izl,...,n}

cfr. [Lu2], [Lu3]) Y_ ¢ una sottoalgebra di U_, avente una base PBW (come
} —modulo) di monomi ordinati crescenti

N
{ IT £

r=1

c,tEN;izl,...,n};

allora (
-1

kla.q

nl,...,nNEN}

e una simile base PBW di monomi ordinati decrescenti; in particolare {{_ ¢ una k [q, q_l}f
forma (come algebra) di U_.

Scambiando gli F; con gli E; si costruisce 1'algebra i, e le sue basi PBW.

Sia ora UY la k[q, q_l]fsottoalgebra di U generata da

{Eal,...,EaN}U{LM’,LLGM}
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dove Eqr := (qar — qor )Ear, V7 =1,..., N ; allora & noto (cfr. [D-P], §12) che UY ¢ una
sottoalgebra di Hopf di U, avente una base PBW (come k[q, q_l}fmodulo) di monomi
ordinati crescenti

n N
{ [12 T E.
=1 r=1

e una simile base PBW di monomi ordinati decrescenti; in particolare U 1‘; e una k [q, qil}—
forma di U2 .

Analoga;nente definiamo U ]g come k [q, q_l]—sottoalgebra di U generata da

ti,... ty € Z; nl,...,nNGN}

{Fal,...,FaN}U{K;I:‘i:1,...,77,}

dove For = (qar —qor )Ear , Y7 =1,...,N; allora U2 & una sottoalgebra di Hopf di U,
avente una base PBW (come I{:[q, q_l}fmodulo) di monomi ordinati decrescenti

1 n
{Hﬁpnw
r=N =1

e una simile base PBW di monomi ordinati crescenti; in particolare YUY & una
k[q,q_l}fforma di UZ.

Con analoga procedura si costruiscono algebre U_, Uy, e U,

Precisamente, chiamiamo U} la k [q, qil}—sottoalgebra di Ujy" generata da

t1,...,tn €7Z; nl,...,nNEN}

{Lu|pemy

che ¢ a sua volta una sottoalgebra di Hopf (su k[q, q_l}) di U} avente base PBW

izl,...,n}.

Chiamiamo poi U_ la k[q, q_l}fsottoalgebra di U_ generata da

{Fl,...,Fn}

che & a sua volta una sottoalgebra di Hopf (su k[q,qil}) di U_ avente una base PBW
(come l{:[q, q_l]fmodulo) di monomi ordinati crescenti

N
{Hmz
r=1

e una simile base PBW di monomi ordinati decrescenti; in particolare ¢/_ ¢ una k [q, q_l}—
forma (come algebra) di U_.

n

(eelwear) = { T

=1

nl,...,nNEN}
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Sostituendo gli F; con gli E; si ottiene la definizione dell’algebra U/, forma intera su

k[q,qil} di U,, e le sue k[q,qil}—basi PBW.

Infine osserviamo che dalle presentazioni di U_ e U, per generatori e relazioni si traggono

subito analoghe presentazioni per le forme intere 4_, U _, e L, U,.

Dalle definizioni e dalla forma esplicita delle basi PBW si ottengono isomorfismi di

k(q)-spazi vettoriali

UM=U Uy 20U @U_ ,UM2U, U 2Uy oU,

e isomorfismi di k:[q, q_l}fmoduli

U = Uy =4y @U U = U, @ Uy = U @,
UT=2U_QUYy =Uy U UT =U, Uy =UY U,

Infine, dalle definizioni stesse e da (3.2) si ottengono immediatamente (cfr. [D-L], §3) le

seguenti identita:

Y = {y e U ‘w(b{%,y) C klg,q ] } - {x e U (ﬁ(z,uff’ C klg,q] } 0

uy ={yeuvy|=(w" y) hlaa) }={z ety |7(a.w") Ckle.a7"] | |
u ={vev |n(eu) Ckloa) }={vev |7(t.y) Ckla.q] }
U ={zev |r(zu.) Ckloq] }={yev |7(u.y) Cklo.q] } o
t,={zev |7(et ) cklaq] }={yev (U y) Cklaq] } |
U, ={eev |m(au ) cklaq] f={vev |r(u y) Ckle.a] }

W ={wevd|n(aud) Chleq] b ={yevX|7(u y) Ckla.q] |

Uy = {xew w<x,ug’) C klg,q7!] }: {yeUy ﬁ(ugﬂy) C klg,q7Y] }

yY = {:c e UM ﬁ(:c,w;’> C klg,q7'] }: {y e UM w(ug’,y) C klg,q ] } >

U = {x c UM ﬁ(:c,ufg’) C klg,q ] }: {y c Uy w(ufg’,y) C klgq ] }

Nota: A prima vista pud sembrare che le algebre U_, U, e U, UY dipendano dalla
scelta dei vettori radice E, e F,, dunque in ultima analisi dalla scelta dell’espressione ri-
dotta wo = 4,84, - - - Siy , Ma in relta non e cosi: in effetti si puo anche dare una definizione
intrinseca di tali algebre — in termini di generatori di Chevalley (riscalati) e di azione del
gruppo delle trecce associato a W — indipendente da scelte del tipo suddetto, e verificare
che si ottengono le stesse algebre da noi definite (tale procedimento si trova in [D-P], §12);
da questo seguira anche che le algebre che introdurremo nei §§7, 8, 12, e 13 saranno a loro
volta indipendenti dalla scelta dei vettori radice che compariranno nelle definizioni.
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§ 4 Il quantum double

4.1 I1 ”Drinfel’d’s double”. Siano H_, H due algebre di Hopf arbitrarie sul campo
(o anello) base F, e sia (H _)Op la stessa algebra di H_ con la comoltiplicazione opposta;
sia poi m: (H _)Op ® Hy — F un qualunque accoppiamento di Hopf. Allora il Drinfel’d’s

double ("doppio di Drinfel’d”) D = D(H_,H;,n) ¢’ algebra T (H_ & H) /R, dove

T (H_ & H.) indica l'algebra tensoriale su H_ @& H; e R & un certo ideale di relazioni,
precisamente le seguenti:

lg. =1=1g,
TRY =2y per z,y € Hy oppure z,y € H_

> 7 (ye»re) T0) @ya) = Y 7 (e 2w) Yo @@ per x€ Hy,ye H_;
(z),(y) (z),(y)

allora D ha una struttura canonica di algebra di Hopf, come afferma il seguente

Teorema 4.2 (cfr. [D-L], Theorem 3.6). Siano H_, H algebre di Hopf qualunque
sul campo (o anello) base F', e sia m: (H_),, ® Hi — F un qualunque accoppiamento
di Hopf. Allora il Drinfel’d’s double D = D (H_,H,,m) ha una struttura canonica di
algebra di Hopf tale che H_ e H, siano sue sottoalgebre di Hopf e la moltiplicazione
fornisca isomorfismi di coalgebre

H oH — DD D, H ®H,—D®D%D.O (4.1)

4.3 11 ”quantum double” D(]IW (g). Come abbiamo visto nel §3, esiste un accoppia-
mento (perfetto) di Hopf m: (U2 )op @UL — k(gq) : cosi possiamo operare la costruzione del
Drinfel’d’s double e ottenere un’algebra di Hopf

D[ (g):=D (U2, UL )

che chiamiamo quantum double (="doppio quantico”); dalla definizione stessa segue che
D/ (g) ¢ generata da K, Ly, Fi, E; — identificati con 1 ®@ K, Ly ® 1, 1@ F;, E; @ 1
quando si pensi a D} (g) = UL @ US come coalgebre (grazie a (4.1)) — (a € Q, A € P,
i = 1,...,n), mentre le relazioni che definiscono l'ideale R si riducono chiaramente a
relazioni di commutazione tra generatori: un semplice calcolo da

K;L; =L;K; ,
KZ‘EJ' :q?ijEjKi y
Lo, —K_q,

EzF] - F]EZ :5” i 1 y
qi — 4,
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Per uso successivo registriamo anche le seguenti importanti regole di commutazione, che
possono essere dimostrate per induzione a partire da (4.2):

t<r,s ® -
r s r S 2 s—t Ka ®’2t r—t
EFf =Y [t]q[t]q_[t]qi! F { t B
t>0 i i _
t<r,s ® _ (43)
spr — r S 2 r—t K_ai®;2t—7“—8 s—t
FPEf =} [t]q[t]q.[ﬂ%! BT { t B
tZO 1 1 _
per ogni ¢ =1,...,n, dove poniamo

t — _ _
|:K+O‘z®’ :| : qic p+1'L+ai®1_1®K—ai "4 ot
t o a —q¢"
K_az®’ B t C p"l_l 1 ® K_al L+al ® 1 . qZ_C+p_1
- H q~ _ qu
= 7 7

per ogni c € Z,t € N.

Poiché la restrizione m: (U2 Q) ® U — k(q) ¢ ancora un accoppiamento di Hopf
perfetto, possiamo anche operare la stessa costruzione con UL invece di UL, per ogni
reticolo M tale che Q < M < P, ottenendo cosi il quantum double

D} (g) :=D (UL, UY ) ;
in particolare considereremo il caso M = () ottenendo cosi un’algebra di Hopf D?(g);

inoltre useremo per semplicita la notazione D,, := D,'(g) .

4.4 Basi PBW di D}/(g). Dai §83.4-5 e dalle definizioni ¢ chiaro che le basi PBW
delle algebre di Borel quantiche forniscono basi PBW (tensoriali, cioe composte di tensori
decomponibili) di D,*(g); in particolare nel caso di Dg(g) considereremo la base

1 n n
(er) Ki;0\ —Ent(t:/2) K30 fo—Ent(si/2) (fr)
{rg\/EaT H< L )Kz ®H< Si ) HF

i=1 =1

(4.4)

eratiasiva€N7 Vi,T}

(assumendo D (g) identificato con U ® US , come sempre faremo nel seguito) e nel caso
di D} (g) considereremo la base

§1 01 G G o

(assumendo D/ (g) identificato con UL ® U2, come sempre faremo nel seguito).

liki € Zie,, fr €N, Vz’,r} (4.5)
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§ 5 Il gruppo quantico U,"(g)

5.1 L’algebra quantica U;'(g). Consideriamo I'ideale &y di D/ (g) generato dagli
elementi K ® 1 —1® K, K € U$; ¢ immediato verificare che £, ¢ un ideale di Hopf,

dunque D} (g) / Rp € un’algebra di Hopf, e per definizione poniamo

Uy (8) = Dy (9) /K.
Se si guarda la presentazione di Dy (g) per generatori e relazioni data in §4 si trova

immediatamente che U (g) := Dé’(g)/ﬁp = U, p(g), dove Uy p(g) € il gruppo quantico
definito in [D-P], §9.

Pilt esplicitamente, abbiamo la seguente presentazione di U (g): essa ¢ la k(g)-algebra
associativa unitaria con generatori

F;, Ly, E; ()\GP,’L:L,TL)

e relazioni

Lo=1, LALMZLA+H V)\,,UGP
LyFj =q @V E Ly VieP, j=1,....n
LyE; = ¢ E; Ly VAeP, j=1,...,n
Lai_L—ai ..
4 — g, (5.1)
1—Cbij
1_ 17 — Qi — .. . .
(—1)'€{ k“?} E " B EF =0 Vij=1,...,n, i%#]
k=0 qi
].—Cbij 1
—CLZ —Q i — .. . .
(—1)’6{ ) J] F " R R =0 Vij=1,...,n i%#j
k=0 qi

La struttura di Hopf in termini di generatori & data dalle seguenti formule:
AF)=F,®L_,, +1®F;,, A(L\)=Lx®Ly, A(E,)=E®1+L, ®FE,
e(F;) =0, €e(Lyx) =1, €eFE;)=0
S(F;) =—F;Ly,, S(Lx)=L_, S(E;)=-L_u,FE;
Vi=1,...,n, ANeP

(5.2)

Operiando la stessa costruzione con un qualunque reticolo M tale che Q < M < P
definiamo

U3'(9) = Dy(9) /R ( = Upui(e))

(dove Uy (@) € il gruppo quantico definito in [D-P], §9). Allora U.'(g) ha una presen-
tazione per generatori e relazioni come in (5.1), (5.2) con M invece di P, e chiaramente
M < M' < U}M(g) > U} (g). Infine indichiamo con

pr: D} (5) — Dy'(g) /R = U;'(9)
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la proiezione canonica, e ricordiamo (cfr. ad esempio [Rol]) lesistenza di decomposizioni
triangolari, cioe isomorfismi di k(q)-spazi vettoriali

U, @UY@U 2UM@e)=2U Uy U, .

| 5.2 Forme intere di U}'(g). Sia i, (g) la k[q, ¢ ']-sottoalgebra di U} (g) generata
a
Mi; — m .
{Fi(é), < ; C) , M; 1,Ei( ) ‘é,c,t,m e N;1 = 1,...,n} :

¢ noto (cfr. [D-L], §3) che questa & una sottoalgebra di Hopf di U,*(g), avente una base
PBW (come k[q, ¢~ *]-modulo)

1 n
(n) M;; 0
{ H Fr .1:1 ( ti

r=N

(3

N
) a7 B /) T )

nl,...7nN,t1,...,tn,m1,...,mNEN};

r=1

questa & anche una k(q)-base di U,"(g), quindi chiaramente i,,(g) ¢ una k[q, q_l]fforma
di Uy'(g) . Infine U,,(g) eredita da U,"(g) decomposizioni triangolari (cio¢ isomorfismi di
k [q, q_l} —moduli)

U, Uy @U_ 24Uy, (g) XU QU U, .

Sia Uy (g) la k:[q, q_l}—sottoalgebra di U,"(g) generata da

{Fal,...,FaN} @) {LH JIAS M} U {Fal,...,EaN}

dove For := (qor — ¢ )Far , Ear i= (qar — @5 )Ear, V7 =1,...,N (cfr. [D-P], §12; si
veda anche [D-K] e [D-K-P]); allora U,,(g) ¢ una sottoalgebra di Hopf di U;"(g), avente
una base PBW (come k[q, qil}—modulo)

tl,...,tnEZ;nl,...,nN,ml,...,mNEN};

questa ¢ anche una k(g)-base di U;*(g), quindi chiaramente U,,(g) ¢ una k[q, q_l]fforma
di U;"(g). Infine U, (g) eredita da Uy (g) decomposizioni triangolari (cioe isomorfismi di
k [q, q_l} —moduli)

U, QU QU_ 2Uy(g) 2U_QUY U, .

5.3 Specializzazioni alle radici dell’unita e morfismo di Frobenius quantico.
Poiché le forme intere che abbiamo definito sono moduli su k[q, q_l], possiamo specia-
lizzarle a valori speciali di ¢g. A tal fine assumiamo per semplicita che il nostro campo base k

contenga tutte le radici dell’unita (cosi che k [q, qil} / (q—¢) = k per ogni radice dell’unita

g; altrimenti la specializzazione estendera il campo base k a k [q, q_l} /pg(q) = k(e), dove

pe(q) & 'l—esimo polinomio ciclotomico e € & una radice primitiva f—esima dell’unita).
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Cominciamo con i, (g). Per il caso € = 1, poniamo
49(8) = a(8) /(4 — 1) ta(8) = $o(8) Brgq 1

(dove k & inteso come k[q, ¢~ '] -algebra via k = k|q, ¢ /(q—l) ); sia p1:Ug(g) — UF(g)

la proiezione canonica e poniamo f; := p; <F¢(1)>7 hi == p1 ((K O)), e :=p1 (Ei(l)>, per
ogni i = 1,...,n. Allora sfruttando la presentazione di i, (g) per generatori e relazioni
data in [D-L], §3.4, si trova (guardando come le relazioni si trasformano tramite p; ) che
47 (g) & cocommutativa, quindi eredita da 4, (g) una struttura canonica di coalgebra di
Hopf Poisson; inoltre essa eredita anche da il,(g) una presentazione per generatori —
fiy hi,e; — e relazioni che ¢ esattamente la stessa di (2.2-4) per U(g), quindi abbiamo un
isomorfismo di coalgebre di Hopf Poisson

UP(g) =U(g) ; (5.3)

in altre parole 4, (g) si specializza a U(g) per ¢ — 1.
Sia ora ¢ una radice f—esima primitiva di 1, per ¢ dispari, ¢ > d := max;{d;}, e poniamo

U2 (@) = Ua(@) /(2 2) tolg) = Uo(e) @uigq 1) b

(dove k & inteso come k[g,q ']-algebra via k = k[q,q 7] /(q —¢€)); si ha

Teorema 5.4 ([Lu3], Theorem 8.10; [D-L], Theorem 6.3). Esiste un epimorfismo
di algebre di Hopf

Srg: U (g) —— Ui(g) = U(g) (5.4)
definito da

37‘9 (Fi(s) ) se Z‘s, 0 altrimenti
K27 Kla . .
Srg (( . 0) ) = S/EO By se E‘s, 0 altrimenti

1 .

(ol
Srg (EZ-(S) ) = (5/6)‘ se E‘s, 0 altrimenti

perogni t=1,...,n,seN. [

In [Lu3], §8.15, si mostra come, per ¢ = p primo, 3’7’9 possa essere interpretato come

un sollevamento del morfismo di Frobenius Gz, — Gz, alla caratteristica zero, quindi ci
riferiremo ad esso come ad un morfismo di Frobenius quantico.
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Ora consideriamo U,,(g). Poniamo

U (0) = Un(9) /(4= 1)U (9) = Up(9) Chigq-) K

¢ noto (cfr. [D-P], ch. IV) che
Ui(g) = FlH] (5.5)
come algebre di Hopf Poisson su k& (qui H ¢ il gruppo di Poisson duale di G definito nel
§1); in altre parole, Uy (g) si specializza a F[H| per ¢ — 1.
Per una radice ¢—esima primitiva dell’unita ¢ (con ¢ dispari, ¢ > d := max;{d;}),
poniamo

UL (9) = Un(g) [ (a =€) Un(8) = Up(a) Dpig g b

vale allora il seguente

Teorema 5.5 ([D-P], Theorem 19.1).
(a) Esiste un monomorfismo di algebre di Hopf

Frg: FIH] = Uy (g) —— U (g) (5.6)
definito da
Fr: F, — Fi . Ly — 14|, Ea — Eﬁd
g q=1 q=¢ q=1 q=¢ q=1 q=¢

per ogni « € RY , A€ P.

(b) L’immagine Z ( = Ui (g )> di ]:rg e una sottoalgebra di Hopf centrale
di UL (g).

(c) L’insieme di monomi PBW ordinati

{ H Eéer HL” H—Efr
r=N

e una base di Zy su k.
(d) L’insieme di monomi PBW ordinati

61,...,€N,l1,...,ln,f17-~~7fNEN}

€1y slnNy 1y yln,e1,...,eny =0,1,. .. ,n—l}

¢ una base di UL (g) su Zy; pertanto UL (g) & un modulo libero di rango (¥™(&)
su Zg. U

Proprio come per §r_, ci riferiremo a ]—"rg come ad un morfismo di Frobenius quan-
tico; infatti esso puo essere interpretato come un sollevamento del morfismo di Frobenius®
Hz, — Hy, alla caratteristica zero (per £ = p primo).

6Qui Hz, indica lo schema in gruppo alla Chevalley che si pud chiaramente costruire a partire dal
”dato di Cartan” associato ad H (imitando la consueta procedura che si segue per Gzp )
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§ 6 Algebre quantiche di funzioni

6.1 Le algebre quantiche di funzioni F/[Bi]| (cfr. [D-L], §4.1). Sia M un
qualunque reticolo tale che Q < M < P, e sia M’ il reticolo duale, Q < M’ < P
(cfr. §2.1).

Sia F[Bx] V'algebra quantica di funzioni relativa a UM (b+) (o Valgebra delle funzioni
del gruppo quantico B,", ), definita come I'algebra di funzioni su U}’ '(b+) generata dei coef-
ficienti matriciali delle rappresentazioni positive di dimensione finita di U2*'(b4.) (cfr. [D-L],
§4); l'aggettivo positive indica quelle rappresentazioni di U, '(b+) per le quali esista una
base rispetto alla quale gli operatori L, (v € M’) operino diagonalmente con autovalori
potenze di q. Poiché la categoria delle rappresentazioni positive di dimensione finita di
U2"'(b1) & una categoria tensoriale, F'[B] & un’algebra di Hopf, che chiamiamo duale di
Uy’ '(b+) perché esiste un accoppiamento di Hopf perfetto naturale (valutazione) tra loro;
¢ anche possibile realizzare F,'[B] come sottoalgebra di Hopf di (U} /(bi))o (qui e nel
seguito per ogni algebra di Hopf H indicheremo con H® (C H™*) la sua algebra di Hopf
duale, nel senso di [SW], ch. VI).

Gli accoppiamenti DRT forniscono isomorfismi di algebre di Hopf

F'[By]= U, (b_),, indotto dall’accoppiamento 7

6.1
F[B_]=U; (by)y, indotto dall’accoppiamento 7 (6-1)

(cfr. [D-L], Proposition 4.2); tramite questi isomorfismi gli accoppiamenti DRT possono
essere interpretati come accoppiamenti naturali di valutazione.

6.2 Forme intere di F[B]. In §3.5 abbiamo introdotto forme intere di U}*(b):
adesso definiamo le corrispondenti algebre di funzioni, che risulteranno essere forme intere
di F}[B+]. Poniamo

FulBe) = { 1 € FY(B2)| (£, 800 (02)) C klg.a7)

FulBsl = { 1 € B [Ba] | (£t (62)) S klaa™!] } (6.2)

dove (, ):F)[Bi] ® UM (b1) — k(q) & laccoppiamento naturale di valutazione; allora
da (3.2) si dimostra che (cfr. anche (6.1))

in particolare §,,[B+] e Fy[Bx+] sono k[q,q !]-sottoalgebre di Hopf e forme intere (su
k[q,q"']) di F"[B]; si ha anche

SulBe] =UN(b5)",  Fu[Bx] = Uy (b5)™, (6.4)

con i diversi isomorfismi che scaturiscono dai diversi accoppiamenti DRT (cfr. anche (3.3—

5)).
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6.3 L’algebra quantica di funzioni F'[G]. Come in §6.1, chiamiamo F,’[G]
Ialgebra quantica di funzioni relativa a Ué”/(g) (o Valgebra delle funzioni del gruppo quan-
tico G}' ), definita come I'algebra di funzioni su U}"'(g) generata dai coefficienti matriciali
delle rappresentazioni positive di dimensione finita di U)"(g) (cfr. [D-L], §4); poiché la
categoria delle rappresentazioni positive di dimensione finita di U," '(g) & una categoria
tensoriale, F'[G] & un’algebra di Hopf, che chiamiamo duale di U)"(g) perché esiste un

accoppiamento di Hopf perfetto naturale (valutazione) tra loro; & anche possibile realizzare
F[G] come sottoalgebra di Hopf di (U’ /(g))o.

6.4 Forme intere di F[G]. In §5.2 abbiamo introdotto forme intere di U}'(g):
adesso definiamo le corrispondenti algebre di funzioni, che risulteranno essere forme intere
di F}'[G]. Poniamo

§ule) = { £ € BYGI| (1. 800 (0)) € kla.a™] }

(6.5)
FulG) = { e BG| (£t (9)) S K[0.a7"] |
dove (, ):F)[G]® U}(g) — k(g) & Paccoppiamento naturale di valutazione; & chiaro
che queste sono k:[q, q_l]fsottoalgebre di F'[G].

6.5 Specializzazioni alle radici dell’unita. Si dimostra in [D-L] che §,[G] ¢ una
k[q,q *]-forma di F}[G] (come algebra di Hopf) e anche che

qg—1

§0lG] — FG] (6.6)

cioe §1[G] = F» [G]/(q —1)§5|G] = F[G] come k-algebre di Hopf Poisson (cfr. [D-L],

Proposition 6.2); in effetti questo risultato scaturisce come duale di $,(g) RmENy 5 (g) .

Per una radice f—esima primitiva dell’'unita ¢ (¢ dispari, ¢ > d := max;{d;}) in k
(facciamo le ipotesi dell’inizio del §5.3), poniamo

S?[G] = SP[G]/(Q —£)38[G] = F,:[G] Oklg,q—1] k

(dove k & inteso come k [q, q_l}falgebra via k = k[q, q_l} /(q —¢)); il risultato seguente
definisce un altro morfismo di Frobenius quantico:
Teorema 6.6 ([D-L], Proposition 6.4).

Esiste un monomorfismo di algebre di Hopf

8rg: FIG] = §1[G] —— FL[G] (6.7)

[

(duale di Srg:ﬂf (g) — UP(g) = U(g) ); la sua immagine Fy é una sottoalgebra di Hopf
centrale di §-[G]. O
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§ 7 Gruppi formali quantici

7.1 Algebre di Hopf formali e gruppi formali quantici. In questo paragrafo
introduciamo la nozione di gruppo formale quantico. Ricordiamo (cfr. §1, o direttamente
[Di], ch. I) che i gruppi formali possono essere definiti in una categoria di algebre topologiche
commutative di tipo particolare, il cui sottostante spazio vettoriale (o modulo) topologico
sia linearmente compatto; seguendo la filosofia di Drinfel’d, definiamo i gruppi formali
quantici semplicemente eliminando l'ipotesi di commutativita dalla nozione classica di
gruppo formale. Pertanto, se volessimo utilizzare un linguaggio geometrico, in accordo con
il ”dizionario” di Drinfel’d (cfr. [Dr3], §1) dovremmo definire gruppo formale quantico lo
spettro di un’algebra di Hopf formale (mentre i gruppi formali classici sarebbero spettri di
algebre di Hopf formali commutative); naturalmente in quest’ordine di idee I’espressione
"spettro di X7 vorrebbe soltanto indicare un fantomatico oggetto geometrico associato
all’oggetto algebrico X, senza alcuna pretesa di rigorosita.

Il nostro obiettivo ora & studiare U}"(g)": poiché U} (g) & un’algebra di Hopf, il suo
duale lineare U)'(g)" & un’algebra di Hopf formale (cfr. §1.1), dunque (associata ad) un
gruppo formale quantico. Ricordiamo inoltre (cfr. §5) che U*(g) € definito come quoziente
del Drinfel’d’s double D,, := D}'(g) ; abbiamo dunque un epimorfismo di algebre di Hopf
pra: Dy —> U2 (@) che il funtore ()* trasforma in un monomorfismo di algebre di Hopf
formali

Jarr = (pry) " U (8)" = D"

Pertanto cominciamo con lo studio dell’algebra di Hopf formale D,,”*.

Lemma 7.2. Siano H_, H, algebre di Hopf su F, sia (H_)Op ® H. — F un

arbitrario accoppiamento di Hopf, e sia D := D (H_, Hy,m) il corrispondente Drinfel’d’s
double. Allora esistono isomorfismi di F—algebre

D*=H{®H*, D*=H'QH;
duali degli isomorfismi di F—coalgebre
D>2H, @ H_, D>2H ®H,

forniti dalla moltiplicazione (cfr. Teorema 4.2).

Dimostrazione. Dal §1.1 segue che dualizzando (4.1) si ottengono isomorfismi di spazi
vettoriali

D*=Hy®H*, D*=H'®H],;
un semplice calcolo mostra allora che questo € un isomorfismo di algebre, considerando il
membro di destra come prodotto tensoriale topologico di algebre. [

7.3 Algebre quantiche come algebre di funzioni. Dal §4.3 ricordiamo che esiste
un isomorfismo di coalgebre D), = UM (by) @ UZ(b-) = UY ® UZ; quindi il Lemma 7.2
ci da un isomorfismo di algebre
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pertanto passiamo a studiare le algebre di Hopf formali U2 U g*.
Osserviamo che gli accoppiamenti DRT inducono varie immersioni di algebre quantiche
nel duale lineare di altre algebre quantiche; precisamente fissiamo tra le tante le seguenti:

U.—US (indotto da )

. ] (7.1)
U, —— U_ (indotto da )
imay: UM —— UM (indotto da ) (7.2)
ima: UY —— UM (indotto da ) '
UggU7®U$<—>Uf®UéW*%U§W* (indotto da ) (73)

Ug%Ué”®U+c—>UéW*®Uf§Uf/* (indotto da )

in aggiunta le (7.3) sono anche immersioni di algebre di Hopf formali. Da ora in avanti
allora identificheremo le varie algebre quantiche con le loro immagini nei corrispondenti
spazi duali.

Lemma 7.4.
(a+) 1l sottoinsieme di U _

([ orators

r=N

fl?"'afNEN}

¢ la pseudobase di U,” duale della base PBW di {1, di monomi ordinati decrescenti.
(b+) 1l sottoinsieme di $4_

{ IT 0™ e

r=N

fl,...,fNGN}

¢ la pseudobase di U,” duale della base PBW di U, di monomi ordinati decrescenti.
(a—) 1l sottoinsieme di U ,

N
{ H qir(e{ )EZ@;

r=1

61,...,6N€N}

¢ la pseudobase di U_* duale della base PBW di 4_ di monomi ordinati crescenti.
(b—) 1l sottoinsieme di 4L,

N
{ 11 o (9) e

r=1

81,...,€N€N}

¢ la pseudobase di U™ duale della base PBW di U_ di monomi ordinati crescenti.
(c) U (e quindi U} ) contiene (rispetto ad ambedue le immersioni in (7.2)) la pseu-
dobase By, di UM " duale della base PBW di L.
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Dimostrazione. Per (at) e (b%) basta ricordare la definizione di pseudobase e utilizzare
le (3.2).
Per quanto riguarda (¢), poniamo

° AZ,O —Ent(t; n
“ﬂ:II<Q )MEtmm V7= (t,....tn) €N
i=1

per indicare gli elementi della base PBW di 43", e indichiamo con u* I’elemento di U}
duale di u,, cioeé I'unico elemento di Ué‘”'* tale che <ui,u7/> = 0; . per ogni 7' € N".
Analogamente scriviamo gli elementi della base PBW di Uy’ come L, =[], M]"" per
ogni p = Y.»_  mip; € M, e identifichiamo p con (mq,...,m,) € Z"; in particolare
allora My = M N P = N". Inoltre consideriamo su N" l'ordinamento < prodotto
dell’ordinamento naturale su N.

Il calcolo diretto ci da

i=1 vt/ q;

da cui ricaviamo in particolare

<Lu,u7>77é0 = 7=

<LT, uT> = ¢ T V1 eN"

T

(7.4)

dove T'(7) := Y"1, dit;Ent(t;/2); in particolare ¢~7(7) ¢ invertibile in k[q, ¢ ']. Da (7.4)
otteniamo formule

LT = q_T(T) : u;k— + Z <L7—,'LL7—/>7 ’ u;k" vreN"

T'<T

che ci dicono che I'insieme { L, ‘ T € N"} si ottiene dall'insieme { u} ‘ T € N"} tramite

la matrice M := (<LT, u7/>f> . che ha tutte le componenti in k [q, qil] , € triangolare
T, 7' eN™
inferiore, ed ha tutti gli elementi diagonali invertibili in k[q,qil}; ma allora anche la

matrice inversa M~! = (07771) ha queste stesse proprieta, percio gli v} sono dati

7,7/ €EN™
dalle formule

ur = T L+ Z Crrr - Ly vVreN'
T/ <T
da cui ricaviamo che

By = {u,";

La  costruzione precedente e stata fatta relativamente  all’immersione
imy: U — (Ué” /)* indotta da 7 ; ripetendo — parola per parola — la stessa costruzione
a partire dall’ insieme {L—u = L;l |,u e My } invece che dall’insieme {Lu ‘ e My }

TeN"}gug.
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e utilizzando 7 al posto di 7 si ottiene di nuovo (utilizzando le stesse matrici!) che la
pseudobase in questione — che chiamiamo ancora B,, — & contenuta in U{', rispetto
all’immersione im,, indotta da «. O

7.5 Osservazione. Poiché
Dy 2UM @Ue=2U, @UY @U@ U.
(come spazi vettoriali), abbiamo che
Dy UM QU 2U QUM QU U~ ;

percio dal Lemma 7.4 deduciamo che
Ogni elemento f € D, puo essere espresso in modo unico come serie formale

f= > armee F-M-L-E
FM,L.E

in cui ar mee € k(q), M e By, L€ Bp, egliF, risp. gli £, sono monomi ordinati
negli F,, risp. negli E,;
in particolare

Ogni f € D, puo essere espresso come serie formale negli Foi,..., Fon, Eqo1, ...,
Eqn a coefficienti in (U @ US) = U " @US" .

Analogamente per U, "(g) dall’esistenza di decomposizioni triangolari

U.@U)" @U_ 2UM (92U U} U,
si ottiene l'esistenza di decomposizioni duali
USBUY QU =UM (g) 2USRUY" ®U

percio dal Lemma 7.4 deduciamo che
. / * \ . . .
Ogni elemento f € U™ (g) puo essere espresso in modo unico come serie formale

f= Z a}"M’g'f‘M'g
FME

in cui ar me € k(q), M € By, e gt F, risp. gli £, sono monomi ordinati negli Fy,,
risp. neglt Fy;
in particolare

Ogni f € U(}M/(g)* puo essere espresso come serie formale negli Foi, ..., Fon, Egi, ...,
E .~ a coefficienti in U@”'* .

Nel seguito quando considereremo l'immersione composta Uy’ — Uy’ QU Ué”'(gfk
intenderemo sempre che la prima immersione sia indotta da 7 (cfr. (7.2)).
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Proposizione 7.6. Il monomorfismo di algebre di Hopf formali j,,: Ué”/(g)* — Dy~
definito in §7.1 e dato da

jM FZHFZ®1, LM'_)L_M®LH7 EZ'—>1®E1 (75)

(i =1,....,n, u € M ); in particolare l'immagine di j,; € la chiusura della sottoalgebra
generata dall’insieme

{Fi®1,L_H®LH,1®Ei

izl,...,n,,uEM}.

Dimostrazione. Dalla definizione di pr,, segue subito che un generico monomio della base
PBW di D,, ha immagine

prM<E~L®K-F> —E-L-K-F:
allora dalla definizione di j,, := (pr,,)" segue subito che
ju(F)=Fel, ju(ly)=LweLle, ju(B)=10E:;

ad esempio infatti abbiamo

T

<jM<LM>aE'LV ® Ka F> = <L,uvprM(E'LV'®Ka'F>> =
= (L B Ly Ko F) =65, 0p1 g7+

(§]

<L_M®L“,L,,®Ka>: <L_M,LV> -<LM,KQ> _

T

=0p1-0p1-q T g =6p, - 6py - g

perogni p € M, v e M, a€ (@, quindi appunto j,, (Lu) =L_, ® L, . Inoltre 'insieme

{Fi7Lu>Ei

izl,...,n,uEM}

genera un’algebra che contiene la pseudobase di U,* (g)" (per il Lemma 7.4) e quindi & densa
in Up"(g)", percid per continuita ( j,, := (pr,,) € continua, cfr. §1.1) j,, & univocamente
determinato dalle (7.5). O

Osservazione 7.7. In virtu della Proposizione 7.6 e dell’Osservazione 7.5 potremo
identificare j,, (Ué‘”/ (g)*> con lo spazio delle serie formali negli F o1, ..., Fon,Eq1,..., Eun

. .. 1*
a coefficienti in Uy’
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7.8 Forme intere. Avendo costruito forme intere di U}"'(g), possiamo definire i

. . . . ’ * . . . . . . .
corrispondenti sottospazi (in U," (g) ) di forme lineari a valori "interi” su tali forme;
precisamente definiamo

(@) ={ F € U} (@)

(f.4w(@) Cklaa7") }

., (7.7)
Unr(e)" ={ F € U} (@)"| (£t () € K[a0:a7"] }
Poiché studiamo Uy’ "(g)" immerso in D,,*, definiamo anche
3 ={ € (U3 @) | (£800 (@) S kla.a7] | )
T ={ £ €3 (U2 (0)) | (.6 (@) € klaa7"] }
e chiaro allora che j,, si restringe a isomorfismi di k[q, q_l]fmoduli
Jaithe (8) ——0us  Gailae (@) —— T (7.9)
Infine introduciamo i k[q, qil}—moduli
W= e U (£ 47) S kg
v ={rew | (W) chlea ) } 10

uy' " ={ re vy | (ruy"y cklaa ) )

Proposizione 7.9.
(a) Nell’identificazione di cui al §7.5, %, (g)" & il k[q,q_l]—sottomodulo di UqM/(g)*
delle serie formali
Y Fop-€

Fp,E

m cui P € 116”/* e gli F, risp. gli £, sono monomi della base PBW diU_, risp. dilU . In
particolare t,,(g)" & una k|q,q~*] -sottoalgebra di Hopf formale di Ué”'(g)*.
(b) Nell’identificazione di cui al §7.5, Uy ()" € il k[q, ¢~ '] -sottomodulo di Ué”/(g)*
delle serie formali
Z T-¢-C
§,9,¢€

m cul ¢ € Z/{(J)W* e gli §, risp. gli €, sono monomsi della base PBW di _, risp. di .. In
particolare Uy, (g)* ¢ una k[q,q_l} —sottoalgebra formale di UqM/(g)*.

Dimostrazione. (a) Dato f € U}" "(g)", sviluppiamolo in serie

f:ZFJ'SOU’EU
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in cui gli F,, risp. gli E,, sono monomi della base PBW di U _, risp. di U, ¢, € Ué”/* ,
e Y, # Yo perogni o, o', tali che (F,, E,) # (Fg, Es) (il che & sempre possibile). Per
ogni monomio di potenze divise E - (K) - F' nella base PBW di U,,/(g) abbiamo

~

<f»E-(K)-ﬁ>=Z<FU-%-FU,E-(K)®1@>:
=Y (For B) -oa(()) - (Eur F)_.

Si osservi poi (cfr. Lemma 7.4) che per ogni fissato & esistono monomi di potenze divise
E5, F5 tali che

(7.11)

(F.B,) =0, (B,F,) =0
z; cosl la (7.11) da

E
(. Bo-(K) - Fr) =3 e’ 00 ((K)

<F57E\&> ==+q", <F&,F\&> = +¢°

per qualche r,s € Z, e

ceS
(dove S :=1 0 ‘ F,=F; E,=E;5 } e €, = £1) che puo essere riscritta come
(Fov faBs (K)@1) = 3 e0a™ - 5 ((K)) (7.12)
geS

(dove >, risp. <, denota ’azione sinistra, risp. destra, di Ué”/(g) su Ué”/(g)*, cfr. [D-L]; ma
in questa sede ci interessa semplicemente usare il relativo simbolismo per brevita); d’altra
parte le ipotesi danno S = {6}, quindi in particolare la (7.12) da

r4+s

<ﬁ5‘l>f<]E6> = €54 “P5 -

M/
U

Se ora f € ,,(g), si ha che <135 >fd EC—,>

\ . . . . /
v © una funzione a valori interi su )",
0

cioe sta in L4’ " : poiché e5¢" % & invertibile in k [q, qil} si conclude che 5 € Uy " ; poiché
questo si pud fare per ogni & si conclude che @, € Uy " per tutti i coefficienti . Viceversa,
se vale quest’ultimo fatto si ha chiaramente f € J,,.

Consideriamo adesso la struttura di Hopf. Sia f € U,,/(g); come prima, sviluppiamo
A(f) in serie

A =Y (Fo o Bo) o (F, -, T,)
in modo tale che ¢, ® ¢, # ¢, ® ¢, per ogni o, 7, tali che (FU,FU,F;,F;) +

M/*

<FT,ET,F;,EL) (il che e sempre possibile); dobbiamo provare che ¢,,¢) € U
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per ogni o; a tal fine procederemo come nella prima parte della dimostrazione. Poiche
f € Uy (g), cioe & una funzione a valori interi su U,/ (g), allora A(f) ¢ una funzione a
valori interi su i,/ (g) ® 4, (g). Fissiamo dunque un &, e selezioniamo E., Fs, Eg, ﬁg
(come nella prima parte della dimostrazione) tali che

<F67E5> :iqra <E5'7F\5>7::|:q5
<F;,Eé—,> = j:qu , <E;,F\é>i =+¢q°

per qualche r,s,7’',s' € Z, e
?

per tutti i monomi PBW F # F;, E

((FeFy) e A<

(ﬂ(})\/}’@ﬂé\d’) ocES
dove S = {U‘FU =F;,E,=FE;,F_=F, E; = E; } e €, = £1; ma per costruzione

S ={a}, e d’altra parte ((Aa- ® Ag) >A(f) < (EC—, ® Eg)) ' / . ¢ una funzione a
(L oLl")

valori interi su <5JS” T@ U /> , perché A(f) & a valori interi, quindi otteniamo ezq"t5+7'+5".

o ® ph € UM @ = T RUMT daltronde & anche e;q" T Lo @ @l €

UM QU™ per cui & e5q" T o000, € UM T @ e quindi pr@¢] € U QUM

da cui poi si conclude facilmente che pg, L € LU " qed.

Infine, si ha 1 € 4,/ (g)" (per definizione, con 1 = €), & chiaro che €(U,(g)")
k[q,q_l} , perché 1 € i,,/(g), e anche che S(ilM/(g)*) = U, (g)" perché S(ilM/(g))
Un(g) . Cosi U,/ (g)* & una sottoalgebra di Hopf formale di UqM/(gfk su klg,q7'], q.e.d.

(b) Si ripete passo per passo la dimostrazione di (a). O

1N

A questo punto ci serve una nuova definizione:

Definizione 7.10.
(a) Chiamiamo A,, la sottoalgebra di UY @ UL ( C D,*) generata da

{FelL Ll eL,10F,

{fe

A, = f )
Au ::{fe M’(f,Z/{M/(g)>§k[q,q_1] }:AMsz.D

izl,...,n;,uEM}.

(b) Definiamo

An
A
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Lemma 7.11.
(a) Ay € la k[q,qil} —sottoalgebra di U @ UL generata da

{Fah ®1, L, ®L,, 1® B

h,kzl,...,N;ueM}.

In particolare A,,; € una k[q, q_l} —forma intera di A, .
(b) Ay éla k[q,q_l] —sottoalgebra di U @ UL generata da

a Ly @ Ly;

al t

h,k,i=1,...,n; a,t,deN;ceZ}.

In particolare A,; € una k[q, q_l} —forma intera di A, .

Dimostrazione. Dalla definizione di A,, si deduce subito l'esistenza di un isomorfismo di
spazi vettoriali (su k(q)) ®y: Ay —— U_ @ U @ U, definito da

D,,: F,®l1l— F;, L_,®L,— L,, 1® FE; — E; ;

ma questo si restringe subito ad isomorfismi di k [q, q_l]—moduli

O Ay U QUY U, DAy — U RUY @YU,
e quindi la tesi segue immediatamente dalle (3.3-5) e dal §3.5 in generale. [

I seguente risultato — che approfondisce l’analisi fatta in [D-L], Lemma 4.3 — mette
in relazione i gruppi formali quantici in esame con le algebre quantiche di funzioni; in
particolare si dimostra il fatto che §,/[G] e F\[G] siano forme intere (su k[g,¢']) di
F)'[G] come algebre di Hopf: a conoscenza dell’autore cio era noto soltanto per §,[G],
cfr. [D-LJ.

Proposizione 7.12.
(a) L’immersione di algebre di Hopf formali

I qu’(g)* ——— Dy”
st restringe ad un’immersione di algebre di Hopf formali
st Fé\/[ [G] Dy”

la cui immagine & contenuta in A,,.
(b) Le immersioni in (a) conservano le forme intere, precisamente

SulG] = ,UM_l (QlM) ) FulG] = ,UM_1<~AM)
cost che la restrizione da immersioni di k:[q, q_l} —algebre

tnr: S [G] ——— Ay, tr: Fu |Gl —— Ay
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ne seque che
Su |G| € una k[q, qil} ~forma intera di F}'[G] come algebra di Hopf

FulG) ¢ una k[q,q '] ~forma intera di F}[G] come algebra di Hopf.

Dimostrazione. (a) La prima parte ¢ ovvia. Per la seconda, ricordiamo che I'identificazio-
/ N .o .
ne D, =UM @ U2 & data dalla composizione

’ j+®J—
Ué” ® U? (L)DM, ® D,y %DM,
dove j4: Ué”/ — Dy e j_: U2 < D, sono le immersioni naturali di algebre di Hopf
e mp e la moltiplicazione di D,,s, e consideriamo questa composizione come isomorfismo
di algebre di Hopf (tirando cosi indietro su Ué”’ ® U2 la struttura di Hopf di D, );

per dualita, I'identificazione di algebre di Hopf formali D, = Ué”/* ® Ue * & data da
(mpo(j+ ®j-))" = (j+ ®j_)"oml = (j* ®j*)om}. Se ora my denota la moltipli-
cazione in Ué”’(g), si ha myo(pryy @ pray) = prapemp , quindi dualizzando

J+®J— Prt

v oU Dy ® Dy =2 Dy ——» Up" (g)

si ottiene

(prarompo(is ®3-))" = (prarojs)” & (prasoej—) om}y ;
inoltre pryoj; coincide con immersione naturale ir: UM (b+) < UM '(g) , cosi la formula
precedente da (prM/omUo(j+ ®jf))* = (zi @zi) omg;. Ora osserviamo che mj; non ¢
altro che la comoltiplicazione di U," "(g)", che si restringe alla comoltiplicazione A di F, . 1G],
mentre pg = i%: Ué”/(g)* — Ué”/(bi)*
in F'[B+]; pertanto

¢ Papplicazione di "restrizione”, che manda F [G]

(prasromue(iy ® j-))" (Fy[G) = ((i3 %) omyy) (Fy'[G]) =
= (i3 @) (A (') < (i ®i7) (FM[G] ® F'[G]) =
— o1 (FY'IG)) @ p (F[G]) = F¥[By] @ F'[B_] = U¥ 0 U
si conclude che I'immersione j,, manda F}*[G] in U ® UL . D’altra parte ovviamente
M (FqM [G]) si annulla su R,,/, quindi — per la Proposizione 7.6 — si conclude che
par (F[G]) € Au
(b) Le prime due asserzioni sono ovvie dalle definizioni (§6.4 e Definizione 7.10(b)).
Sia ora, ad esempio, f € Fy[G]: allora

(S (e (£)) U () = (pa (), S (U (8)) ) = (1aae (), Usir(8)) € Kl a7

(cfr. (6.5)) e inoltre S(uun(f)) € Au, quindi dalla Definizione 7.10(b) otteniamo
i (S(f)) = S(par(f)) € Anr, per cui S(f) € Fu[G]; analogamente,

(B (12 (1)) Usir (@) © U () ) = (1120 (), User (@) - User (8) ) = (1aas () Usar(8)) € [0
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e d’altra parte A(f) € Ay, ® Ay, quindi A(f) € A, ® A, : basta osservare che

(4w ® Au) N { 0 € 5 (U2 (0) 0 U (@)) | (0. Uswr(0) © U (@) € kg™ | =
= Ay ® Ay

applicando la Definizione 7.10(b) al caso di g @& g (o per verifica diretta, passando per il
Lemma 7.11); si conclude che A(f) € F\,[G] ® F\,[G]. Pertanto F,[G] & una k[q,q~*]-
sottoalgebra di Hopf di F*[G].

Infine, sia f € F}'[G]; allora p,(f) € Ay, quindi esiste c(q) € k[g,q7!] tale che
piar (c(@) f) = (@) - e (f) € Ay (perché A, ¢ k[q, ¢ ! ]forma intera di A,,, cfr. Lemma
7.11(b)); allora c(q)f € pu *(Aw) = FulG] (cfr. Proposizione 7.12(b)); quindi f =
ﬁ - (clq)f) con clq)f € FulG], percio k(q) @uq.q—1 SulG] = FM[G], cioe §,[G] &
k [q, q_l}fforma intera di F[G], q.e.d.

Evidentemente lo stesso procedimento si puo applicare passo per passo anche a §,,[G],
cosi da completare la dimostrazione. []

7.13 Coefficienti matriciali. Il risultato precedente puo in effetti essere perfezionato,
estendendo le immersioni a isomorfismi. Per cominciare, dato p € My := M N P, sia
V_, un U '(g)-modulo irriducibile di peso minimo —pu. Sia v_, # 0 un vettore di peso
minimo in V_ u, esia ¢_, € V_ [ il funzionale lineare su V_,, definito da (a) gb plv_y) =1
e (b) ¢_, si annulla sull’'unico complemento di k(q).v_,, in V_, che sia U} ~invariante;
sia ¥_, 1= cg¢_, »_, il corrispondente coefficiente matriciale, cioe ¢_,: 2 +— ¢_,(z. U—u)
per ogni z € Uy’ '(g) . Possiamo allora perfezionare la Proposizione 7.12 con il seguente
risultato, che migliora [D-L], Theorem 4.6:

Teorema 7.14. Sia p:=Y . | .
(a) L’immersione di k(q)-algebre py: F'[G] — A, si estende ad un isomorfismo
di k(q)—algebre

pia: FMIG] [0 —=— A (7.13)

—p

inoltre (1, (F}[G]) & densa in j,, (Ué‘”/(g)*> .
(b) L’immersione di k[q,q_l]falgebre tr: Sa|G] — Ay si estende ad un isomor-
fismo di k [q, q_l] —algebre

far: Fu[G) [0 )] —— Aas (7.14)

inoltre iy, (SM [G]) ¢ densa in J,, .
(c) L’immersione di k[q,q_l} —algebre py: Fu|G] — Ay st estende ad un isomor-
fismo di k [q, q_l] —algebre

pinr: Fur[G] [0ZE] —=— A (7.15)

—p

inoltre iy, (.7:M [G]) e densa in T ,,
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Dimostrazione. Si dimostra in [D-L], §84.4-6, che pp: §p[G] — A, si estende ad un
isomorfismo di k[q,q_l}—algebre pp: §pG] [’QZ):}J inp; in particolare l’estensione di
scalari da un isomorfismo di k(g)-algebre pp: F[G] [w:;] =, A, . La stessa dimostrazio-
ne si adatta senza problemi al caso di M generico, cosi che (a) e (b) restano dimostrate.
Ma l’argomentazione usata in [D-L| dimostra anche (senza preoccuparsi dell’integralita)
che py: F)[G] <= Ay si estende ad un isomorfismo di k(g)-algebre

piar: FJ[G] W:;] =, A,, . Inoltre i calcoli in [D-L] danno

MMW—/L) =L, ®L_y

per ogni peso p € M ; cosl in particolare per p = p; e p = p si ottiene

MM(¢—M) = Lm ® L—m ) NM(w—p) = Lp ® L—w NM(@D:;) = L—p ® Lp

donde L,, ® L_,, € Im(u,) per ogni ¢ = 1,...,n. Sempre dalla dimostrazione in [D-
L] (Theorem 4.6) si ricava che F; L,, ® L_,,, L,, ® L_,, E; € py (FM[G]) (per ogni
i=1,...,n), quindi anche Fi(f)Lfm QL_fu;y Lep, ® L_EHiEfe) € pu (F)'[G]) (per ogni
i=1,...,n, f,e € N); a questo punto dalla Proposizione 7.12(b) si ottiene Fi(f)LfM ®
L_ sy, Lep, @ L_euiEZ-(e) € um(FulG]), per ogni i = 1,...,n e f,e € N; parimenti si
ha Ly, ® L_,, = pan(2i) € pa (FulG]), con z == _,, € Fy[G], sempre in virt della
Proposizione 7.12(b). Si ha allora

L*Mi ® LHi = H Lﬂj ® L*Mj ) (L*P ® Lp) € Hu (fM[G] [1/}:117} )

i

e quindi Fi(f) ®1,1® Ei(e) € L <FM[G] [w:},] ) per ogni i =1,...,n, f,e € N; inoltre

Ly @ Loy c = ﬁ qfierl Ly, ® Ly, — 1
t . g —1

t o c—s+l (z:) — w(2i); ¢ Zi5 €
I = () = ()

e di nuovo per la Proposizione 7.12(b) si ottiene (*/¢) € F,[G], cosi <L“i®€*“i;c> €

t

p
Lemma 7.11 discende che p,, (FM (G] [w;ﬂ ) =A,.
Infine, i calcoli in [D-L], §§4.4-6, danno anche

Ihar (fM |G] [1/):1] ) (per ogni ¢ = 1,...,n e ogni ¢, t). Finalmente, da tutto questo e dal

Fily, @ Ly, Ly ® Ly, Ly, @ Ly, By € pu (F;J[G])
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e analogamente
FaLu @L_p, Ly®L_y, L,® L—MEa € Hu (31\4 [G])

FOLpy @ L g Ly®L_y, Ly ® LB € 1y (8,[G))

per ogni i = 1,...,n, u € My, f,e € N. Sia ora v, 'immagine di w, (riprendendo la

notazione usata nella dimostrazione del Lemma 7.4) nell’isomorfismo d’algebre 0: Uj"" —
Ud" datoda L, — L_, (v € M"); poiché {uT ‘ Te M, =N } ¢ una base di U}"', anche
{ Ur ‘ Te M, =N" } lo e; riprendendo allora la dimostrazione del Lemma 7.4 si vede subito
che v¥ (rispetto all'immersione U’ —— U3""" indotta da 7) & una combinazione lineare
di elementi L_, (u € M). Allora, ricordando che jy(L-,) = L, ® L_,, (cfr. (7.5)), il
fatto che L, ® L_, € pun (F'[G]) per ogni p € My implica che jy, (v5) € pa (F)'[G])
per ogni 7 € M, ; poiché L, € UOM/* e somma di una serie di v}, a coefficienti in k£ [q, q_l}
(7 € M) otteniamo che j,, (L,M) e nella chiusura di p,, (Fé” [G]); ma allora — per quanto
abbiamo gia visto — tale chiusura contiene anche tutti gli F;®1, 1® F;, dunque coincide con
tutto jy, <UqM'(g)*>; visto che & anche L, ® L_,, € py (Fu[G]) € Ly ®L_, € pun (Fu[G])
si puo ripetere lo stesso ragionamento con le forme intere, e concludere con la tesi. [

7.15 Gradazioni. Ricordiamo che U ha una Q) y—gradazione Ul = @acq, (Ug)a
data dalla decomposizione in somma diretta in spazi peso per l'azione aggiunta di U{';
similmente U2 ha un’analoga ()_—gradazione. Sottolineiamo il fatto che queste sono
gradazioni di algebre di Hopf (nell’ovvio senso usuale); inoltre esse sono ereditate dalle
varie forme intere, 4 U, ecc. ecc. Infine gli accoppiamenti DRT rispettano queste

gradazioni, cioe per esempio 7T <(U£4)B, (U§/)7> =0 perogni f € Q_, v € Q4 tali che
f+~v7#0.

Le gradazioni delle sottalgebre di Borel quantiche inducono una (Q—gradazione dell’alge-
bra di Hopf D,, := UY ® U2 (che ¢ ereditata dall’algebra di Hopf quoziente U, (9)), i
sottospazio (U M ) 5 ® (Ue )7 avendo grado 3+ 1), e anche una —gradazione della sottoal-
gebra UM @ UZ di D,/ ; poiché lo spazio D,,” & completamento (mediante serie formali)
di tale sottoalgebra, esso eredita a sua volta una sorta di ” pseudogradazione”, nel senso che
ogni elemento di D,,” ¢ somma infinita di termini aventi ciascuno un grado ben definito:
precisamente, dato un elemento f € D,/ con sviluppo in serie formale (cfr. Osservazione

7.5)
f=>Y F-¢-€

F,b,€

incui ¢ € (Ué‘”/ ® UOQ)>k e gli F, risp. gli £, sono monomi ordinati negli F,,, risp. negli F,,
i gradi dei suoi vari termini sono dati da

deg (F - ¢- &) :=deg(F) + deg(E)
essendo deg (HLN ng:) = — Zi\[:l fra”, deg (Hivzl EZT;) = 27{\7:1 e, . Ora, la sot-

toalgebra U @ UL ¢ densa in D,,", e la restrizione dell’accoppiamento naturale di valu-
tazione D,/ ® D, — k(q) al sottospazio (US ® UF)® (U @ UZ) non ¢ altri che 7@7
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(quando si identifichi (UY @ UF) ® (UX @ U2) con (U¥ @ UM') @ (UZ @ U2)); percid
dal fatto che 7 e 7 rispettino le gradazioni si ottiene subito che anche ’accoppiamento
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D,/ ® D,s — k(q) rispetta le (pseudo)gradazioni che abbiamo introdotto. Infine, la
pseudogradazione di D, & compatibile con la struttura di Hopf (formale), nel senso che
se x € D,/ & omogeneo di grado « (cioe & somma — eventualmente infinita — di termini
di grado «) allora tutti i termini di S(z) hanno grado «, tutti i termini di A(z) hanno
anch’essi grado «a (con deg(y ® z) := deg(y) +deg(z) ), e €(x) # 0 soltanto se deg(z) =0;
ad esempio consideriamo il caso di S(z): presi € D,,/* e y € D, omogeneli, si ha

(S(x),y) = (x,5()) = (x, ")

dove 3’ := S(y) & a sua volta omogeneo di grado deg(y’) = deg(y), perché la gradazione
di D, € compatibile con la sua struttura di Hopf; allora

(S(2),y) # 0= deg(y) = deg(y') = deg(x) = S() € (Drr ieg(x)

cioe deg(S(z)) = deg(z), g.e.d.

7.16 La struttura di Hopf. In questo paragrafo forniamo informazioni piu concrete
sulla struttura delle algebre di Hopf formali in esame.

Prima di tutto, la counita e: D" — k(q) & definita come € := 1* | quindi e(z*) :=
<x*, 1> , per ogni z* € D,/ ; cosl in particolare abbiamo

€(For ®1) =0, €(L_,®L,) =1, €(1®@Eu)=0 (7.16)

(k=1,... ,N;ue M), e

L, ®L,:
e(Fi(f)@)l):O, e(L_p, ®Ly,)=1, e(( “z@; M’C)>:(§

(L@ Ly) =1, ¢(10E)=0

)qz- 7 (7.17)

(i=1,...,n;f,t,e € N;c € Z); poiché i termini in esame generano l’algebra j,, (Uéw(g))*
(in senso topologico), sia le (7.16) che le (7.17) determinano univocamente
e g (Uy"(9))" = k(a).-

Passiamo ora all’antipodo S: D, — D,/ : per deﬁnizione esso e il trasposto dell’anti-
podo di D,,,, quindi e caratterizzato da <S(m*),x> <x > per ogni z* € D,,/",
x € D,y. In particolare consideriamo Fz.f ®1eUY® Ug < D,", f € N: esso ¢
omogeneo di grado —fa;, dunque S <Fif ® 1) ha lo stesso grado (poiché S conserva il

grado, essendo la @Q—-pseudogradazione compatibile con la struttura di Hopf (formale):
cfr. §7.15). Percio scrivendo S (Fz-f ® 1) come serie

(Ff®1> ZF o - B,

si ha deg (F, - ¢y - Ey) := deg(F,) + deg(E,) = —fa .
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La pseudogradazione di D,,” induce anche una pseudogradazione di J,,; quindi, sfrut-
tando il fatto che J,, ¢ una sottoalgebra di Hopf formale di D, (Proposizione 7.9),
possiamo applicare lo stesso procedimento e ottenere

(F ®1) ZFU 0o - E (7.18)

(per h=1,...,N) dove ¢, € Yy Mg gli F,, risp. E,, sono monomi della base PBW di
U_, risp. U, tali che deg(F ) + deg( ) =—fa,.

La stessa argomentazione fornisce formule per Fi(f ) ® 1 €1, , precisamemente
S<Fz(f)®1> :Zﬁa'qﬁa'ﬁa (719)

~

(per f e€Nji=1,...,n) dove &, € Z/{M/* e gli Fa, risp. E,, sono monomi della base
PBW di U_, risp. il+, tah che deg( > +deg< > =—fa;.

Osserviamo ora che si possono comparare J,, e Z,, tramite ’ovvia immersione naturale

Ty 28U (9)" — Uy (9)" 2Ty (duale di Uy, (g) — Uy (g)); poiché

—f _
Fah®1=(qah—qahl)f-[f]q Pl e1= =g F @1

\m\

f
1® Egr = (qar —q,0)" le], -1 ® B = H —¢$)1®EY

(h,k=1,...,N;f,e € N), il confronto diretto tra (7.18) e (7.19) da

n  fan e

f
By @o-Eoe [T TITI (@ —a2) - (a3 —az0) - L (a2 —a) " T
u=1

hk=1r=1s=1

per E, = Hh N F(fh) E, = Hszl Eie,f) . In particolare possiamo scrivere S (Fi(f) ® 1>
come serie

s(FP 1 e ILE (o = 0) (030 = 008) 3 gy, (70)
( )= ghgl [T (@ =)

dove ancora @/ € Uy" e gli ﬁg, risp. gli Ea, sono monomi PBW di 4_, risp. ., con
deg (F:,) + deg <E0> = — fay ; in particolare dal coefficiente che appare in (7.20) possiamo
estrarre un fattore del tipo

ap bh

HHHq—q” (¢ —a77)

h=1r=1s=1
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con Zthl(ah +by) = Ziv:l(f n + ex) — f; allora possiamo riordinare i termini della serie
(7.20) e riscriverla come

S<Fi(f)®1> Z Z HﬂH (¢"—a7) (¢"—q7°) Xan (7.21)

ah+bh ’n,h 1r=1s=1

incui X, el ® US”/* ® 4, . Se ora € ¢ una radice f-esima dell’unita, per ¢ € N, si ha

Z HﬂHq—qr (¢®=¢°)=0 mod(¢g—¢) Yn>2N(—1)

ah+bh ’I’Lh 1r=1s=1

e quindi la (7.21) & una somma finita modulo (¢ — €). La stessa analisi puo essere fatta
chiaramente anche per tutti gli altri generatori di A,,, cosi che alla fine troviamo che

Per ogni radice dell’unita €, le serie S <Fi(f) ® 1), S <<L‘”i§)L“i50>>, S(Ly, ® L_,,)
e S (1 ® Ei(e)> sono somme finite modulo (q — ).

Per uso successivo calcoleremo ora i primi termini di alcune di queste serie.
Per S (FZ ® 1) il primo termine — chiamiamolo F; — corrispondente al coefficiente

n = 0 nella serie (7.21) (relativa al caso f = 1), corrisponde ai termini Fj, - &, - F, in
(7.19) (per il caso f = 1) tali che Zil(fs +e5) = 1; d’altra parte questi termini devono
avere grado deg (1/7’\0) + deg (E(,) = —ay, quindi si conclude che essi devono essere tali
che 1/7\0 =F; e Ea = 1. Si osservi adesso che F; assume valori non nulli soltanto sui
monomi PBW di U, (g) del tipo E; - L,, v € M'; sia dunque Vi ; lo spazio vettoriale
su k[q, q_l] generato da tali monomi (che & un Uy’ "“modulo libero di rango 1); allora il
calcolo diretto mostra che I'elemento Fy + q; 2 - FiLa, ® L_q, & zero in Vi';+ pertanto
Fi=—q; % FL,, ®L_,,, quindi

S(Fi®1)=—q; % F, Lo, ® L_q, mod (q—q_1)2

Con analoghe argomentazioni si trova che

(L,M ® L, ) =L, ®L_,, mod (q — q_l)
(L“Z ®L_ ) =L_,,®L, mod (q — q_1)2
S((L_”’®L”“ )) =—-L,, ®L_,, - (L_ui(giLMi;()) mod (¢ —¢7")
SAI®E;) =—¢" Lo, ® L_o, E; mod (g — q_1)2

perogni i =1,....n,ce€Z,t €N.

Occupiamoci ora della comoltiplicazione A: D,,* — D,,/* ® D,/ , per la quale possiamo
fare un’analisi del tutto simile. Per definizione A ¢ il trasposto della moltiplicazione di D,,,
quindi ¢ caratterizzata da <A(m*),y ® z> = <x*,y . z>, per ogni z* € D", y,z2 € Dy.
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In particolare consideriamo Fif ®1 € UY @ UL < Dy : esso ¢ omogeneo di grado
—fa;, dunque A (Fif ® 1) ha lo stesso grado (perché A conserva il grado, essendo la
@—pseudogradazione compatibile con la struttura di Hopf formale: cfr. §7.15). Percio
scrivendo A <F,L-f ® 1> come serie

A(F @1) =Y (F -6, ) @ (F, - &), - B)

o

(dove ¢, ¢l € Ué”'* e gli F,,F. risp. gli E,,E! , sono monomi PBW di U_, risp. di

U, ) siha deg((Fy- 6o o) ® (Fh-o,- L)) i= deg(Fy) +deg(E,) +deg(FL) +deg(E,) =
—fay; . Allora applicando questo ragionamento alla forma intera J,, e procedendo come
per 'antipodo, si ottengono formule

A (Ef ® 1) =N (F 9o E,)® (Ff, g, E) (7.22)

o

(h=1,... ,N) dove p,,pl. € Llé”/* e gli FU,FO_, risp. EU,EU, sono monomi della base
PBW di U_, risp. U, tali che deg(Fg) + deg(F(,) + deg(E ) + deg( > —fay.

Analogamente per 7,, si hanno formule

A (F}” ® 1) = (ﬁa B, Ea) ® (ﬁ; P E;) (7.23)

(t=1,...,n) dove &,,P/ € 1184/* cgli B, ﬁ[;, risp. E,, E(’T, sono monomi della base PBW
di 4_, risp. 4, , tali che deg <ﬁ0> + deg (ﬁé) + deg(@a) + deg <E{,> = —fa;.

Ora il confronto tra (7.22) e (7.23) da di nuovo una relazione
(ﬁa-¢a-ﬁg> ® (ﬁ;-gzs;ﬁ;) e

n  fn eg

e 1T II1] (¢ ) (aie —af) -

h,k=1r=1s=1

/ !/
In ek

'HH(ql;/h—q;[/)( —qk)E[ g ) Ty ® Ty

r'=1s'=1
per F, = H}l:N F(i{f‘) , E, = Hivzl E&i’“) , ﬁé = H,ll:N F(i{fll) , E(’, = ch\]:1 E((;k;“) . Come
nel caso di S, possiamo allora riscrivere la (7.23) come serie

ap  bn

ARV 1) = Z > 6o o).

(ah+ah+h 1r=1s=1
by +bl)=n (7.24)

a;l bj, ) ) / )
11 11 <qr —q"”>-(qs —q‘s>-Yn

'=1s'=1
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x ®2
in cui Y,, € (il, QU @ +> , e quindi se € ¢ una radice f-esima dell'unita (¢ €

N), si ha che (7.24) ¢ una somma finita modulo (¢ — €). La stessa analisi puo essere
fatta chiaramente anche per tutti gli altri generatori di A,,, ottenendo formule del tutto
analoghe alla (7.24), cosi che alla fine troviamo che

Per ogni radice dell’unita e, le serie A (Fi(f) ® 1), A(L_M ® Lm)? A(LM ® L—m):
A ((L*“i%L“i;c)> e A (1 ® EZ-(S)> sono somme finite modulo (q — ).

Per uso successivo calcoliamo ora i primi termini di alcune di queste serie, usando per
brevita la notazione Fi® =F®1, Lff’ =L_,®L,, Ef@ :=1® FE;, e cosi via. Con la

stessa procedura usata per S si trova che, modulo (q — q_1)2, si ha:

Lo .
A(Fz@)EFi®®1®+1®®Fi®+(Qi—1)'( ai,0>®Fi®+
*1 i - - L% 0
Ha—a) Y O (e —aa) (05— a5 E§®F§+<qz-—1>-( : )E§®F§’>
o,BERT
A(LY) = Ly, ® L, AL, )=1%, @ L8,
+ @2 (di), Y (a—-D)[d), [(wil)], - | BS @ FY + (q; — 1) - ES @ F? i
q 1 \"t)q q vlg LWV )], B ~ i
YERT

L®-0 L®-0 Lo -
i —1) - Hi? E® F® i_12_ i’ E® Mz

L& 0
A(E;@)z1®®E?+E?®1®+(qi—1)-E?®( ai" )_

% — — Lff,;()
- )Y O (g —qal)(%—%1)(E§®F§’+(%—1)~E§®F§©< : ))

a,BERT

dove le costanti C’ZYE e C’;g sono definite rispettivamente dalle equazioni
m ([Fas o) ) = Cly - wt ([Fay Bg] ) = i - B

7 :UZ(g) — k(q) - Fi, @ : U2(g) — k(q) - E; , sono le proiezioni canoniche.

Nota: in Appendice svilupperemo completamente ed esplicitamente le formule per S
e A nel caso di G = SL(2,k), cosi che le algebre di Hopf formali di cui ci interessiamo
saranno descritte in tutti i dettagli. In ogni caso la tecnica delineata puo essere adottata
con successo per calcolare i termini delle serie su viste fino ad un qualunque grado fissato.
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§ 8 Il gruppo quantico U,"(h)

8.1 L’algebra quantica U;'(h). Per maggior chiarezza diamo ora una veste as-
siomatica ai risultati che abbiamo discusso nel §7: in particolare introduciamo, tramite
una presentazione per generatori e relazioni, un nuovo oggetto U,*(h) — il nostro nuovo
”quantum group” — che sta a U(h) come U, (g) sta a U(g).

Per cominciare definiamo H,, come la k(q)—algebra associativa unitaria con generatori

Fi, L,, E; ANeM;i=1,...,n)
e relazioni

Lo=1, L,L, =L, Vu,veM
LMFj:q(ajlu)FjLu YueM,j=1,...,n
LHEqu(a”“)EjLu YueM,j=1,....,n

E;F; — F;FE; =0 Vi,j=1,...,n

1—a;; (81)
k|1 — agj 1—ai;—k ko . .
Z(—l) { i } E, E;E =0 Vi,j=1,...,n,1F# ]
k=0 qi
1—a;; 1
> (-DF { _ka”} F "R FF =0 Vij=1,...ni#j.
k=0 a
Costruiamo poi in U_ (C H,, ) linsieme dei vettori radice { Fi1,..., Fon },in U} (C
H,, ) linsieme B,, determinato dal Lemma 7.4(¢c), e in U, (C H,,) l'insieme dei vettori
radice { Eq1, ..., By }; infine definiamo Uy (b) il completamento di H,, tramite le serie

formali negli elementi dell’insieme

1 N
B, = { II 7B 1] E
r=N r=1

dunque (cfr. §1.1) Up*(h) & il completamento di H,, relativamente alla topologia (di H,, )
per cui un sistema fondamentali di intorni di 0 sia 'insieme dei sottospazi vettoriali di H,,
che contengano quasi tutti gli elementi di B,,, e i suoi elementi si rappresentano in modo
unico come combinazioni lineari infinite, a coefficienti in k(q), di elementi di B,, .

In parole povere U;'(h) & un’algebra di serie formali (non-commutative) con le (8.1)
come regole di commutazione; percio diremo anche, in breve, che Uy’ (h) é generata topo-
logicamente da F;, L,, E; (nw € M;i = 1,...,n). Infine sottolineiamo il fatto che,
grazie al Lemma 7.4 (c), possiamo identificare U, (h) con lo spazio delle serie formali negli
Foiy...,Fon,Eor,...,E,~, a coefficienti in U"" .

Il punto chiave adesso € che i risultati del §7 — specialmente la Proposizione 7.6 —
rendono possibile produrre una realizzazione esplicita di U," (h), dotandola al contempo di
una struttura di algebra di Hopf formale:

fr,eTENVr;BEBM};
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Teorema 8.2. FEsiste un isomorfismo di k(q)—algebre topologiche

o7

vars Ut () —— s (U2 (@)")
definito da
vy: Fp—F®l, L,—~L_,®L,, E —18EFE Vi=1,...,n, u€ M;
allora il pull-back della struttura di Hopf formale di j, <Ué‘”/(g)*) definisce una strut-
tura di algebra di Hopf formale su U,'(bh), cosi che VM:UqM(b)ijM (Uéw(g)*> e

Gar Yol U, (h) =, Ué”/(g)* sono isomorfismi di algebre di Hopf formali su k(q).

Dimostrazione. Osservando che F; ® 1,L_, ® L,,1 ® E; € UX @ UL e confrontando
le relazioni (8.1) con le relazioni (3.1) che definiscono le algebre di Borel quantiche si
ottiene subito che v,, & ben definito. Inoltre abbiamo chiaramente H,, = U_ ® Uy’ @ U,
come spazi vettoriali, cosi come anche U_ @ U @ U, = Ay (C ju (Ué”'(g)*) ), da
cui si deduce che v,,; € un isomorfismo di algebre tra H,, e A,;; infine A,; contiene una
pseudobase B,, di j,, (Ué”/(g)*> (cfr. Lemma 7.4, Proposizione 7.6, e Osservazione 7.7)
tale che vy (B,) = By, e quindi si puo estendere v,, per continuita ad un isomorfismo
d’algebre topologiche v,,: U} (h) = Je (U;‘/(g)*> . Le rimanenti asserzioni sono piu o

meno tautologiche. [

Osservazione 8.3. (a) Il teorema precedente ci dice dunque che la definizione data
in §8.1 non ¢ che una descrizione di Uy’ ()" ; tuttavia abbiamo voluto farne appunto una
definizione, introducendo il simbolo U}’ (h), per sottolineare le analogie esistenti con U,*(g),
che appariranno particolarmente evidenti alla luce dei risultati del §10.

(b) Grazie al Teorema 8.2 possiamo identificare U,* (h) con U’ '(g)" tramite v,,, e quindi
far operare U_@Ug'@U,. (C UX(h)) su UM(g) = U, @U" @U_ tramite 'accoppiamento
TRTQT.

Lemma 8.4. I sottoinsieme

Q= { o= Fo 6, E, €U (h)| 6o € UG, Vo |

(dove x =3 Fy- o Ey ¢ lo sviluppo di x € Uy'(h) come serie a coefficienti in UMt )
¢ una sottoalgebra di Hopf formale di U}"(b).

Dimostrazione. E chiaro che ,, & una sottoalgebra di U, (h).

Consideriamo ora x € ,,, con =3 F-¢_-El e ¢7 =3 7 ¢rply (con soltanto
un numero finito di coefficienti ¢, , diversi da zero, per l'ipotesi x € €2,,).

Sia S(x) =, Fy - ¢o - E, ; fissato un indice &, a priori abbiamo ¢, € U™ (cfr. §8.1):
vogliamo dimostrare che in effetti ¢5 € Uy’ (g Ué”/*> , cosl che S(QM) = Q,,. Peril

Lemma 7.4 esistono due unici monomi di tipo PBW &; e F5 tali che

(S(@), &y Fo) = (Fo, &) - 65() - (B Fo ) = 65(y)
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per ogni y € U} : in altre parole, ¢y = (.7-"5 >S(z)< 55)

., quindi dobbiamo studiare
Uy’

<S(a§), Es -y - ]—}> come funzione di y € U ; per linearitd possiamo restringerci al caso
y=L,, ve M.
Ora, ricordando la definizione di antipodo per il duale U." /(g)*, si ha

<S(m),55 : y-]—"&> = <m,5’(55 : y-}"&)> ; (8.2)

per calcolare (8.2) il termine S (55 Sy f&) deve essere "raddrizzato”, cioe espresso come
elemento di U, ® U} ® U_ rispetto alle basi PBW. Per prima cosa

S(Esy Fo) = S(Fa) - S(y) - S(&5) 5

poi calcoliamo i vari fattori:

— (I S(]—}) € Ug' , € non dipende da y;

— (1) S(y) = S(Ly) = L—v;

— (IIT) S(é’c—,) € Ug’ , € non dipende da v;
ora riordiniamo i vari fattori, in modo da riscrivere il prodotto S (.7-"5) -S(y)-S (EC—,) come
combinazione lineare di elementi della base PBW fissatas:

— (IV) commutando S(}"&) con S(L,,) = L_, si produce un coefficiente q*(l"@?)

che dipende da y = L, secondo la funzione L_g_, cioe g~ wlBe) = <L_g5,L,/>7, dove
Bz € Q_ e il peso di S(]—}) (uguale al peso di F5 ); )

— (V) riordinando S(F5) con S(€5) si produce una somma Y, xx di termini che non
dipendono da y;

— (VI) riordinando il prodotto di S(L,) = L_, con la somma _, z si produce per
ciascun termine zj un coefficiente ¢~ (*17e.%) che dipende da y = L, secondo la funzione

L_,, ., cloe ¢gher) = <L—va,va>,» dove v5 1 € Q4+ ¢ il peso della parte "positiva”
z; di 2y (rispetto alla decomposizioneﬂtriangolare Ué”/(g) ~U, UM oU.).

Percio quando alla fine calcoliamo <:1:,S (55 Sy ]—})> troviamo che questo dipende
da y secondo le funzioni L_g, e L_,_, e secondo le funzioni ¢/ oS: precisamente ¢5 =

(Fs S(z) <€)

.+ € combinazione lineare di funzioni del tipo
UO

L, E Crplmp - Ly ) = E Y R R
pneM pneM

percio ¢5 € Uy", q.e.d.

Per la comoltiplicazione si procede in modo analogo. Sia A(z) =Y, (Fy - ¢o - E5) ®
(FY - ¢+ EY), e fissiamo un indice 5 : vogliamo dimostrare che ¢, @ ¢% € U* ® Uj", cosi
che A(QM) = Q,, ®Q,,. Consideriamo gli unici monomi di tipo PBW &, £/, e Fs, FV
tali che

(A@), €5y Fo) @ (€52 F4) ) = daly) - 9(2)
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per ogni y,z € U} : in altre parole, ¢ ® ¢ = ((.7:5 ® fg) > A(x) < (55 ® 5},’))‘

uM'’
quindi dobbiamo studiare <A(x), (55 -y-}}) ® (Engg)> come funzione di y, z € U ;

per linearita possiamo restringerci al caso y = L,,z = L¢, con v,§ € M'.
Ora, ricordando la definizione di comoltiplicazione per Ué”/(g)* si ha

(A@), &y Fo) @ (€2 F)) = (w65 y - Fo &0 -2 FL) s (83)

nel "raddrizzare” il prodotto & -y - Fs - EY - z - F — per calcolare (8.3) — abbiamo:
— (I) riordinando il prodotto F5 - £) si produce una somma ), x; di termini che
non dipendono da y, 2 ;
— (IT) commutando y = L, con la parte positiva x;r di ciascun termine zj si produce
un coefficiente ¢*1%7%) che dipende da y = L, secondo la funzione Lg, ,, cioe q1Ba k) =

<L567,€,L,,>7, dove (B € Q4 ¢il peso di xz :
™

— (II) commutando z = L¢ con la parte negativa z, di ciascun termine xj, si produce
un coefficiente ¢(¢"7.%) che dipende da z = L¢ secondo la funzione L., , cioe qé&lrer) =
<L%7k,L£>7, dove 751, € Q— ¢il peso di z; ;

s

— (IV) riordinando il prodotto z, - F5 per ciascun termine xj, si producono termini
che non dipendono da y, z;

— (V) riordinando il prodotto &; xg si producono termini che non dipendono da v, z.

Percio quando alla fine calcoliamo <x, Es -y -Fs - EL-2-Fl > troviamo che questo di-
pende da y ® z secondo le funzioni Lg, , ® L,, , e secondo le funzioni ¢/ : precisamente

b5 @ P = ((.7-"5 QFL) > A(z)<(E @ 5g)> ’UM’ ¢ combinazione lineare di funzioni del tipo
0

L, - Z Crop Ly @ Ly Ly o = Z Crou Lyt pe @ Lyys i
T T

percio ¢ @ ¢ € Uy', q.e.d. O

Passiamo ora a definire forme intere di Uy’ () e a dimostrarne le prime proprieta. D’ora
in avanti useremo il termine pseudobase di un modulo topologico V' per indicare una base
di V' come modulo topologico, cioe un sistema completo di generatori lineari indipendenti
di V, cosi che ogni elemento di V si esprima in modo unico come serie negli elementi della
pseudobase.

Definizione 8.5. Sia H,, la k[q, q_l} —sottoalgebra di U;*(h) generata da

{FM, Ly, Bor

rzl,...,N;,ueM}.

Chiamiamo Uy (h) la chiusura di H,, nella topologia di Uy (h). O
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Teorema 8.6. U, (h) ¢ una k[q, ¢~ '] -forma intera (in senso topologico) di U} (h), come
algebra di Hopf formale, che ha pseudobase su k‘[q, q_l}

in particolare v, (UM(b)) = Jm (ilM/(g)*> =T, . 0O

Dimostrazione. Per costruzione Uy, (h) € una l{:[q, q_l]fsottoalgebra; inoltre contiene U\,
quindi contiene B,, (cfr. Lemma 7.4), percid ammette (8.4) come pseudobase su k[g,¢!],
¢ quindi & forma intera su k;[q, q_l} (in senso topologico) di U,*(h). D’altra parte per la

Proposizione 7.9(a) abbiamo anche v, (L{M(b)) = 2,, , quindi (sempre per la Proposizione
7.9(a)) Uy (b) & una sottoalgebra di Hopf formale di U, (h), da cui la tesi. [J

Consideriamo ', := Q,, N v, 1(Z,); osserviamo poi che (cfr. Proposizione 7.9(b) e

(3.5))

934:{1':230'¢0'€U€Ué\4(b)‘%0 €u77¢06u(])\47606u+7 VO'}

Definizione 8.7. Sia 9, la k:[q, qil} —sottoalgebra di U,"(h) generata da

{Fi(f)7 (M;;C) , Mi_17 Ez‘(e)

Chiamiamo 4, (h) il kz[q,q_l} —sottomodulo di U," ()

f,c,t,eEN;izl,...,n}.

N ap,bn

+oo
x:an conxnep Z H H (q’"_q*’").(qS_q*S).yJM .0 (8.5)
n=0

h(ah—i—bh):n h=1 1”,5:1

/

Teorema 8.8. i,,(h) ¢ una k:[q, q_l} ~forma intera (in senso topologico) di Uy'(h) e Qy,
come algebre di Hopf formali.

Dimostrazione. Per costruzione i,,(h) € una k [q, q_l] —sottoalgebra delle algebre suddette;
inoltre il Teorema 8.2 e la Proposizione 7.9(b) ci assicurano che €, ¢ una forma intera (in
senso topologico) su k[q,q_l} di 2,, come algebra, e da qui si deduce che anche i,,(h)
lo ¢. D’altra parte dalla Proposizione 7.9(b) e dal Lemma 8.4 ricaviamo anche che ), ¢
una sottoalgebra di Hopf formale di €2,,; infine I'analisi fatta in §7.16 — ”tradotta” per
U} (b) tramite v,, ' — e in particolare le formule (7.21) e (7.24), ci dicono esattamente
che S(ty(h)) = Uu(h) e AUy (h)) < 8y (h) ® Uy (h), quindi &, (h) & una sottoalgebra
di Hopf formale, da cui la tesi. [J
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8.9 Presentazione di i, (h) per generatori e relazioni. Sfruttando l’analogo
risultato valido per Ug(g) (= U, @ U) @ U_) (cfr. [D-L], §3.4), e la discussione fatta

nella dimostrazione del Teorema 8.8 possiamo realizzare una presentazione di i,,(h) per

generatori (topologici) e relazioni. L’algebra ,, definita in §8.7 ¢ la k[q,q_l}falgebra
associativa unitaria con generatori

My, ML (M:C) 7 El(r) Fi(S)

(t=1,...,n;c€Z,trseN) (avendo posto M; := L, ) e relazioni

MiMi_l —1= Mi—lMi, MZ':th;tl _ ]\4;‘:1]\4’?:17 Mi:tl (M'-Z,C) _ (M;7C> M,L':tl

M;; c M;; 0
= i — 1 =M,;—1
(M) =0 w-n (M)
(Mi;c) (Mi;c—t) (t-l—s) <Mi;c)
= , Vt,s
t S t \t+s
i
Mi;e+1 gt M;;c _ M;i;c ’ Vi1
t t t—1

Mize\ "X emen (€Y (Mi0
’ — .C (3 \v/ >0
()= (), () e

p=>0

t
(M";t_c) = 3 (—1)rg; et pD)2 (P+ ¢ 1) (M“O) . Vel
p=0 qi

D t—p

Mi;C—F 1 _ MZ,C _ qic_t—i_lM,L' MZ,C ’ Vi Z 1
t t t—1

MEP = ¢#“9 EP

MF®) = g “9FP M,

Mi;c E(p) _ E(p) Mi;c+pa’ij
t i t

Mise\ po) _ pwo) (Mise+pag
t 7o t

E.i(r)Ei(s) _ [r + s} B+ B0 —1
r qi
FZ(T)FZ_(S) _ [r + s} Fi(r-i-s) 7 Fi(O) _
T
qi
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Y. (CUEVEEY =0, i#j
r+s=1—a;;
Z (_1)8F¢(T)FjF¢(s) =0, i F ]

r+s=1—a;;
EM e — pls) pr)
A J J 7

perogni i,j =1,...,n. L’algebra 4,,(h) & il completamento di 9,, ottenuto prendendo le
serie formali nei monomi PBW di 4[_ e 81, a coefficienti in 44" che soddisfino la condizione

in (8.5). Infine dal §7.16 — tramite v,, — ricaviamo le formule (per ogni i =1,...,n, con
Ki = Lai ,Mi = LIM' \V/Z)

Ki;
A(Fi)EF¢®1+1®F¢+(Qi—1)'< 1O)®Fi+
-l i+ -1 -1 o K;; 0
Ha—a ") D Coh (g — a0 )(fm 45 ) Ee@Fy+(ai=1)- "] |Ea®Fy
a,fERT
A(M;) = M; @ M;, AM =M M

A((M§;0)> — (Mil;0>®1+1®(Mli;O)‘f’(Qi—l)- (M"l; 0)®(Mi1;0)+

+ 2y (d)y " D (= D ldy], [(miln)],, - (E’v ®F, +(q—1)-E,®F, (Mi; O) +

1
YyeERt
MZ,O MZ,O MZ,O
+(%’—1)'< 1 )E7®Fv+(%_1)2‘( 1 )E7®F7< 1 ))
Ki;O
A(Ei)El@Ei—FEi@l"‘(Qi_l)-Ei@( 1 )_
-1 i _ _ K;; 0
—(ei—a7") )] Ca’ﬂ(Qa_qal)<QB_qB1><EQ®F/3+((]'L‘_1)'E0¢®F3( ) ))
a,feERT

2 .
come congruenze modulo (q — q_l) , € inoltre

8.10 L’immersione naturale §,:F.'[G] — U,/(h). Poiché I'algebra quantica
di funzioni F,'[G] & per definizione sottoalgebra di Hopf (formale) di Ué”'(g)*, possia-



67

mo immergerla nell’algebra inviluppante quantizzata Uy’ (h): precisamente definiamo una
immersione di algebre di Hopf formali

Ear 1=y, opag: FJ[G) —— U (b) .

Allora la Proposizione 7.12 e il Teorema 7.14 ci danno immediatamente il seguente

Teorema 8.11. L’immersione &, F}'[G] — U, (h) induce monomorfismi di algebre
€M:FqM[G]<—>HM7 Ear: SulGl =— Hury &t FulG] — Hu

e isomorfismi di algebre (con p:= > | w;, cfr. Teorema 7.14)
ISVE FqM[G] [1/):;} iHM, YE SM[G] [¢:;1)} iHM, Ve fM[G] [1/}:,1)} iﬁM;

inoltre &, (FqM[G’]) , risp. & (SM[GD , Tisp. & (]:M[GD, e densa in U'(h), risp. in
Uy (B), risp. in Uy, (h). O

8.12 L’accoppiamento di Poisson quantico. In questo paragrafo costruiamo ac-
coppiamenti di Hopf perfetti U)*(h) @ Uy '(§) — k(q) che — in un senso molto preciso,
che sara spiegato nel §9 — forniranno una quantizzazione di tre oggetti classici: gli accop-
piamenti di Hopf perfetti F[G] @ U(g) — k (o F~[G]®@U(g) » k) e U(h)® F[H| — k
— che rispettano anche le strutture di Poisson e co-Poisson coinvolte — e ’accoppiamento
perfetto di bialgebre di Lie h ® g — k; proprio per quest’ultimo fatto chiameremo i nuovi
oggetti "accoppiamenti di Poisson quantici”; inoltre tali accoppiamenti daranno anche ori-
gine per specializzazione a nuovi interessanti accoppiamenti tra algebre di funzioni, come
vedremo. N

Dal Teorema 8.2 abbiamo j,, tovy,: Uy (h) — Ué”/(g)* , quindi ’accoppiamento natu-
rale di valutazione da un accoppiamento perfetto di algebre di Hopf formali

g’ Uy’ (h) @ Uy"'(8) —— k()

q

definito da 7" (h,g) := <jM_1(VM(h)),g> per ogni h € Uy'(h), g € Ué‘”/(g).

Chiamiamo 7," accoppiamento di Poisson quantico.

In particolare osserviamo che se consideriamo il sottospazio U’ :=U_ ® U}’ @ U, (im-
merso in modo naturale in U, *®@UM " @U_* = U o (g)") e utilizziamo la decomposizione
triangolare di Ué”'(g) ~ U, @ UM ® U_, la restrizione dell’accoppiamento di Poisson
quantico a U’ ® Ué”'(g) non e altri che 7 ® T @ 7; poiché U_ @ Uy' ® U, = H,, genera
(topologicamente) U2’ (h) questa identita determina univocamente 7}’

Nel prossimo paragrafo mostreremo che m," fornisce una quantizzazione dell’accoppia-
mento di Poisson ”classico” mp:h ® g — k, donde la nostra scelta del nome; per il mo-
mento osserviamo soltanto che la discussione nei paragrafi precedenti assicura che le forme
intere — Uy, (h), Un(h), Uy () e Uy (g) — delle nostre algebre inviluppanti quantizzate
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M

4 Sirestringe ad accoppiamenti

sono l'una l'ortogonale dell’altra rispetto a 7 " ; inoltre
perfetti di algebre di Hopf formali (su k[q, q_l])

Tom: Yo(h) @Up(9) — k[g,q7 '], mec Un(h) @ Ug(g) — kg, ¢ ] ;

con lo stesso simbolo m,;g indicheremo anche gli accoppiamenti di Hopf
T FolGl@UR(g) — klg,q ], risp. g6t §p[Gl@Us(g) — k[g,¢7'], ottenuti dalla
restrizione dei precedenti: qui e nel seguito identifichiamo F[G] con la sua immagine in
U,'(h) tramite &,,, e analogamente per le forme intere.

§ 9 Specializzazione alle radici dell’unita

9.1 Il caso g — 1: specializzazione di 4,(h) a U(h) e conseguenze. La forma
intera ,(h) che abbiamo definito nel §8 ¢ un modulo su k[q, q_l}, quindi possiamo spe-
cializzarla a ¢ = 1. Poniamo dunque

UF(0) = Yo (0) /(04— 1) a(h) = tho(h) @uigg b

(dove k ¢ inteso come k [q, ¢! |-algebra via k = k[q, ¢ 7] /(q—l) ); sia p1: U (h) — UF(h)

I’applicazione canonica, e si ponga f; := p; (Fi(1)>, h; == p; ((Kl’l;o)), e = P1 (Ei(l)),
per ogni i = 1,...,n. Dalla presentazione di 4, (h) data in §8.9 si trova subito che Uf(h)
¢ cocommutativa, quindi eredita da 4, (h) una struttura canonica di Hopf co-Poisson; ecco
allora il primo dei nostri risultati principali:

Teorema 9.2. L’algebra di Hopf U, (h) si specializza per ¢ — 1 alla coalgebra di Hopf
Poisson U(h) ; in altre parole esiste un isomorfismo di coalgebre di Hopf Poisson

U (h) = U(h).

Dimostrazione. Per cominciare, osserviamo che dalla presentazione di i,,(h) data in §8.9
si trova subito che U (h) = .6@‘ = ﬁQ/(q —1) 94 = Ho Dkjg,q-1 K, quindi possiamo
q=1

limitarci a studiare ﬁQ‘ ; inoltre dalla presentazione di ), otteniamo una presentazione
q=1

di 9, ’q:1 . D’altra parte dalla definizione di $, ‘q:1 e dalla forma esplicita della base PBW

di 4§ (cfr. §3.5) abbiamo che gli elementi Fi(r), (K;;()), K EZ.(S) (i=1,...,n;7t,8€
N) sono sufficienti a generare ), ; infine dalla definizione di potenze divise e da K 1=

1—(¢—1)- K ! (Kl'l;()) si ottiene, facilmente con calcolo diretto,

b1 <Fi(r)) = f;;:, D1 ((K;;O)) = (}:) » b1 (Ki_l) =1, m (EfS)) — i_i
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per ogni i = 1,...,n (dove (ht) = hi(hi_1)(hi;!2)"'(hi_t+1) ), quindi la coalgebra di Hopf
Poisson U7 (h) = 5’)@’ & generata dagli f;, h;, e; (i =1,...,n).
g=1
A questo punto la tesi segue dal fatto che la presentazione di $)g induce una pre-

sentazione di $g — come algebra associativa unitaria — per generatori f;, h;, e;

=1
(t=1,...,n)e relzizioni che ¢ esattamente quella di U(h) (cfr. (2.5)), e la relativa strut-
tura di Hopf co-Poisson e descritta da formule ottenute per specializzazione a ¢ = 1 delle
formule date in §8.9, le quali vengono a coincidere con le (2.6-7) per U(bh).

Per fare un esempio, calcoliamo ¢&(h;); per definizione di quantizzazione di struttura

di co-Poisson ottenuta per specializzazione (cfr. §1.7), 6 ¢ data da § := Aq__Alop =1 (dove
A°P indica la comoltiplicazione opposta), dunque si ha
K;;0 o K;;0
a((7)) - ("))
qg—1
q=1
= <(q - 1)71 : ((2);—1(di)q1 ’ Z (¢—1) [dv]q[(aih)]q By ® Fy—
YERT
@R T, os))|
yERT q=1

B (<z>51<di>q‘1 2 ), [(wh)], (Bre B - Py e E”>)

YERT

q=1

=4d7 Y dy - (aily) - (e ®F — £, ®ey) ;
YERT

confrontando con la formula in (2.7) troviamo allora d(h;) = 5b(hi) , qed. O

Cosi U, (h) fornisce l'annunciata quantizzazione infinitesimale di H : quindi abbiamo
risolto il problema della quantizzazione locale del gruppo di Poisson H.

Osservazione: al di la della dimostrazione esplicita e diretta che ne abbiamo dato, il
Teorema 9.2 puo essere spiegato — almeno in parte — anche cosi: dalla definizione di
g (h) come sottospazio di U} (g)” composto di serie soddisfacenti una certa ”condizione
di crescita” (espressa dalla (8.5)) segue subito che specializzando ¢ ad 1 si ottiene un
isomorfismo di algebre di Hopf

uph) = { f e FLH)

(") =0}
dove ¢ := Ker (e: F[H| — k); ma per definizione di e: F[H] — k abbiamo ¢ = m., dove

m, ¢ l'ideale massimale di F[H| associato a e € H ; ora, ¢ noto (cfr. [On], Part I, Ch. 3,
§2) che esiste un isomorfismo canonico di algebre di Hopf

{ fermy

(m) =0} = U(p)
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e quindi possiamo concludere che esiste un isomorfimo di algebre di Hopf

UP(h) = U(b).

Tuttavia per quanto riguarda la struttura di co-Poisson questo tipo di analisi non puo
darci alcuna informazione, quindi la dimostrazione del Teorema 9.2 presentata in prece-
denza ¢ indispensabile.

Il teorema precedente e la chiave che ci consente di dimostrare due importanti risultati:
il primo & la congettura di partenza relativa a F,[G], cioe F,[G] =Ly () (cfr. Intro-

duzione), il secondo ¢ una nuova dimostrazione del fatto che Uy (g) RmENy o [H] (cfr. (5.5)).

Per indicare una specializzazione, poniamo come sempre

FOUQ) = ]—“Q[G]/(q — 1) FolGl = FolG] ®pigq-11 K

dove k & pensato come k[q, q_l}falgebra via k = k;[q, q_l} /(q -1).

Teorema 9.3. L’algebra di Hopf F,|G] si specializza alla coalgebra di Hopf Poisson U(bh)
per q — 1; in altre parole esiste un isomorfismo di coalgebre di Hopf Poisson

FYGl = U().
Dimostrazione. Consideriamo il monomorfismo di algebre di Hopf
o FolG] —— Uqg(h) (9.1)
e confrontiamolo con l'isomorfismo d’algebre
ot FolG) [7}] 90 C to(h)

dove p:= 3", a;. Quando si specializza ¢ a 1 si trova

U (0) = 90| _ = (FelO1[w3)] )| _ = #1601 [}, ] ¢ (9.2)

q=1
ma 1/):; = K, =[], K; (cfr. Teorema 7.14), quindi
-1 . ‘ .
¢_p)q=1 N il;[lKZL]_l =1
1

perche K; =1+ (¢; — 1) - (K“O> =1 mod (¢ —1) . Percio (9.2) da

49 (b) = F2IG) [wTh,_, | = FFIC)
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cioe (9.1) si specializza ad un isomorfismo, q.e.d. O

Nota: dunque anche F?[G] fornisce una quantizzazione infinitesimale di H ; il vantaggio
rispetto a U (h) & che F?[G] & un’algebra di Hopf usuale, mentre Ug(h) (o anche i, (h))
e un’algebra di Hopf formale.

Sottolineiamo il fatto che il risultato del Teorema 9.3, cioe F,[G] Ly (h) eil duale

(nel senso della dualita di Poisson) di Ux(g) g [H]; inoltre, come gia accennato, il

Teorema 9.2 rende possibile ritrovare in modo del tutto naturale anche tale risultato (la
cui dimostrazione originaria — piu precisamente, la dimostrazione della parte relativa alla
struttura di Poisson — in [D-K-P] e [D-P] & particolarmente complessa e richiede calcoli
molto pesanti.

Teorema 9.4. L’algebra di Hopf Un(g) si specializza all’algebra di Hopf Poisson F[H|
per ¢ — 1, cioé

Ui (g) = Up(g) /(g — ) Us(a) = FIH]
come algebre di Hopf Poisson.

Dimostrazione. Poiché Uy(g) € accoppiata in modo non degenere con iU, (h), per ¢ =1
abbiamo che U7 (g) ¢ accoppiata in modo non degenere con U4 (h) = U(h): quest’ultima
& cocommutativa, percio la prima & commutativa; dunque U7 (g) & un’algebra di Hopf
commutativa finitamente generata su k, quindi ¢ l'algebra delle funzioni (regolari) di un
gruppo algebrico affine, diciamo H'; inoltre, dalla sua deformazione U, (g) ’algebra di Hopf
U7 (g) = F[H'] eredita una struttura di Poisson, dunque H’ ¢ un gruppo di Poisson. Come
in [D-P] ¢ (banalmente) chiaro dalla presentazione di U, (g) che F[H'] ( = U7 (g)) = F[H]
come algebre di Hopf, quindi H' = H come gruppi algebrici (la parte non banale in [D-P] &
quella che tratta la struttura di Poisson). Ora, Paccoppiamento di Hopf tra U7 (h) = U(h)
e Uy (g) = F[H'] = F[H] & compatibile con le strutture di Poisson e co-Poisson, cio¢

(hAf.gb) = (6(h).f 2 9)

per ogni h € UF(h) e f,g € U7 (g), dove ¢ ¢ il coprodotto di Poisson di UF(h) = U(h) e
{, } puo essere o il bracket di Poisson { , } di F[H] (che da la struttura di Poisson di H )
oppure il bracket di Poisson { , }_  di F[H'] =U7{(g) (che deriva dalla sua quantizzazione
Ur(g)) che da la struttura di Poisson di H’: poiché I'accoppiamento & perfetto, si ha
chiaramente identita {, }, ={, },, da cui la tesi. O

9.5 Il caso ¢ — 1: specializzazione di U,(h) a F~[G]. Proveremo ora che Up(h) &
una quantizzazione di F*~[G]; tale risultato puo essere interpretato come controparte duale
(nel senso della dualita di Poisson) della quantizzazione

g—1

Up(g) — F[H]

dimostrata in [D-P] (cfr. §5.2) e ridimostrata nel Teorema 9.4. Come di consueto, definiamo

UT(6) = Up(h) /(0 — DU (b) = Un(b) Bpig g1 b
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Teorema 9.6. L’algebra di Hopf formale Uy (h) si specializza all’algebra di Hopf Poisson
formale F>=[G] per ¢ — 1; in altre parole, esiste un isomorfismo di algebre di Hopf Poisson

formali
Ui (h) = F~[G].

Dimostrazione. Ricordiamo (cfr. ad esempio [On], Part I, Ch. 3, §2) che F*>°[G] ¢ canoni-

[

camente isomorfo al duale lineare di U(g), cioe F>=[G] = U(g)". D’altra parte a livel-

lo quantistico si ha un isomorfismo di algebre di Hopf formali j, ‘ovp: U,/ (h) = U2(g)"
(cfr. Teorema 8.2); inoltre il Teorema 8.6 ci dice tra l'altro che questo isomorfismo si
restringe ad un isomorfismo di forme intere

Jo tove: Un(h)——tlo(g)" (9.3)

(cfr. (7.7)). Ora specializziamo ¢ a 1: allora i,(g) si specializza a U(g); dualmente,
specializzando ¢ a 1 si ottiene, in virtu di (9.3),
U (0) = Un(5) / (0 — 1) Up (D) = Un(b) Dpgg gy b =

= L[Q(g)* ®k[q,q*1] k= (uQ(g) ®lc[q,q*l] k)* = ﬂ(i?(g>* = U(g)* = FOC[G]
cioe

ui(h) =U(g)" = F~[G]

dunque U (h) si specializza a U(g)" = F=[G] per ¢ — 1, q. e. d. O

Osservazione: sottolineiamo ancora il fatto che quello che abbiamo effettivamente di-

mostrato ¢ esattamente che
g—1

Up(h)——Ul(9)"

per poi concludere con la tesi enunciata tramite 1'isomorfismo canonico U(g™)" & F> [G7].

9.7 Il caso ¢ — ¢: morfismi di Frobenius quantici. Sia ¢ una radice primitiva
(—esima dell’unita in k (facciamo le ipotesi dell’inizio di §5.3), per ¢ dispari, £ > d :=
max;{d;}, e poniamo

U2 (0) = LUa(h) /(g — ) o (h) = Uq(h) Dxfyy &

(dove k & inteso come k[q,q_l}falgebra via k = k[q,q_l] /(q — ¢£)); per prima cosa,

osserviamo che

; (9-4)

q=

U2 (h) & un’algebra di Hopf usuale su k, isomorfa a g

infatti, dalla definizione di U2 () segue subito che ogni suo elemento & espresso da una
serie formale di termini in $), che pero in effetti é una somma finita modulo (¢ —¢); inoltre
I’analisi in §7.16 — in particolare la formula (7.24) — attraverso il Teorema 8.2 ci dice che
A(f)Q) C 9, ® 9, , da cui lasserto.

Siamo pronti allora per il prossimo risultato, che ¢ I’analogo per U (h) del Teorema 5.4:
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Teorema 9.8. FEsiste un epimorfismo di algebre di Hopf

B, U2(0) —— 45(0) 2 U () (95
definito da
3r (Fi(s) ) = Fi(s/e) se lls, 0 altrimenti
b q=¢ q=1
3r Ki;0 = K30 se Lls, 0 altrimenti
) s g—c $/C ) | =1
ro | K1 ) =1
8y ( e
Sr <Ei(s) ) = Ei(s/z) se E‘s, 0 altrimenti
b q=¢ q=1

per ogni i =1,....,n, s € N; esso é aggiunto di Fry: F[H] 2 Ui (g) — UZ(g) (cfr.

Teorema 5.5) rispetto agli accoppiamenti di Poisson quantici specializzati, cioée

TH (Srh (h),g> = Te.H (h,frg (g)>

per ogni h € UZ(h), g € U (g).

Dimostrazione. In virtt di (9.4) abbiamo U2 (h) = $Hg ; allora le formule su enun-

q=¢

. . . . . 3 S
ciate determinano univocamente un epimorfismo §r, — se esiste — perché oS
-1 . .. .

, K sono generatori (algebrici) di $,

7 b
b g=¢
S — —
q=¢ q=¢& q=¢

B = 12 (h).
Consideriamo 'immersione di algebre di Hopf

q=¢

Frg: FIH] =U7 (g) —— U (g)
(cfr. Teorema 5.5): il suo duale (lineare) ¢ un epimorfismo di algebre di Hopf formali
Ui (g) —— Ui(e)" - (9.6)
D’altra parte abbiamo un’immersione naturale
42(h) —— Ul (g)" (9.7)

fornita dall’accoppiamento di Poisson quantico (specializzato) e g: 42 (h) @U ( ) — k,

)
oppure direttamente dalle definizioni, per cui 'isomorfismo j, 'ovy: f(h) — Ur(g)" si
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restringe a ,(h) — Up(g)" che si specializza a U2 (h) — UL (g)". Componendo (9.7) e
(9.6) si ricava un morfismo

8y U2 (h) —— UT(9)" ;

la costruzione stessa da allora

(819 = o (37, (1)) = 7 (1. 51 (0))

per ogni h € UZ(h), g € U7 (g), da cui si ottiene immediatamente che Srb e descritto dalle
formule suddette e ha immagine 49 (h), q. e. d. O

Con argomentazioni simili dimostriamo anche il prossimo risultato, che e ’analogo del
Teorema 5.5; come di consueto poniamo

UL(D) = Un(b) /(a = &) Un(B) = Un(B) Sagq 1 -

Teorema 9.9.
(a) Esiste un monomorfismo continuo di algebre di Hopf formali

Fr,: F¥(G) 2 U (5) —— UZ (h) (9.5)
definito da
Fr. F.| —TF| , L. —rI{ |, E. —E (9.9)
b q=1 q=¢ q=1 q=¢ q=1 q=¢

per ogni o € RT, X € P; esso ¢é l'estensione per continuita di §r.: F|G] = F7|G] —
SLIG) (cfr. Teorema 6.6), ed é aggiunto di Srg:ﬂf(g) — U7(g) 2 U(g) (cfr. Teorema

5.4) rispetto agli accoppiamenti di Poisson quantici, cioeé

e (F1y(0.9) =m0 (1 By ()

per ogni h € U7 (h), g € UZ(g).

(b) L’immagine Z (%frb L{f(h)) di .7-"7“[J ¢ una sottoalgebra di Hopf formale con-

tenuta nel centro di UL (h).
(c) L’insieme di monomi ordinati

(T17 i Tl

T = tl,..., )EN“ (fl,...,fN),(el,...,GN)GNN}
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¢ una pseudobase di Zy su k .
(d) L’insieme di monomi ordinati

{ f[ Flroou H E.
r=N
¢ una base di UL () su Zy ; ne seque che anche l'insieme di monomi PBW ordinati
1 n
(s e 11

¢ una base di UL (h) su Zy; pertanto UL(h) ¢ un modulo libero di rango ¢4m(H)
su Zy.

T = tl,...,tn>, frotier G{O,l,...,f—l}Vi,T}

fl,...,fN,ll,...,ln,Gl,...,eN:O,l,... ,g—l}

Dimostrazione. (a) Per cominciare osserviamo che le formule su enunciate determinano
) L}\‘ ) Ea ) (a E
y q=1 q=1 q=1
R*, X € P) sono generatori topologici di U7 (h), nel senso che generano una sottoalgebra
densa di U7 (h).

Consideriamo ’epimorfismo di algebre di Hopf

§rg: U2 (g) — 4Ui(g) = Ulg)
(cfr. Teorema 5.4): il suo duale & un monomorfismo di algebre di Hopf formali
U (e)" —— U2(9)" ;

componendo quest’ultimo con gli isomorfismi UY(h) — U¢(g)*, U(g)" = U(h) (as-
sociati ad accoppiamenti di Poisson quantici specializzati corrispondenti) si ricava un
monomorfismo

Fry: Uf () —— UZ ()

dunque per costruzione si ha

<ﬂh (h),g> = Te.G (frb (h),g) =T1,G (h,STg (g)>

per ogni h € U7 (h), x € UZ(g): allora dalla definizione di 7, ¢ si ottiene immediatamente
che Fr,_ e descritto dalle formule suddette. Notiamo inoltre che, per 7,0 € Q4+ = N con

b

o= (s1,...,8n), sl ha

* * * & KZ?O —Lnt(s;
<.7:7“[J (uT),ug> = Te,q (frb (uT),uU) = m,G (uT, Srg (};[1 ( . ) K, Ent( /2)>) =

~ Yo, (0)- <u 1 (K/§)> i, (0 (W5, ) = X, (0) - Ger
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(dove ¥, oy indica la funzione caratteristica del sottoinsieme ¢ Q4 C @) quindi
]—"rh (ur) = uy, per ogni 7€ Q4 ; (9.10)

da (9.9) e (9.10) si ricava che frb manda elementi della pseudobase (8.4) di U7 (h) in ele-
menti della analoga pseudobase di UL (h): possiamo allora concludere che F 7“[) e continuo.

Infine poiché Fr,: F[G] = §7[G] — FL[G] & definito anche come duale (di Hopf) di
Sry: U2 (g) - U7 (g) 2 U(g) (cfr. [D-L], Proposition 6.4), allora ]:rb:F“’[G] >~ U7 (h) —
UZ(h) ¢ ovviamente estensione di Fr,: F[G] = §1[G] — FL[G] ; ricordando che §,[G] &
densa in U,(g)" = Up(h) (cfr. Teorema 7.14 e Teorema 8.11) & anche chiaro che questa &
un’estensione per continuita.

(b) Si puo facilmente dedurre dal Teorema 5.5 e dalle definizioni di U/ (g) e U, (h)

(altrimenti si puo direttamente far uso dei calcoli in [D-P], §19, o imitare la dimostrazione
della Proposition 6.4 di [D-L]).

(c) Segue direttamente dalla forma esplicita della pseudobase di Up(h) (cfr. §8.1), da
(9.9) e da (9.10).

(d) Da (9.10) si deduce che il sottospazio Z di UL (h) di base { u: | T €0Q4 } coincide
con quello di base {L,\ | A€ lQ4 }; chiaramente U{ ‘ ¢ un modulo libero di rango

q=c¢

¢m(H) gy Z: da questo, dalla forma esplicita della pseudobase di Uy (h), e da (9.9) segue
facilmente ’asserto. [J

Tra le altre cose, annotiamo il fatto che la parte (d) del Teorema 9.9 si accorda bene con
[D-L], Theorem 7.2, che afferma che §L[G] ¢ un modulo proiettivo su Fy := 8rq (Sf [G])
di rango ¢#m(G) = pdim(H)

Infine consideriamo

FEIG) i= FolGl /(4 = &) FalG) = FolG] @aigq- K

con k inteso come k [q, q_l}falgebra via k=2 k [q, q_l] / (q—¢) . Possiamo allora provare la

seguente controparte del Teorema 6.6: si noti in particolare che ora otteniamo un morfismo
di Frobenius quantico suriettivo invece che iniettivo (come (6.7)).

Teorema 9.10. FEsiste un epimorfismo di algebre di Hopf

Fryp: FEIG] —— FFIG) 2 U(h) (9.11)
duale di .7:7“9: F[H] =2U{(g) — UL (g) e di esso aggiunto rispetto agli accoppiamenti di
Poisson quantici.

Dimostrazione. Poiché FZ[G] — U2 (h), possiamo restringere Srh a F2[G], ottenendo

cosi un morfismo di algebre di Hopf

Fry: FEIG] —— U7 (h) = U(h) .
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Ma dal Teorema 9.3 abbiamo F{[G] = U7 (h) 2 U(h), da cui la tesi. O

Chiamiamo anche %rh, F rb,
per G — essi possono essere interpretati come sollevamenti dei morfismi di Frobenius
classici Hy, — Hy , Gz, — Gz  (per { = p primo) alla caratteristica zero.

P P P P

e Fr, morfismi di Frobenius quantici, perché — come

9.11 Specializzazioni dell’accoppiamento di Poisson quantico. Dai §§9.2-6 si
ricava immediatamente che gli accoppiamenti di Hopf

mu: Uo(h) @ Up(g) — klg,q7'] .6t Up(h) @ Uo(8) — k[g,q7']
si specializzano rispettivamente agli accoppiamenti di Hopf naturali
mu: U(h) ® F[H| — k, mq: FE[Gle@U(g) — k

dati dalla valutazione; questo significa che

w1 (h,9) \qzl = (hl,_pdl,) s 7 (h9) \qzl = (Pl,_y3],,)

per ogni h € Uy, (h), § € Un(g), b € Up(b), § € Uy(g), dove x|q:1 denota com’e usuale la

specializzazione di 2 a ¢ = 1. Cosi 'accoppiamento di Hopf 7,: Up"(h) ® Uéw(g) — k(q),
per (M, M") = (P,Q) oppure (M, M') = (Q, P), & una quantizzazione dell’accoppiamento
corrispondente a livello classico. Mostreremo ora che esso puo anche essere interpretato
come quantizzazione dell’accoppiamento di Poisson classico, cioe I'accoppiamento di bial-
gebre di Lie mp: h ® g — k. Per comodita introduciamo inoltre le notazioni

[, ]:==m—m, Vi=A—- A%,
Definiamo ora un accoppiamento 7, p: g (h) xUgy(g) — £ [q, q_l} come segue. Defini-
amo una gradazione su i, (g) assegnando ai monomi PBW il grado

1 n N 1 n N

(m) Ki;0\  —Ent(t;/2) (ne) \ .

deg(HEar TL(50) wreeer T vt )._Zmﬁzmznr
r=N =1 r=1 r=N =1 r=1

e poi estendendo per linearita; sia poi k:[q, q_l} =g Cy C--- CUp C---(CUp(g)) la

filtrazione associata, e — per ogni = € ,(g) — poniamo O(z) :=h se x € Uy \ Y4
(h € N); infine definiamo

mo.p(h9) = (¢ = )™ - my(h.g)
per ogni h € 4, (h), g € Uy (g). E chiaro che questa definizione & ben posta, e definisce un
accoppiamento non degenere m, p : Uy (h) x Uy (g) — k(g) tale che

mgp(a-x+ P y,2)=a -mgp(x,2)+ 0 m4p(y,2)
mep(x,-u+B-v)=a-myp(x,u)+ 67y p(x,v)
perogni «, 3 € l{:[q, q_l] ,x,y € Ug(h), z,u,v € Uy (g) tali che d(a-u+G-v) = 0(u) = d(v);

inoltre considerando (3.2) e la definizione stessa di 7, p si trova che

Tq,P (%(h%%(g)) Ckla,a7 ",y

(dove k [q, q_l] (4—1) e la localizzazione di k [q, q_l] all’ideale primo principale generato da

(9.12)

(¢ — 1) ); in particolare si puo operare la specializzazione di 7, p a ¢ = 1.
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Teorema 9.12. L’accoppiamento m4p : Uq(h) x Uy(g) — klg,q” st specializza

1}
. (a—1)
ad un accoppiamento

mp:U(h) x U(g) —— k

tale che
mp(la-x+0-y,2) =a-mp(x,2)+ 6 - mp(y, 2)
mp(z,a-u+fB-v) =a-mp(z,u)+ B mp(2,v)

per ogni o, B € k, x,y € U(h), z,u,v € U(g) tali che O(a-u+p-v) =09(u) =9(v) (dove
O(z) := 90 (2") per un qualunque x' € Uy, (g) tale che x |q:1 =2z ), e che

(9.13)

mp(z-y,2) =7mp(z @y, A2)), mp (2,2 - w) = 7p(A2),2 @ W)

.14
ﬂp([x,y],z) :Wp(x®y,§(z)), 7'('7)(117, [z,w]) :Wp((S(x),z@w) (9.14)

per ogni x,y € U(h), z,w € U(g), dove d ¢ il cobracket di Poisson di U(g) o di U(h). Tale
accoppiamento estende l’accoppiamento di bialgebre di Lie mp: h @ g — k (cfr. §2.2).

Dimostrazione. Osserviamo che mp puo anche essere caratterizzato come segue. Conside-
riamo su U(g) la filtrazione indotta dalla filtrazione canonica di T'(g) (1’algebra tensoria-
le su g); indicata con Uy C Uy C --- C Uy C --- C U(g) tale filtrazione, ad ogni elemento
x € U(g) \ {0} associamo il grado 8( ):=N se z € Uy \ Un_1; analogamente facciamo
con U(g) ® U(g) utilizzando I'identificazione canonica U(g) ® U(g) = U(g @ g). Dati

z € U(h),

(
e (') =

( ), considerando z’ € i, (h) e 2’ € U,(g) tali che x" =ux, 72

z €
q=1
d(z), si definisce

g Z,
q=1

mp(z,2) = mqp (2, 2) ‘q:l = <(q — 1)8(2/) g (2, z')> )q:1 :

A questo punto, le proprieta di linearita (9.13) discendono direttamente dalle (9.12).
Inoltre, usando le relazioni &(z - y) = d(z) - A(y) + A(z) - 6(y), 9(A(z)) = d(z),
J(x ®y) = d(x) + d(y) = Oz -y) si riconosce che & sufficiente verificare la validita
delle (9.14) sui generatori di Chevalley. Per le prime due relazioni (riguardanti prodotto
e coprodotto) la verifica segue immediatamente dalle definizioni; per le ultime due invece
discende dall’'ultima parte dell’enunciato, per la quale e sufficiente verificare che

ﬂ-‘I:P(h”g”q:l =T7p (h‘q:17g|q=1>

per i generatori di Chevalley h = h{qzl diheg= g‘q:l di g. Ricordiamo che

F| _, =%, Hj|_, =h, Ei‘qzlzei

q=1 q=1

per $,(h) che si specializza a U(h), e

Fj|q21 = f]’, Hj‘q:l = hj, Ej g=1 = €5
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per i, (g) che si specializza a U(g); qui poniamo H; := (Kil;()) . 11 calcolo diretto da

7Tq,’P(Fi»Fj)|q:1 = O‘qzl =0=mp(f;, f;)
ﬂ'q’fp(Fl’,Hj)‘qzl = 0|q:1 =0= 7T7>(f2', h])
_5ij 1 _1
TP (Fi Bj)| _y = (= 1) el e ——50id; =mp(fi€))
7 7 q:]_
7Tq,’P(HiaFj)‘q:1 = 0|q:1 =0=mp(h;, f;)
(7 —1)

wop (Hiy Hy)| _y = (a—1)

-1
= Q;;0; :Wp(hiah')
( _1)( ]‘) q=1 7 !
Wq,P(H’bEj)‘q:l - Olq:1 =0= 7T73(h’i76j)

(@i —q ")

1.
= —-0yd; " = mp(es, f;)

ﬂ-q,P(Ei’Fj)‘q:l = (q - 1) 9

q=1

ﬂ-q,'P(EiaHj)‘qzl - Olq:1 =0= ﬂ-’P(eia h])

7Tq,"P(E'ivfgj)LI:l = O‘q:l =0= 7T7)(eh€j)

Dal confronto con le (2.1) segue allora la tesi. O

9.13 Gli accoppiamenti F[G]| x F[H| — k, F>~[G]| x F[H] — k. La costruzione
del §9.11 puo essere "rovesciata”, dando origine a nuovi interessanti accoppiamenti tra
algebre di funzioni che rispettano le strutture di Hopf coinvolte. A tal fine definiamo un
accoppiamento 7r,7;: Up(h) X Up(g) — k[q, q_l} modificando leggermente 7, .

Cominciamo osservando che, come gli elementi Fr, Lgtl, Eo (per r=1,...N,i=
1,...,n) generano Ur(g) come algebra su k[q,qil}, cosi anche fanno gli elementi Fgr,
L;-tl —1, By (per » =1,...N,i=1,...,n). Ora definiamo una gradazione su U,(g)
(come k‘[q, q_l]falgebra) assegnando ai monomi ordinati nei generatori suddetti il grado

1 n N 1 n N
deg(HFu H Lil li HFZ:) ::Zmr+2li+2nr

r=N i=1 r=1 r=N i=1 r=1
e poi estendendo per linearita; sia poi k[q,q_l] = Uy CUL C - CURC---(CUp(g))
la filtrazione associata: per ogni x € U,(g) poniamo allora 9(z) :=h se x € Uy \Up_1
(h € N). Poi estendiamo m,: U (h) @ U2 (g) — k(q) (oppure 7,:UZ(h) @U; (g) — k(q), ¢
equivalente) ad un accoppiamento perfetto di algebre di Hopf formali 7,: U;(h)@U; (g) —
k (¢*/¢) (dove d & il determinante della matrice di Cartan) tramite la legge mq (Lx, L) :=
qMm) (dove (Au) ¢ definito alla fine del §2.1). Infine, per ogni h € Un(h) e g € Up(g)

definiamo )
w7 (h,g) = (g— 1)~ m,(h.g)
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(consideriamo Uy (h) ® Up(g) immerso in Uy (h) @ US (g)), dove d(g) ¢ il grado di g
teste definito. E chiaro che questa definizione e ben posta — in particolare, anlogamente
a quanto accade nel caso di m,p, dato un monomio PBW g in U,(g) c’e soltanto un
numero finito di monomi PBW % in U, (h) tali che 7}’ (h,g) # 0, percio la presenza di
”somme infinite” in U, (h) non crea problemi — e stabilisce un accoppiamento non degenere
7T(7; :Up(h) x Up(g) — k [ql/d, q_l/d} , 1 cui valori formano un ideale coprimo con l'ideale
principale (ql/ d _ 1); inoltre per 77(7; valgono le proprieta

Wp(a-x—f—ﬁ-y,z):a-wf(m,z)—i—ﬂ-wf(y,z)

q
Ple,a-u+B-v)=a- -7 (z,u)+ B 7} (z,v)

(9.15)

™

per ogni «, 3 € k‘[q,q_l], x,y € Up(h), z,u,v € Up(g) tali che O(a-u+ [ -v)=0(u) =
O0(v); infine la restrizione da anche un analogo accoppiamento 7TZ; : §p[G] x Up(g) —
L [ql/d,q—l/d] .

A questo punto si pud operare la specializzazione di questi accoppiamenti a ¢'/% =1, il
che da il seguente

Teorema 9.14. L’accoppiamento 7TZ; Up () xUp(g) —— k [ql/d7 q_l/d} e l'accoppia-
mento 7'('(71) D §plG] x Up(g) —— k [ql/d,q_l/d] st specializzano rispettivamente ad
accoppiamenti

77 F*[G] x F[H] —— k, 77 F[G] x F[H] —— k

tali che
P(aa+ By, 2)=a 77 (x,2)+ 877 (y,2)

7P (w0 ut Bov) = a7 (o u) + 8- 17 (2,0) (919

per ogni o, 3 € k, x,y € F[G] o x,y € F~|G|, z,u,v € F[H| tali che d(a-u+ (-v) =
O(u) = 0(v) (dove O(z) := 0 (z") per un qualunque x' € Up(g) tale che xl‘q:l =x) e
che

WP(:U . y,z) = 7r7)(:v ® 1, A(z)) , 7T7)($,Z . w) =77 (A(:l;),z ® w)

9.17
™ ({z,y},2) =77 (z @y, V(2)), 7 (z,{z,w}) =77 (V(z), 2 ® w) (9-17)

per ogni z,y € F[G] o x,y € F*|G] e z,w € F[H], dove { , } ¢é il bracket di Poisson di
F[G] o F>~|G] oppure di F[H].

Dimostrazione. Come gia fatto per dimostrare il Teorema 9.12, consideriamo su U(g) la
filtrazione canonica Uy C Uy C -+~ C Uy C --- C U(g), e ad ogni elemento x € U(g)\ {0}
associamo il grado 9(x) := N se x € Uy \Upn_1 ; analogamente facciamo con U(g) @ U(g)
tramite I'identificazione canonica U(g)®@U(g) = U(g®g) . Ora, presi € U(h), z € U(g),

e considerati o’ € Up(h) e 2’ € Up(g) tali che 2’ = I(2') = 0(2), si
4=

=x,z
q=1

definisce
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Quindi le proprieta di linearita (9.16) discendono direttamente dalle (9.15). Poi usando
la, presentazione di F[H| per generatori e relazioni derivante da quella di U, (g), usando le
(5.1), la regola di Leibniz (cfr. §1.3) e la relazione V(z-y) = V(z)-A(y)+A(x)-V(y), cisi
riduce a dimostrare le (9.17) per i generatori delle algebre in esame, per i quali € sufficiente
un sempliice calcolo diretto, basato sull’uso delle formule in §5.1 e in §8.9. [J

§ 10 Gruppi quantici formali

10.1 Gruppi formali quantici e gruppi quantici formali. 1l titolo di questo sot-
toparagrafo non e un gioco di parole: vogliamo infatti discutere la possibilita di sviluppare
due diverse nozioni che siano analogo quantico della nozione di gruppo formale; la diversa
posizione dell’aggettivo quantico nelle espressioni di cui sopra fa appunto riferimento a due
diversi modi di concepire la nozione di gruppo formale, i quali danno origine a due diverse
”quantizzazioni” di tale concetto.

Nel §7.1 abbiamo introdotto la nozione di gruppo formale quantico, che vuole appunto
essere un analogo quantico della nozione di gruppo formale: il punto di partenza era che
un gruppo formale e caratterizzato da un’algebra di Hopf formale commutativa — che puo
essere realizzata come duale lineare U(g)™ dell’algebra inviluppante universale dell’algebra
di Lie g associata al gruppo formale in esame (cfr. [On], Part I, Ch. 3, §2) — di cui & lo
spettro, per cui abbiamo definito i gruppi formali quantici come spettri di algebre di Hopf
formali non necessariamente commutative.

Vogliamo ora presentare un’altra possibile soluzione del problema di quantizzare un
gruppo formale, mediante il quale otteniamo ancora oggetti interessanti: in particolare
anche per essi valgono alcuni dei risultati presentati in §9; tuttavia apparira chiaramente
che tale approccio € molto meno fecondo di quello introdotto e sviluppato nei §§7-9; in
particolare alcuni dei risultati sono ottenuti basandosi su quelli dei §§7-9.

Il nuovo punto di partenza e che un gruppo formale & caratterizzato da un’algebra di
Hopf topologica che puo essere ottenuta per completamento opportuno da un’algebra di
Hopf usuale, I’algebra delle funzioni di un gruppo. Precisamente, dato un gruppo formale,
sia F'>°[(] la sua algebra (di Hopf formale) associata; sia poi G un gruppo algebrico con
gruppo formale (o germe di gruppo algebrico) associato pari a quello dato: in particolare
possiamo supporre che G sia connesso e semplicemente connesso, con algebra delle funzioni
F[G]. Sia m. l'ideale massimale di F[G] associato all’elemento identita e € G; allora
F~|G] non ¢ altri che il completamento m.—adico di F[G]. Osserviamo poi che, indicata
con e: F|G] — k la counita di F[G], si ha ¢ = m., dove ¢ := Ker (e: F|G] — k), quindi
F>[G] ¢ il completamento e—adico di F[G].

Da queste osservazioni traiamo lo spunto per una quantizzazione di F>~[G] che segua
un procedimento in due passi:

(I) — costruire un’algebra di Hopf F},[G] che dia una quantizzazione di F[G];

(IT) — costruire il completamento E-adico di F,[G], dove € := Ker (e: F,[G] — k(q))
sia il nucleo della counita di F,[G].
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Chiameremo un oggetto ottenuto in questo modo gruppo quantico formale, perché
ottenuto prima per quantizzazione di un gruppo (passo (I)) e poi per formalizzazione del
gruppo quantico cosi ottenuto (passo (II)).

Naturalmente se il gruppo formale in esame ha una struttura di Poisson chiederemo che
le quantizzazioni in esame siano in effetti quantizzazioni di quella struttura di Poisson.

Nel caso dei gruppi di Poisson formali associati ai gruppi algebrici semisemplici G' con
la struttura di Poisson definita in §2.2, abbiamo tutti gli ingredienti per effetuare tale
costruzione; introduciamo quindi la seguente

Definizione 10.2. Sia M un reticolo tale che Q < M < P, e siano F}'[G], §.[G],
FulG] le algebre quantiche di funzioni definite in §6.

Siano E := Ker (e: F}'[G] — k(q)) ,
¢ := Ker (e: §u[G] — k[q,q7']) ,
€= Ker (e Fu[G] — k[q,q7']) .
Definiamo

F">[G] := completamento E-adico di F"[G]
§5[G] := completamento €-adico di§,,[G]
F5|G] :== completamento (¢ — 1) - E-adico di Fy[G]

e chiamiamo tali oggetti gruppi quantici formali. [

Nota: ovviamente si ha € = ENF,[G], &=EnNF,[G].

Il prossimo risultato ci dice che i suddetti gruppi formali quantici hanno una struttura
canonica di algebra di Hopf topologica.

Lemma 10.3. Sia H un’algebra di Hopf su un anello R, sia E il nucleo della counita di
H, e sia uw e R un elemento non invertibile in R.

(a) Sia H il completamento E—-adico di H.

Esiste un’unica struttura di R-algebra di Hopf topologica su H che estenda per conti-
nuita quella di H.

(b) Sia H, il completamento u - E-adico di H.

Esiste un’unica struttura di R—algebra di Hopf topologica su I/-\Iu che estenda per conti-
nuita quella di H.

Dimostrazione. E ben noto (& un esercizio elementare in teoria generale delle algebre di
Hopf) che E & un ideale di Hopf di H, cioe ¢(E) =0, A(E)C HRE+E®H,S(E) =E;
si noti poi che Ey := HR®E+E ® H ¢ il nucleo di € ® ¢, che ¢ la counita di H ® H; le

stesse osservazioni valgono inoltre con u - E al posto di E. Dato z € H, sia x = ZO% Tn

con x, € E™ per ogni n € N; allora S(mn) € E", percio S(z) := ::8 S(zn) € un
ben definito elemento di H e cost S: H — H ¢ definita e continua. Analogamente,
A(mn) € Zk OEk En—F = Eg , quindi A(z) := 327 A(x,) & un ben definito elemento

i H®H = H®H il completamento Es—adico di H ® H, e cosi A: H— H3H ¢
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definita. Infine e(z) := 32720 €(x,) = e(20), cosi che anche e: H — R & ben definita e
continua (rispetto alla topologia discreta su R ). La stessa dimostrazione si applica al caso
(b) con u - E al posto di E. [

Dunque i gruppi quantici formali che abbiamo introdotto hanno una struttura canonica
di algebra di Hopf topologica; sottolineiamo il fatto che questa e ottenuta per estensione
continua dalla struttura di Hopf delle algebre quantiche di funzioni, percio in effetti la
conoscenza di questi gruppi formali quantici si fonda inevitabilmente sulla conoscenza delle
suddette algebre quantiche di funzioni: questa ¢ una prima ragione per cui ’approccio che
ora presentiamo — basato sui gruppi quantici formali — & intrinsecamente meno potente
e fecondo di quello presentato nei §§7-9 — basato sui gruppi formali quantici.

Proposizione 10.4. §3;[G] e F3[G] sono k[q,q | ~forme intere di F}**<[G] come algebre
di Hopf topologiche.

Dimostrazione. Immediata dalle definizioni e dal fatto (cfr. Proposizione 7.12) che §,,[G]
e Fu|G] siano k[q, q_l]fforme intere di F,/[G]. O

I nostri nuovi gruppi quantici formali possono essere descritti esplicitamente tramite
una presentazione per generatori e relazioni; incominciamo con l'introdurre nuovi oggetti.

Definizione 10.5. Sia H,, l’algebra definita per generatori e relazioni in §8.1, H,, ’alge-
bra definita in §8.5, e 9, Ualgebra definita in §8.7. Sia €': Hy, — k(q) il morfismo di
k(q)—algebre definito da

¢(F;):=0, €(L,):=1, €(E):=0, Vi=1,...,n,pe€M

e poniamo E' := Ker (€'), E =F N Hu E=FEnN$H,.

(a) Chiamiamo U}">(h) il completamento E'~adico di H,,, con la sua struttura natu-
rale di k(q)—algebra topologica.

(b) Chiamiamo Us; (h) il completamento B —adico di H,,, con la sua struttura naturale
di k [q, q_l] —algebra topologica.

(¢) Chiamiamo U3, (h) il completamento (¢ — 1) -E'~adico di 9, con la sua struttura
naturale di k’[q, q_l} —algebra topologica. [J

Si noti che () non & altro che la chiusura di H,, nella topologia E-adica di Uy > (h),
dove E & la chiusura di E in U, 4 (h). Analogamente 43;(h) non & altro che la chiusura di
$. nella topologia (¢ — 1) - E-adica di Uyt (h), dove E ¢ la chiusura di E/ in Uyt (b).

Proposizione 10.6.
(a) FEsiste un unico isomorfismo continuo di k(q)—algebre topologiche

€20 FM=[G] ——— UM ()

che estende i morfismi di k(q)—algebre

oY

&t F)'[G) — Hyy, &t FG) [WZ)] — H,,

—p
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Pertanto il push-out della struttura di algebra di Hopf topologica di F}">[G] definisce
una analoga struttura di algebra di Hopf topologica su Uy">(h), cosi che §37 & un isomor-
fismo di k(q)—algebre di Hopf topologiche.

(b) Esiste un unico isomorfismo continuo di l{:[q, q_l] —algebre topologiche

R

§ulGl —— Uy (h)

che estende © morfismi di k[q, qil} —algebre

Enrt SulG) — Aur, Enrt Su|G] [w:;} iAM ;

tale isomorfismo coincide con la restrizione di £° (quindi lo indicheremo ancora con €59 ).
Pertanto il push-out della struttura di algebra di Hopf topologica di F5,|G] definisce una
analoga struttura di algebra di Hopf topologica suUs; (h), cost che €59 € un isomorfismo di
k [q, q_l} —algebre di Hopf topologiche.
(¢) FEsiste un unico isomorfismo continuo di k[q, q_l] —algebre topologiche

FulGl——u5(h)
che estende 1 morfismi di k[q, qil} —algebre

Eni: FulGle— Ay, Ear FulGl [0T1] =2y

—p

tale isomorfismo coincide con la restrizione di £° (quindi lo indicheremo ancora con £59 ).

Pertanto il push-out della struttura di algebra di Hopf topologica di F3[G] definisce una
analoga struttura di algebra di Hopf topologica suUs: (h), cost che €59 € un isomorfismo di
k [q, q_l} —algebre di Hopf topologiche.

Dimostrazione. Consideriamo il caso (a). Dalle definizioni, dal Teorema 8.11, e dalle
formule per e Uy'(h) — k(q) in §8.9 segue che &, (E) € E’, quindi esiste un’unica
estensione continua di &,,

ot By [Gl — U= (b)),

che & un monomorfismo di k(q)—algebre topologiche. D’altra parte abbiamo

Ear: FG] W:[ﬂ = H,, ,con &y (Y—,) = L_, (cfr. la dimostrazione del Teorema 7.14);
quindi — poiche &, F'[G] = U,"(h) & un monomorfismo di algebre di Hopf (formali)
— abbiamo

e(l—v_p)=e(éu(l—v_p)) =€e(1—L_,) =0
dunque (1—1_,) € Ker(e) =: E; ma allora

“+o00

V=) (L=9-,)" € Fj"[C]

n=0
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quindi F,'[G] [w:/ﬂ si immerge canonicamente in F,"<[G], dunque &y, (Fé”"x’[G]) OH,

e quindi per continuitd &, (F}"=[G]) = U}"=(h), cosl che (a) & dimostrata.
Per (b) e (c) si procede come per (a); dobbiamo soltanto osservare, per il caso (¢), che
Loy =Tl Loy =TTy M; ', quindi L, =T}, M;, e

M, = :ZOZ (1- Mi—l)" _ Jio (1—gq)"- (Mill;O)n _ JFZOO (_di)q” (g—1)"- (Mi11;0>n

n=0 n=0

con (Mizl;()) c ]/E/; pOiChé Mi_l — L—Hi — £M<1[;_M), abbiamo fM <(¢—xii;0>> —

—1. . . —
<Mi1 ,0> o (wﬂ{iﬂ) € &, essendo (11’*?70) = %; ma allora

n n —4oo . . B .;O n
=TTk =TI oy -0 (740 e rlal
=1 i=1n=0

dopo di che si puo proseguire e concludere come nel caso di (a). [

Passiamo ora a studiare le specializzazioni delle algebre in esame.
Teorema 10.7. L’algebra di Hopf topologica 7 |G| si specializza a F>~[G] come algebra
di Hopf Poisson topologica per q — 1, cioe
[=16] = 35161 /(g - DFFIG) = F~[G]

come algebre di Hopf Poisson topologiche. Analogamente si ha

UP=(v) == Uz () /(¢ = DU (b) = F=[G]

come algebre di Hopf Poisson topologiche.

Dimostrazione. In virtu della Proposizione 10.6 (b) la seconda parte dell’enunciato e diretta
conseguenza della prima.

Abbiamo ricordato in §10.1 che F~[G] ¢ il completamento e-adico di F[G]. D’altra
parte per definizione §5[G] ¢ il completamento E-adico di §,[G]; poiché poi (cfr. (6.6))

5rG] L F [G] come algebra di Hopf Poisson, abbiamo che §%[G] si specializza per

q — 1 al completamento &;—adico di F[G], con €&; := & ; ma &, = ¢, donde segue la
q=1

tesi. [J

Osservazione 10.8. Dunque il teorema precedente ci fornisce una nuova quantizzazione
del gruppo formale F'>~[G]; vogliamo ora confrontarla con quella fornita in §9. L’algebra
di Hopf topologica §5%[G] = U (h) per ¢ — 1 si specializza a (e quindi & quantizzazione
di) F=°[G], quest’ultima essendo definita come ’algebra di Hopf topologica ottenuta per
completamento e-adico di F[G]; d’altra parte I’algebra di Hopf formale Uy (h) = Uy (g)"
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per ¢ — 1 si specializza a (e quindi & quantizzazione di) U(g)", quest’ultima essendo
I'algebra di Hopf formale duale lineare di U(g); ma F><[G] e U(g)" sono canonicamente
isomorfi (cfr. [On], Part I, Ch. 3, §2), quindi F¥[G] = UZ(h) e Up(h) = Uy(g)” si
specializzano allo stesso oggetto, in particolare

Uz )| =576 = (e

q= q=1

= Z/{P(h)

q=1

g=1

Vogliamo ora provare che questo € un ”fatto singolare”, nel senso che abbiamo un’identi-
ta che wale per un “valore specifico” del parametro (¢ = 1) mentre non vale per "valori
generici”, cioe

Uz (h) =37[G] # Uo(a)” =Ur(b) .

Teorema 10.9. Non esiste nessun isomorfismo di k(q)—algebre di Hopf topologiche” tra
U= (h) = F)'<[G] e Uy (g) = Uy'(h) la cui restrizione a F}'[G] (immersa natural-
mente nelle suddette algebre) sia l’identita.

Di consegquenza, non esiste nessun isomorfismo di k[q, q_l] —algebre di Hopf topologiche
tra UF(h) = F5IG] e Unr(g)" = Uy (h), risp. tra U (H) = F[G] e Uy (), la cui
restrizione a §y |G|, risp. a Fy[G], (immersa naturalmente nelle rispettive algebre) sia
[’identita.

Dimostrazione. La seconda parte dell’enunciato segue subito dalla prima perché le
k [q, q_l}falgebre topologiche in gioco sono forme intere delle rispettive k(g)—algebre topo-
logiche.

Supponiamo ora che esista un isomorfismo ©: U;">~(h) = F"~[G] — Ué”/(g)* =
U,'(h) del tipo suddetto; in particolare ©(L_,) = L_, per ogni u € M, perché

L, € F)'[G] e G‘FM[G] =idpm(q) - Sia ora {an}, oy € k(g) una successione qualunque

in k(q); poiché (L_,, —1) = (M; "' — 1) € E’, abbiamo Z:Z% an(M; " — 1)” € F)0=[G];
per continuita abbiamo allora

e (io an (M — 1)“) = io G <an(M;1 - 1)”) = +fan(M;l -1)";

n=0 n=0 n=0

quest’ultimo elemento dovrebbe appartenere a U," '(g)* , cioe essere un funzionale lineare su
U}"(g): ma su A7t =L_,, (con v; € M’ tale che (u;|v;) =1, cosiche (M; ' A7)
<MZ-, Ai> = ¢; = q%) il suo valore sarebbe

™

+o00 +oo I
<Zan(Mz'_1 - 1)n’Az‘_1> = Zan<(Mi_1 - 1)naAi—1>F = Zan(% —1)"

n=0 Ed n=0

f_

e per sucessioni {an},.y arbitrarie tale valore non ¢ un elemento di k(g); quindi

S) < ::8 an, (M,L-_l - 1)”) = ::8 an(M; " — 1)” non & un funzionale lineare su U}"(g).

L’assurdo dimostra la tesi. O

"Ricordiamo che con morfismo di algebre di Hopf topologiche si intende un morfismo di algebre di Hopf
continuo rispetto alle topologie coinvolte.
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Dunque il Teorema 10.7 ci dice che U7 (h) = F5[G] ¢ una nuova quantizzazione di
F>~|G], diversa — in virtl del Teorema 10.9 — da U,(h) = U,(g)" ; analogamente ora
dimostriamo che 47 (h) = F5[G] ¢ una nuova quantizzazione di U(h), diversa — per il
Teorema 10.9 — da U, (h).

Teorema 10.10. L’algebra di Hopf topologica F3[G] si specializza a U(h) come coalgebra
di Hopf Poisson per ¢ — 1, cioé

FP=IG) = FF(G] [ (a - 1) FFIG) = Uh)
come coalgebre di Hopf Poisson. Analogamente si ha

UP=(0) 1= 45 (h) /(g - 1) 45 () = U(h)

come coalgebre di Hopf Poisson.

Dimostrazione. La seconda parte dell’enunciato e diretta conseguenza della prima, grazie
alla Proposizione 10.6(¢) .
Dalla definizione di §[G] segue subito che F*[G] = F{[G] come coalgebre di Hopf

Poisson; ma per il Teorema 9.3 abbiamo F{[G] =2 U(h) (come coalgebre di Hopf Poisson),
da cui F?=[G) 2 U(h), cioe la tesi. [

Nota: osserviamo che, sia per il Teorema 10.7 che per il Teorema 10.10, non abbiamo
potuto sviluppare una dimostrazione diretta, ma abbiamo dovuto basarci su risultati rela-
tivi alla specializzazione delle rispettive algebre di funzioni quantiche; in particolare per
il secondo teorema abbiamo dovuto rifarci al Teorema 9.3 — dimostrato invece per via
diretta — che ¢ frutto dello studio di i, (h); questa e una seconda ragione per cui lo studio
dei gruppi quantici formali ¢ meno potente e fecondo di quello dei gruppi formali quantici.

Una terza ragione viene dallo studio dell’esistenza di morfismi di Frobenius quantici: in-
fatti siamo ancora in grado di costruirne uno, e precisamente (cfr. Teorema 10.11 pit avanti)
di costruire I’analogo del morfismo (9.8), ma solo ottenendolo per estensione continua dal
rispettivo morfismo per 'algebra quantica di funzioni corrispondente, precisamente (6.7).

Sia € una radice primitiva /—esima dell’unita in k (facciamo le ipotesi dell’inizio di §5.3),
con ¢ dispari, £ > d := max;{d;}; poniamo

§0716) = §7(6) /(4= 9) 7 1G] = §7(G) Onpggny b

UE=(0) = Uz (D) [ (a = )UT(5) = U () Dpigq 1) K
(dove k ¢ inteso come k[q, q_l]—algebra via k = k[q, q_l] /(q — ) ); chiaramente abbiamo

ST =Ul™ (D).



88

Teorema 10.11. FEsiste un unico monomorfismo di algebre di Hopf topologiche

Srg s Fr[GI=Ur™(h) = 377 [G] —— F7[G] = U™ (b) (10.1)

che estende il monomorfismo di algebre di Hopf (6.7) ry: F[G] = 37[G] — FL|G],
definito da

Fre: Fa‘ —F

of _oom|_-n| L E  -E (10.2)
g g=1 q=¢

q=1

q=1 q=¢ q=¢

per ogni o € RY ; la sua immagine F§° ¢ la sottoalgebra topologica di UL (h) genera-
. =14 £ N .
ta topologicamente da {Fa, Lf\, E,la e Rf,\eP }, che é una sottoalgebra di Hopf

topologica contenuta nel centro di F.=[G].

Dimostrazione. Poiché Srg: F[G] = 3{[G] — FL[G] & un monomorfismo di algebre di

Hopf, in particolare Srg (Q5|q:1> = €|q:5 ; ma allora Srg si estende per continuita, in modo

canonico e univoco, ad un monomorfismo (di algebre di Hopf topologiche)
U°[G] = FL=[G] che chiamiamo %’rzo.

Ora, entrambi 37"30 e Fr, sono estensioni continue di §r., dunque coincidono su §7 [G];

b
. . o —1 —1y .
in particolare allora frb (Y_p) = Srg (—,), e quindi ]—"rb (w_p) = Srg (w_p) ; pertanto
Srzo e ]:rb coincidono su §7 [G] [w:;] = Hp, cosi da (9.9) ricaviamo (10.2): tali formule

determinano univocamente STEO perché gli elementi F,

, L A’ , E, sono genera-
g=1 g=1 q=1
tori (topologici) di U7>=(h) = F;7[G]. A questo punto & anche chiaro che

Sr?( Ifc"’[G]) = F§°. 1l fatto poi che F§° sia contenuta nel centro di U >=(h) dis-

cende direttamente dalle regole di commutazione (8.1) e dall’analogo risultato espresso dal
Teorema 5.5(b). OJ

Appendice: il caso G = SL(2,k)

A.1 Programma. La presente appendice ¢ dedicata al caso particolarmente semplice
di G = SL(2,k): svilupperemo con calcoli diretti — seguendo il quadro generale descritto
nel §7 — alcune formule esplicite e poi metteremo in relazione questo approccio con la ben
nota tecnica di studiare F[SL(2,k)] tramite una descrizione per generatori e relazioni;

sara allora chiaro come un tale confronto si possa fare piu in generale anche per il gruppo
G=SL(n+1,k).

A.2 Formule di commutazione. Dal §4.3 ricordiamo che D} (g) = UL ® U2
(risp. Dg(g) = US @ UZ) & generato da E® 1, L®1 (risp. K ®1), 1® K, 1® F,
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con relazioni (4.2) (dove E = F ® 1, e cosi via). Usando queste e le relazioni (4.3) si
trovano le seguenti "leggi di raddrizzamento” (”straightening laws”) per il prodotto di
monomi della base PBW (4.5) di Dy (g)

(E’”L%gl{k?) : (E LY @ KFF° ) —

t<r,s

/
— (e+2k) (r =)+ +2k ) (s=t) |71 1S a2 (g — g1
2.1 S P TRt SR

t>0

.Er+r’_tLK+£/ ‘ [K_lg; 2t —r’ — S] . K’H—k/ -FS+SI_t
t
q

e per il prodotto di monomi della base PBW (4.4) di Dg(g)

(E(T)Kh®KkF(s)> . (E(T’)Kh/ ® Kk/F(s/)> _

t<r,s
_ (k) ) (W k(s —ty) [T T =] [s+s =]
=>4 , (A.2)
T S
>0 q q

K_lg; 2t —1r' — s

. plrtr'=t) grh+h’ [
t

] KRR ps+s’—t)
q

A.3 Calcolo di ¢, A, A. Seguendo il §7, identifichiamo ora la k(q)-algebra U2 @ UL
(risp. UZ @ UL) ad una sottoalgebra di D} (g)* (risp. DS (g)" ); descriveremo con formule
esplicite la struttura di algebra di Hopf formale di U’ (g)", risp. U, o g)”*, immerso in Dy (g)"
via jg, risp. in D?(g)* via jp.

Sappiamo gia che

e(Fe1)=0, e(K¥®l)=1, e(l1eLl*)=1, ¢(1®E)=0,
risp. e(F®1)=0, e(Ll¥®l)=1, c(1®Ll*)=1, ¢(1®E)=0,

cosi che la counita e: D} (g)” — k(q), risp. e lzg; (9)° — k(q), & completamente determi-

nata; in particolare lo stesso vale per j, (U;(g) , Tisp. Jg (U; (g)*), con
e (KT! ®Ki1) =1, risp. e(LF! ®Lil) =1

Per la comoltiplicazione, definita da A := m*: D](g)" —— D} (g)" @Dg (g)", risp.
A = m*: D¢(g)" —— Dg(g)" @)Dg?(g)* ), facciamo un calcolo diretto. Iniziamo con
F®1leDZ(g) : siha

<A (F@ 1) , (E(T)Kh ® KkF(S)) ® (E(r’)Kh’ ® Kk/F(5’)>> —

— <F® 1, <E(T)Kh ® KkF(S)) . (E(r’)Kh/ ®Kk/F(S/)>> _
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T s’

t<r’s , .
= Z q2((h+k)(r’_t)+(h’—|—k’)(s—t)) _ [7‘—!—7” —t] ‘ |:8—|— s —t] ‘
q

t>0

t

1®
. <F® 1,E(r+r’—t)Kh+h’ . [K 1@5 2t —r' — S] .Kk+k’F(s+s’—t)> _
q

= 53’,0 : 5min{s,r’},s q r

(k) (r' —s) | {7’ +rl - 1 .
q
Kflg; s—r

. <F ® 17 E(T+r’_s)Kh+h/ )
S

r S

/ 1 J— ’ _K_1®' — !
— 58,70 . 57‘—1—7"—8,1 . q2(h+k)(7' —s) . |: :| . <F ®1, E(l)Kh+h . @ S—T
q

S

1
=050 <5r,0 Op st+1 'q2(h+k) : {0}

q

. Kk+l€/>
-q

i Kk+k/>
q

—19,
-<F® 1, EW KM [K X _1] -K’“*’“'> +
q

19,
+5T,1-5w,s'm '<F®17E(”Kh+hl'[K . 0] .Kk+kl>>
S
9 q

t

LTI 1L K Y —¢gtt 19l Kol
:55/,0'<5r,0'5r/,s+1'q2(h+k)~(—1)‘Hq 1911® ) —4q (I, K® >+

t _ —
i1 q9 —q

S

+ 57’,1 . 67“’,5 ' (_1) : H

Pl qt _ q—t
= 58/’0 : (57‘,0 : 5T’,S+1 ' (]2(h+k) : (_1)S+1 + 57‘,1 : 67“’,8 ' (_1) . 58,0) -

IR LIOKE ) — ¢ (19, K® 1>>

= 55’,0 : (_1)S+1 : (67“,0 . 6r’,s+1 : q2(h+k) + 57“,1 : 57"’,5 . 58,0)

cio¢ abbiamo

(A(F 1), (BV K"K F) @ (B K" @ K FE)) =

(A.3)

— 53/,0 . (_1)s+1 ) (5“0 . (sr,’SJrl ,q2(h+k) + 57«,1 -57«',5 . 53,0) :

se ora consideriamo l’elemento

(Feol)o(1l®l)+ Zq—n : <K—1 ® KE") ® (F”“
n=0

®1) € D" & Dy
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possiamo verificare con un banale calcolo diretto che quando lo si valuta su tensori
(EWK"® KFF®) & <E(’"/)Kh/ ® Kk/F(S/)> di elementi PBW di D (g) esso assume gli
stessi valori di A (F @ 1) (dati da (A.3)); pertanto si conclude che

AFol) = (F®1)®(1®1)+iq—"-(K—1®KE") ®(Fe1).
n=0

Esattamente con la stessa tecnica otteniamo formule

AL'®L)= i (L‘l ® LE”) ® (F"L—l ® L)

ALeL =Ll HYe(LeL')-(LeL'E)® (FL& L")

—n-+1

A(1&E) :(1®1)®(1®E)+iq+"~ (1) e (FE oK) .

Lo stesso calcolo puo esser fatto per D (9)° — usando la formula di raddrizzamento
(A.2) invece della (A.1) — oppure possiamo usare 'immersione naturale D} (g)" — Dg"
(duale di DZ(g) — D, (g)); in ogni caso otteniamo

A(FVe1) = (FYe1)elel)+

S B () o ()
n=0

s=1

AK oK)= i f[ (" —q7)" (K‘l ® KEW) ® (F<”>K—1 ® K)
n=0s=1
AK@K ) =(KeoK ') (KoK ") -
~(g-a )2l (KoK ED) o (FOK e K™ )+
+ (@ -a)g—-a )" (K@K—lE(2)> ® (F(2>K®K—1)

A(1eEY)=(ele (10 EYV)+
+ Zq-‘rn . H (qs . q—5)2 . [n+ 1]q ) (1 ®E(n+1)) ® <F(n)K—1 ®K> :
n=0 s=1
in particolare osserviamo che le formule trovate sono proprio del tipo della (7.24).
Analogamente procediamo per I'antipodo: per D (g)", risp. Dg (g)*, esso & definito
come S*:DF(g)" - D} (g)", risp. S*:D@(g)" — D@(g)"; facciamo un calcolo diretto,
cominciando con F ® 1 € DJ(g)": si ha

<S (Fo1), (E(’")Kh ® KkF<S>>> - <F® 1,5 <E(’")Kh ® KkF(5)>> -
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_ <F® 1,S1eF)®. S K)" S(Ke1) - S(Es 1)<’°>> -
—(Fa1, (<10 FYK) (1K) (K"e1)- (KB 01)) =

= (=1)"tegslmD—r(rl)—2rh—2rk+2rs, <F®1, <1®F(S)> . <E(r)®1> ‘ (K7T7h®stk>> _

— (_1)7""‘5 . q—s(s—1)—r(r+1)—2rh—27"k—|—27"s .

t<r,s _1®
— K1 :2t—r—
: E g2 (=) H(s=k)(s—1) . <F® 1,ECr=b . gr=" [ ®> , r 5] Kok F(s—t)> _
>0

S

_ rts 20+ +RG+) (1) grr—h K10 =1 o\
= (-1) O syl (F®1,EVK K =

—2(1+h(s+D)+h(s+1) HS ¢ T IeL 19K — ¢ 1el, K®l)
qt_q—t
t=1

== _5r,s+1 q

= (=1) 6541 - g2 Hh(s+1)+k(s+1)) (=1)-(-1)° =
= 0 st1 C g 2AFh(sHDFR(sHD)) L (_1)*

cio¢ abbiamo
(8 (Fe1), EOK" @ KNFO)) =5,y - g 2HETDTRIDL (L) s (4)

se ora consideriamo 1’elemento
> 1
_q—z ] ZF?” L2+ g [ =2+ D)E" ¢ D?(g)*
n=0

possiamo verificare con un banale calcolo diretto che quando lo si valuta su elementi PBW
EMKh @ KFF®) di D2(g) esso assume gli stessi valori di S (F®1) (dati da (A.4));
pertanto si conclude che

S (F@ 1) = _q_2 . ZF?’H—1L2(n—|—1) ® L_Q(n+1)En
n=0
Esattamente con la stessa tecnica otteniamo formule
S (L_l ® L) = ZFnL2n+1 ® L—QH—IEn
n=0

SLeL " )=L"'®9L-FL®L'E
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IS (1 ® E) _ _q+2 ) ZFan(nH) ® L—2(n—|—1)En+1
n=0
Possiamo fare lo stesso calcolo per D} (g)* — usando la formula di raddrizzamento (A.2)

— oppure possiamo usare I'immersione naturale D ()" — Dg* (duale di DgZ(g) —
Dy (g) ), cosi da ottenere le formule

S <F(1) ® 1) =—q 2. Z H ¢ —q) 2, [n+1], - F+l) gl o gr—(n+1) p(n)

0s=1

S (Kfl ® K) _ Z H (qs . q,S)Z . F(n)K2n+1 ® KanflE(n)

n=0s=1

S (K@K_l) _ K_1®K—[2]q-(q . q_1)2_F(1)®E(1)+[2]q2_(q o q_1)4_F(2)K®K—1E(2)

S (1 ® E(”) =—q" > [ (¢ - ¢°)" [n+1], FWE" @ K- (D pety)
n=0s=1
in particolare osserviamo che le formule trovate sono proprio del tipo della (7.21).
Infine annotiamo che — grazie al Teorema 8.2 — le sostituzioni

Fol—F, LVl — LT 1®@F—E
risp. Fl—F, K@Kt —K* 19E—E

trasformano le precedenti formule che esprimono A, €, e S per Dg* e per Dy * in anloghe
formule esprimenti A, €, e S per U; (h) e per U7 (h) rispettivamente; in particolare os-
serviamo che la forma esplicita di tali formule dimostra direttamente che €., risp. €2,
(cfr. Lemma 8.4) & una sottoalgebra di Hopf formale di U (h), risp. Uz (h).

A.4 Presentazione delle algebre quantiche di funzioni. Sia Ug(g) := UZ2(sl(2));
consideriamo lo spazio vettoriale 2-dimensionale V' su k(q) con base {v;,v_}: la rappre-
sentazione standard

U7 (8) —— Endyq)(V)

+1
E|—>01, Kil'_)qO) F»—>00
00 0 gT! 10
dove le matrici sono relative alla base ordinata {v;,v_}; indicata con {¢4,¢_} la base
di V* duale di {vy,v_}, denotiamo i coefficienti matriciali di questa rappresentazione con

¢ definita da

< > (x — <<;S+,a:.v+>) , b:= <¢+,7.v_> (x — <¢+,x.v_>)
= (¢_,~- v+> (z— (¢p_,z04)), d:i={(¢p—,—v_) (z— (p_,zv_)).
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E ben noto (cfr. per esempio [A-P-W], Appendix) che I’algebra quantica delle funzioni
FJ|G] = F7[SL(2,k)] ¢ generata dai coefficienti matriciali della rappresentazione stan-
dard, cioé a, b, ¢, d (questo & vero piu in generale per G = SL(n+1,k) ). Piu precisamente
F[[G] ha la seguente presentazione: essa ¢ la k(g)-algebra associativa unitaria con gene-
ratori a, b, ¢, d e relazioni

ab = gba , cd = qdc ac = qca , bd = qdb
bc = cb, ad —da = (g —q ') be, ad — gbc =1 ;

la sua struttura di algebra di Hopf e definita dalle formule

Ala) =a®a+b®c, €la) =1, S(a) =d
Ab)=a®@b+bxd, €b)=0, S(b) = —q b (45)
Alc)=c®a+d®c, €(c) =0, S(c) = —qt'c
Ald)=cob+dxd, e(dy=1, Sd)=a;

inoltre la forma intera §,[G| non & altro che la k:[q, q_l}fsottoalgebra di £/ [G] generata
da a, b, c, e d.

Analogamente F/ [B1] ha la seguente presentazione: essa ¢ la k(q)—algebra associativa
unitaria con generatori a4, by, d; e relazioni

ayby =qbyay, bydy =qdyby aydy =1=diayq

con una struttura di algebra di Hopf data da

Alat) =ay+ ®@ay,  elag)=1,  Slay) =dy
Alby)=ay @by +by ®@dy,  €(by) =0, S(by) = —q by
Aldy) =dy @dy,  e(dy)=1,  S(dy) =aq

e la forma intera §,[B4] non & altro che la k[q, ¢~ '] -sottoalgebra di F}[B.] generata da
ay, by, dy; dall’altra parte, F,7[B_] & la k(g)-algebra associativa unitaria con generatori
a_, c_, d_ e relazioni

a_c_=qc_a_, c_d_=qd_c_, a_d_=1=d_a_

con una struttura di algebra di Hopf data da

Ala_)=a_®a_, elas) =1, S(a-)=d_
Alcs)=c_®a_+d_®c_, e(c2) =0, S(c_)=—qc_
Ald-)=d-®d_, ed-)=1, Sd-)=a_;

e la forma intera §,[B_] non & altro che la k [q, q_l]fsottoalgebra generata da a_, c_, d_.
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Gli epimorfismi di algebre di Hopf
p+: PGl —— FJ'[By],  p—:F[[G] — F/[B_]
dati dalla restrizione (cfr. la dimostrazione del Teorema 7.7) sono allora descritti da

pr:a—ay,b—by, c—0,d—dy, p_ar—a_,b—0,c—c_,d—d_.

A.5 Le immersioni naturali. Realizzeremo ora esplicitamente le immersioni naturali
di algebre di Hopf (formali)

pet B 1G] —— jr (U7 (9)") o B (Gl —— Uy (h)

(cfr. §7). Dalle presentazioni date nelle precedenti sottosezioni & facile verificare che gli
isomorfismi di algebre di Hopf

o7

Uy FJ[By] — U/ (b_)op (indotto dall’accoppiamento 7 )

9 F][B_] = U, (by) (indotto dall’accoppiamento 7 )

op

(cfr. (6.1)) sono descritti dalle formule

9y ay— LY by —FL,d— L, 9_: a_—L,c_c—L'E,d — L',

Nota: si faccia attenzione alla differenza tra questi isomorfismi e quelli in [D-L], §1, che
sono soltanto isomorfismi di algebre.

Come abbiamo visto nella dimostrazione del Teorema 7.7, pp» non e altro che la compo-
sizione

94 ®0_

Fr[G] = FrlG) @ FF[G) Z222= Fr(By] ® FF[B_] Uy (b-), ®US(by)

q op

(la cui immagine sta in j, (U? (9)") ) quindi & descritto da
pp: a— L QL —-FLL'E, b—»—-FL®L ', ¢c-»L®L'E,d—LoL";

allora si puo facilmente verificare, mediante confronto diretto tra le formule (A.5) e le for-
mule trovate in §A.3, che up conserva le strutture di Hopf (formali), cioé & un monomor-
fismo di algebre di Hopf (formali).

Nota: a causa della differenza tra la mnostra definizione degli isomorfismi
it FJ[By] = Uj(b_)op, V_: F][B-] = U;(bJr)op e quella in [D-L], §1, 'analoga im-
mersione F[G] < Uy (b-) @ Uy (by) (e §p[G] — Up(b-),, @ Up(bs),, ) definita
in [D-L] & soltanto un monomorfismo di algebre.

Infine dalle formule per u, e dal Teorema 8.2 ricaviamo che I'immersione naturale

p: FY[G] —— Uy (h)
e descritta dalle formule

Ep: a—L—-FL'YE, b—-FL' ¢—L'E, d—L"'.
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CAPITOLO III
QUANTIZZAZIONE A PIU PARAMETRI

§ 11 Algebre quantiche multiparametriche

11.1 Algebre di Borel quantiche multiparametriche e accoppiamenti di Tani-
saki. Ci occuperemo ora della quantizzazione multiparametrica, come introdotta da
[Re] e discussa in [C-V1], [C-V2] (cfr. anche [D-K-P]). Infatti per la quantizzazione ad
un parametro abbiamo fatto uso della costruzione delle algebre di Borel quantiche, ac-
coppiamenti DRT e Drinfeld’s double sviluppati in [D-L]; ora, questa costruzione ¢ stata
generalizzata in [C-V1] e [C-V2] al caso multiparametrico, quindi useremo i risultati di
quei lavori come nostro punto di partenza: ogni cosa procedera allora sulle stesse linee
del capitolo II, cosi faremo spesso riferimento agli argomenti e dimostrazioni i sviluppati,
fornendo maggiori dettagli soltanto quando sorgono differenze significative.

Richiamiamo la costruzione in [C-V2|. Fissiamo un endomorfismo ¢ del Q-spazio vet-
toriale QP := Q ®z P che sia antisimmetrico — rispetto a ( | ) — e soddisfi le seguenti
condizioni:

P CQ, (PP P)CZ, 24VA™ € M, (Z)

L 1 ) o n B ) . L B N
dove, essendo 7; = p(a) = >, Yy, poniamo Y = (yi;); iy ... Mn(Z) ©
I'insieme delle matrici n X n con componenti intere, e A & la nostra matrice di Cartan. Per
uso successivo definiamo anche

1

To 1= Ego(a), Ti = Ta, (11.1)

perogni a € R, i=1,...,n.
Si dimostra in [C-V1] che (1+¢) e (1 —¢) sono isomorfismi (qui 1 :=idgp ) che sono
aggiunti 'uno dell’altro, rispetto a ( | ): definiamo poi

ri=01+¢) ", Ti=1-¢)".

In particolare se si considera ¢ = 0 si ritrovano le costruzioni — e quindi i gruppi

quantici — del capitolo II.

11.2 Algebre di Borel quantiche multiparametriche. Consideriamo ora le (sot-
to)algebre di Borel quantiche Up*(b_) e U,*(by) (per ogni reticolo M tale che Q < M <
P); si dimostra in [C-V1] che esse possono essere dotate di una struttura di algebra di
Hopf data da®

Aap(Fz) = Fl X K—Oéi—ﬂ' + K’T'i (029 Fz s &T@(Fi) = O, S@(FZ) = —FlKZ
Ap(Ky) =K, ®K,, €,(K,) =1, Sy(K,) =K_, (11.2)
ANp(Ei) = B @ Kr, + Kay—r, @ By, €p(Ei) =0, S,(B;) = —K; 'E;

81n effetti, usiamo qui una normalizzazione diversa da quella in [C-V1]: i risultati li provati coincidono
con quelli che elenchiamo nel seguito non appena si effettuano le sostituzioni ¢ < ¢~ 1, Ly < L_j
(oppure Ky < K_).



97

perogni 1 =1,...,n, p€ M.
Indichiamo queste nuove algebre di Hopf con U’ M (bi) o piu sinteticamente con Ug', .

11.3 Accoppiamenti DRT nel caso multiparametrico. Definiamo nuovi accop-
piamenti DRT tra algebre di Borel (con le loro nuove strutture di algebre di Hopf)

Tt (U:o\{s)op ® U:D‘flz — k(q), Tt U:D‘fg ® (U:X’Z)OP — k(q)
ot (UML), ® UM — k(a), 77 Up @ (UYL — k(q)

dati da

q—(T(Ti)|Tz‘)

(ql-_l —q;)

q+(T(7'z')|Tz‘)
(i —a)

W@(LWLV) = q_(r(lmy) ) 7T<P(LH7EJ') =0, W@(FiaLV) =0, W@(FZHEJ') = 0

7Ly, L) = ¢t W 7B L) =0, To(Ly, Fy) =0, 75(Ei, Fy) = 6ij

perogni 4,5 =1,....,n, u € M, v € M’'. Questi sono accoppiamenti di Hopf perfetti; al
fine di specificare i loro valori sui monomi delle basi PBW, definiamo, per ogni monomio &
negli E;, i termini s(&) := 4o (wt(€)), r(€) := 57 (¢ (wt(€))), T(E) :== 5T (¢ (wt(£)))
dove wt(€) denota il peso di &; parimenti definiamo s(F) := 4 (wt(F)), r(F)
21 (o (wt(F))), T(F) := 17 (p (wt(F))), dove wt(F) denota il peso di F, per ogni
monomio F negli F;. Allora i valori degli accoppiamenti DRT modificati sui monomi

PBW sono dati da

1 1
%( I FlLo I B -Ll,> -
r=N r=N
N

_ _ Ql Ffr _ Ql BT [67“] oﬂ“! dar
—q (r(ﬂ) T( r—n o )|1/ s( N a'r)) Hde’r’fr%
r=1 (qOﬂ - Qar)

1

@(L 1] B Lo - H Fo’fvf) =
r=N

Q, f q T(eT)

— q(?(“)_F( r=N Ea”"")‘u S r=N oﬂ" H(se'rwf’l’ - )

(cfr. [C-V1], Lemma 3.5, e [C-V2] §1).

Consideriamo ora i vettori radice F,, E, (a € RT) definiti in §3.4: definiamo vettori
radice modificati

F¢:=L, Fo=F,L. , E?:=L, E,=EFE.L.,
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per ogni a € R (in particolare, F := F{ , FY := F¢ per ogni i =1,...,n). Allora
dalle (11.3) si ottengono formule

1 1
f’r € _
Ty ( | | (F(fT) : L(l‘HO)(N)’ | | Ear 'Ll,> =

r=N r=N

. P 1 1
= gt ran BR)) = nannanlfia®) o (H Fli - L, [ B ~Lu) )
r=N

P N !
— q—(M\V—s(Qi:N EZ?))— h<k(fh7'ah|fkozk) . H 5e f'[er]w'—qare
o (dar —dar)”

1 1
— €r fr I
To (L(l—so)(u)' 1T e L I Far> =
r=N

r=N

(11.4)

P 1 1
= sl EE+ wntentantena®) (Lu 1552 ] FC{“T-) _
r=N r=N
Q P . N [e ] ! q:(e;)
_ q+(M|V—s( N Fi?))—i— ner(enT o nlera) H(Se ; Tlgor al _
r=1 7 (qar - qc:T) i

(cfr. [C-V1], Lemma 3.5, e [C-V2], Proposition 1.9). Nel seguito indicheremo con U, _,
risp. Uy ;, la k(g)-sottoalgebra di U}, risp. U}'., generata dagli F”, risp. dagli Ef
(1 =1,...,n); ¢ immediato riconoscere che queste algebre hanno basi di monomi ordmatl
(tipo PBW) perfettamente analoghe — basta sostituire F' con F'¥ e E' con E¥ — a quelle
di U_, U,; si osservi perd che U, _ #U_ e U, . # U, . Per uniformita useremo anche la

] M . M
notazione Uz, := Uy" .

11.4 Forme intere. Si dimostra in [C-V2] che le k[g, ¢~ ']-sottoalgebre U e U di
Ug. . sono in effetti sottoalgebre di Hopf di Uz ., dunque forme intere, quindi le indicher-
emo con 7 _ e U _ rispettivamente; analogamente 7. := U e U . = UL sono

sottoalgebre di Hopf dunque forme intere, di UJ’,

Osserviamo che U fg _, risp. UY »,>> contiene gli elementi
v . _ T -1\ ; Y .— T — —\pe
F. =L, F,=(q.—q, )F?, risp. E. =L, E,=(9.—q, )E?,

per ogni o € RT. Indicheremo allora con U, _, risp. U, ., la k[q,q_l]fsottoalgebra di
Ué‘; -, Tisp. Z/{@ -, generata dagli F’ o Tisp. dagli EZ (o € RT); ¢ immediato riconoscere
che queste algebre hanno basi di monomi ordinati (tipo PBW) del tutto analoghe a quelle
di U_, U, (basta sostituire F' con F” eFE con E” ); in particolare U, _, risp. U, ., € una

k[q q- } —forma di Uy, _, risp. U, ,. Infine U, #U_ e U, , #U,

Analogamente uw <, Tisp. ilw -, contiene gli elementi
(F)™ = ()" risp. (B = - (B
[m]qa! [m]qa!
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per ogni a € RT. Indicheremo allora con i, _, risp. , , la k[q,q_l]fsottoalgebra di
Uy, risp. U, generata dagli (F&P)(m), risp. dagli (Eg)(m) (a € RT, o anche soltanto
a € 11, & equivalente); anche queste algebre hanno basi di monomi ordinati (tipo PBW) del
tutto analoghe a quelle di $_, {1, (si sostituisca Fi(m) con (Ff)(m) e EZ.(m) con (Ef)(m)); in
particolare U, _, risp. 4, ., ¢ una k[q, q_l]—forma di Uy, _, risp. U, ;. Infine U, #U_
e Upy #U,

Infine, relazioni come (3.3-5) valgono ancora per queste forme intere multiparametriche.

11.5 L’algebra inviluppante quantizzata multiparametrica UMcp(g) . Con la
stessa procedura del §4, possiamo operare la costruzione del Drinfeld’s double e ottenere
un’algebra di Hopf

Dg,(9) =D (U3, Ug..7p) ;
dalla definizione stessa segue che D(’;(P(Q) e generata da K, Ly, F;, E; — identificati con
1®Kq, Ly®1,1® F;, E; ® 1 quando si pensi a D ,(g) 2 U; . ® Ug - come coalgebre
(grazie a (4.1)) — (€ Q, A€ P, i=1,...,n), con relazioni (4.2) e (4.3) di nuovo.

Possiamo anche operare la stessa costruz10ne con Ug', invece di U ., per ogni reticolo

M tale che @ < M < P, ottenendo cosi il quantum double

Dyip(9) =D (UZ ..Uy, 7y) ;
in particolare considereremo il caso M = () ottenendo cosi un’algebra di Hopf Diw(g);
inoltre useremo per semplicita la notazione D7} := Dg (g).

Consideriamo adesso I'ideale &%, di D}, generato dagli elementi K®1—-1K , K € U, 5’0 ;
questo e un ideale di Hopf, dunque

— Dg, /&5,

¢ un’algebra di Hopf; allora la su menzionata presentazione di DY, per generatori e relazioni
fornisce la seguente presentazione di U.%,(g): essa ¢ la k(g)-algebra associativa unitaria
con generatori

FiaLuaEi (,uEM;izl,...,n)

e relazioni

LyLy = Lyt Vp,veM
L,Fj=q “IWEL, VpueM, j=1,....n
L,E;=q¢“WE;L, YueM, j=1,...,n
Lo, — L_q, L
EZFJ—FJElzéwﬁ VZ,jzl,...,n
¢ — q; (11.5)

1—a;; 1— s
> (-D* { ) ”} E % E,EF =0 Vi,j=1,...,n, i#j
k=0 qi
1—a;; 1
> (-D* { ka”] Fm 5 R R =0 Vi,j=1,...,n, i#j
k=0 qi
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con la struttura di Hopf data da

Ay(E;) =FE; Ly, + Lo,—7, @ F;
o(F) =0, €p(ln) =1, e (E;)=0
Se(Fi) = —FiLa,, Se(Ly)=L_y, Se(F)=—-L_qFE;
Vi=1,....n, ueM

(11.6)

Infine indicheremo con pri;: DY, —» DY, / Ry, =: U}, (g) I'epimorfismo canonico di
algebre di Hopf.

Da [C-V2] sappiamo che 4,,(g) ¢ anche una sottoalgebra di Hopf di U, (g), percio la
denotiamo con 4, ,,(g); analogamente, riprendiamo da [D-K-P] il fatto che U,,(g) ¢ anche

una sottoalgebra di Hopf di U}’ (g), percio la denotiamo con Uy, r(g)-

11.6 Specializzazioni alle radici dell’unita per algebre inviluppanti quantiz-
zate multiparametriche. Cioccupiamo adesso di specializzazioni delle precedenti forme
intere alle radici dell’unita.

Cominciamo con i, ,(g). Per il caso € = 1, poniamo

U49,(8) == Upa(8) /(0= 1) p.a(8) = s0(8) Dkig g1 K

(dove k ¢ inteso come k[q,q']|-algebra via k = k[q,q "] /(q —1)); sia pi:, o(g) —
ilcf,w(g) Iapplicazione canonica e poniamo f; := p; (Fi(1)>, h; == p1 ((Kil;())), e; =

p1 (EZ.(l)), per ogni ¢ = 1,...,n. Si osserva allora che i, ,(g) ha la stessa presentazione

come algebra per generatori e relazioni di U, (g) (data in [D-L], §4.4), poiché esse sono
isomorfe come algebre; si trova allora subito che ilitp(g) ¢ una coalgebra di Hopf Poisson,
con una presentazione per generatori — f;, h;, e; — e relazioni che ¢ esattamente la stessa
di (2.2-3/9) per U(g"), quindi si ha un isomorfismo di coalgebre di Hopf Poisson

UT . (9) =U(g7) ; (11.7)
in poche parole, i, ,(g) si specializza a U(g”) per ¢ — 1.

Sia ora ¢ una radice {—esima primitiva dell’unita in k& (facciamo le ipotesi dell’inizio di
§5.3), per ¢ dispari, ¢ > d := max;{d;}, e poniamo

U, (8) == Upa(8) /(0 ) pa(8) = Uy a(0) Brigq 1) b

(dove k & inteso come k[g,q ']-algebra via k = k[q,q ] /(q —¢€)); si ha allora
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Teorema 11.7 ([C-V2], §3.2). Esiste un epimorfismo di algebre di Hopf

1 U2, () —— 49 (@) = U(g) (119
definito da
.. (F,L-(s) = Fi(s/e) se E‘s, 0 altrimenti
g g=¢ qg=1

K;;0 . .
ST = ( ) se lls, 0 altrimenti
s/t ) | =1
q=¢
37“9T (EZ-(S) = EZ.(S/Z) se ﬁ)s, 0 altrimenti
q=¢€ q=1

Nel seguito ci riferiremo a §r,, come ad un morfismo di Frobenius quantico.

Passiamo ora a U, »(g). Poniamo

U (8) = Upr(9) [ (0 = D Usp0(8) = Up,(9) Drfgq1) F
¢ noto (cfr. [D-K-P], §7.7) che
P () = F[H] (11.9)

come algebre di Hopf Poisson su &k (qui H” ¢ il gruppo di Poisson definito in §2.5); in una
parola, U, »(g) si specializza a F'[HT] per ¢ — 1.
Per € radice {—esima primitiva dell’unita (¢ dispari, ¢ > d := max;{d;} ), poniamo

UL (8) = Up,e(8) /(0= ) U, () = Ui (8) Drigq1) K
vale allora il seguente
Teorema 11.8 (cfr. [D-K-P], [D-P]).
(a) Esiste un monomorfismo di algebre di Hopf
Froe: FIHT) 2 UL (5) —— UZ . (9) (11.10)

definito da

ngT : F,

— —f
— Fa — Ea‘
q=1 q=1 q=¢

5 L/\‘ — Lﬁ\‘ y Ea

q=¢

q=c q=1
per ogni « € RY , A€ P.

(b) L’immagine Zy <%J:TQT iw(g)) di -7:7"97 é una sottoalgebra di Hopf centrale
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di Z/{Q@(g).

(¢) L’insieme di monomi PBW ordinati

61,...,GN,Z1,...,ln,f1,...,fNGN}

e una base di Zy su k.
(d) L’insieme di monomi PBW ordinati

€ly.vsenN, 1y lp,er, ..., ey =0,1,... ,6—1}

P

e una base di U, ,

su Zo. U

(9) su Zo; pertanto UL ,(g) ¢ un modulo libero di rango ¢dim(G)

Ci riferiremo anche a .7-"7“97 come ad un morfismo di Frobenius quantico.

11.9 Algebre di funzioni quantiche multiparametriche (cfr. [C-V2], §§2-3).
Proprio come abbiamo fatto nel §6 per il caso ad un parametro, definiamo le algebre

quantiche di funzioni multiparametriche come algebre di Hopf F."[By], F,% [G] generate

(in U, g;* e UM (g)" rispettivamente) dai coefficienti matriciali di rappresentazioni positive
di dimensione finita delle corrispondenti algebre inviluppanti quantiche multiparametriche.
Poiché le nostre nuove algebre inviluppanti quantiche sono isomorfe come algebre alle
vecchie, le nuove algebre quantiche di funzioni (multiparametriche) sono isomorfe come
coalgebre alle vecchie (uniparametriche).

Gli accoppiamenti DRT forniscono ancora isomorfismi di algebre di Hopf

F 1By] = (Ux;)op indotto dall’accoppiamento 7, 11.11)
Fp,B-]= (Uﬁ;)op indotto dall’accoppiamento 7, '

(cfr. [C-V2], §2) Ne segue anche che, definendo forme intere §, ,,[B+], Fy u[B+], come
sottoinsiemi di funzioni a valori interi sulle corrispondenti forme intere di algebre di Borel
quantiche multiparametriche (come in (6.2)) i suddetti isomorfismi le fanno corrispondere
a forme intere di algebre di Borel quantiche multiparametriche di segno opposto (come in
(6.3-4)).

Poniamo infine

SonlGli={ £ € FLIGI | (£. 400 (@) € klaa7"] |

FooalGli={ 1 € FLIG) | {£.Upr (@) C K[a.071] } (11.12)

come in (6.5), dove ( , ): F}M [G]® UM (g) — k(¢q) @& l'accoppiamento naturale di
valutazione: dimostreremo piu avanti che queste sono k[q, q_l]fforme intere di F,[G].
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11.10 Specializzazioni alle radici dell’unita per algebre quantiche di funzioni
multiparametriche. Si dimostra in [C-V2| che

q—1

Sp,plG] — F[G7] (11.13)

cioe S%P[G]/(q —1)F,,»[G] = F [GT] come k-algebre di Hopf Poisson.

Per una radice primitiva /—esima dell’'unita e in k (facciamo le stesse ipotesi dell’inizio
del §5.3), con ¢ dispari, £ > d := max;{d;}, poniamo

§LolG) = §orlGl /(4= ) §.r[G] = §,r[G) @aggy

(dove k & inteso come k:[q, q_l]falgebra via k = k:[q, q_l} /(q —¢)); il prossimo risultato

definisce un altro morfismo di Frobenius quantico:

Teorema 11.11 ([C-V2], §3.3).
Esiste un monomorfismo di algebre di Hopf

sr

g PG = 31,6 —— 32,[C] (11.14)

(duale di 37“97: U (g) — U7 (9) = U(g7) ); la sua immagine Fy & una sottoalgebra di
Hopf centrale di 32 ,[G]. O

§ 12 Gruppi formali quantici multiparametrici

12.1. Seguendo le linee del §7, vogliamo ora studiare U}’ (g)”: poiché U} (g) &
un’algebra di Hopf, il suo duale lineare U}’ (g)" & un’algebra di Hopf formale (cfr. §1.1),
che possiamo pensare associata ad un gruppo formale quantico multiparametrico. Poiché
(cfr. §11) U} (g) & quoziente del Drinfel’d’s double DY := D}’ (g), abbiamo un epi-
morfismo di algebre di Hopf pr;: DY, —— U (g) che il funtore ()" trasforma in un
monomorfismo di algebre di Hopf formali

o= (orf) " Uglp(@)” —— DE”

Pertanto cominciamo con lo studio dell’algebra di Hopf formale D¥,”.

12.2 Algebre quantiche multiparametriche come algebre di funzioni. In virtu
dell’esistenza dell’isomorfismo di coalgebre DY, = UY. ® Ug . il Lemma 7.2 ci da un
isomorfismo di algebre

DET=UL. QUG5
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pertanto iniziamo a studiare le algebre di Hopf formali UY_*, UZ "

Gli accoppiamenti DRT inducono varie immersioni di algebre quantiche nel duale lineare
di altre algebre quantiche; in particolare fissiamo le seguenti:

Uy — U (indotto da ) (12.1)
Uy, — U (indotto da ) '
imé: Ugly —— U;{é : (indotto da ) (12.2)
im?: Uyl — U%é : (indotto da ) .
UY.=2U,_ UM, —— Ur@U" " =UM"  (indotto da ) 12.3

U:ZZgUgO®U¢,+_>Ué‘4/*®Uf%U§4/* (indotto da )

inoltre le (12.3) sono anche immersioni di algebre di Hopf formali. Da ora in avanti quindi
identificheremo le varie algebre quantiche con le loro immagini nei corrispondenti spazi
duali.

11 prossimo passo richiede alcune modifiche rispetto al caso uniparametrico: dalle (11.4)

osserviamo che
<L(1+<P)(M)’LV>7r - <LuvLV>7T

(12.4)
<L(1—w)(u)’ LV>7T7 - <Luv Lr/>F
quindi, definiti gli isomorfismi di algebre di Hopf
(1+90)1 Uéw = ch/fov LM'_)L(H-SO)(M) VME M
(1—90): Uéw —:—>U:0Vf0, LM'_)L(l—QD)(H) YueM
i seguenti diagrammi risultano commutativi
imar | [ims i | kz? (12.5)

A questo punto possiamo generalizzare il Lemma 7.4, con dimostrazione del tutto
analoga, utilizzando le (11.4) invece delle (3.2):

Lemma 12.3.
(a+) Il sottoinsieme di U,

P 1 (Y /0 N\ [r
{q+ pe (FnTon | fra®) (_1)frqar(2 ) (F2> ‘fl, L fnE N}
=N

r
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é la pseudobase di U, ,* duale della base PBW di Y, , di monomi ordinati decrescenti.
(b+) 1l sottoinsieme di YU,

1
{q+ T U onfra®) I1 (=1 g5 (o))
r=N

fl,..., NGN}

é la pseudobase di Uy, .* duale della base PBW di U, , di monomi ordinati decrescenti.
(a—) Il sottoinsieme di U, .

N
P €r r
{q- Rl | (el 8

r=1

el,...,eNEN}

é la pseudobase di Uy, * duale della base PBW di Y, _ di monomi ordinati crescenti.
(b—) 1l sottoinsieme di

P N o
{ q h<k(eh7ah|€k0‘k) . H q(—;ﬂ( 2 )(Egr)(er)

r=1

61,...,€N€N}

¢ la pseudobase di Uy, * duale della base PBW di U, di monomi ordinati crescents.
(c) Uy (e quindi U}y ) contiene (rispetto ad ambedue le immersioni in (12.2)) la
pseudobase BY, di UM " duale della base PBW di ilﬁlo.

(d) Uy _, risp. Uy _ (e quindi UY' _, risp. U}, ) contiene la pseudobase UM " risp. di

P, <7 <7 ©,> 2
U;}f’z *, duale della base PBW di Llf;’;, risp. di ilf‘;’;. Tale pseudobase e composta di ele-

menti della forma F¢ -1, risp. ¢ - E¥, dove F¥#, risp. £, & un monomio ordinato negli
F7 . risp. negli EY, e 1 cUy,.
Dimostrazione. Per (at)e (b+) basta utilizzare le (11.4). Per (¢) si puo ripetere, mutatis
mutandis, la dimostrazione del Lemma 7.4(c), oppure si puo direttamente osservare che,
grazie a (12.5), le pseudobasi di Uf’% = U} date dal Lemma 7.4(c) si "trasportano” in
Ugly tramite (1 + ) e (1 — ).

Infine per (d) osserviamo che non possiamo piu limitarci a prendere per pseudobase di
Ug. 2 U, _ ®@Uy, Uinsieme di tensori del tipo  ® 2z in cul z sia un elemento di una

pseudobase di U, _ e z sia un elemento di una pseudobase di Uj',, perche in generale

<m ®z,a® C>m # (=, a>% (=, a>m

(a € U_, ¢c € U}"), contrariamente al caso uniparametrico in cui valeva 1'uguaglianza.
Dobbiamo invece riprendere e adattare la dimostrazione della parte (c) per costruire di-
rettamente la nostra pseudobase.

Indichiamo ancora con u, := [\, (AZEO) -A;Ent(ti/g) (7= (t1,...,t,) € N* )il generi-

co elemento della base PBW di 4 = 43", e con &, := iy Eée,f) (n=(e1,...,en) €
N¥) il generico elemento della base PBW di 4, . Il generico elemento della base PBW
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di LlM/ >~ @UM ¢allora €, -u, (n€ NV 7€ N"). Analogamente indichiamo con

(fx)
Fé = Hk N ( > (¢ =(f1,--.,fn) € N") il generico elemento della base PBW di

]Salle (11.4) otteniamo

T (fg “L_(14e)(n)> € L,,) =

P P P
— q+(M|V—S(€n))_ h<k(fh7—ah|fkak) . (_1) ;CV=1 €k . q gil dak (er) . 6¢ n e

PN P k PN e 7

= (—1) k=1Ck q- hek(€nTynlera®) Lq k=1 dak( zk) -(5¢ n " q+(‘“|’/) . q(“'s“’s")) -
— Cﬁ . 5¢777 . q+(M|V) . q_(uls(en))
P P P .

(peM,veM)dove ¢, :=(—1) b= Ok cqm n<nlenTy nlewa) . q r1 4ok (%) & un coeffi-
ciente che non dipende da p e da v. Pertanto tra gli elementi di Z/{ < soltanto quelli della
forma x = F7 “.z,con z €U 4.0 danno valori non nulli quando accopplatl con elementi
del tipo €&, - LV, e quindi in particolare con ’elemento &, - u,. Ora, il calcolo diretto —
come nella dimostrazione del Lemma 7.4(c) — ci da

- m; —m;-En n
<‘7:;§'L—(1+80)(M)>QE?7'UT>7T =Cn-q ~(uls(€ H ( ) - q; Eni(ti/2) Vu,meN
qi

Z
¥ i=1

dove usiamo l'identificazione M, = N" per cui My > pu = mips + -+ + Mpptn =
(mq,...,my,) € N*. In particolare

<‘7:g Loy (u) €y - UT> 70 = 7=
T

<f?5 L)) €y - UT>7T = ¢y g~ (&) =T VreN"

7]

dove T'(r) := Y I, dit;Ent(t;/2); in particolare il coefficiente C,, . := ¢, - q_("'s(@")) .
q~T(") & invertibile in k[q,q']. Ma allora abbiamo formule

Fg-Leuapn) = Cor (€ un) + D (Ff - Loy €y ) -(€-un) ¥ €N

T/ LT ®

che ci dicono che I’insieme {.7:2? . L_(1+¢)(T)|T € N"} si ottiene dall’insieme

{ (&, ur)" }T e N } tramite la matrice M, := <<.7-";§ “L_(144)(r)» €y - u71>%>77’eNn
che ha tutte le componenti in &k [q, q_l} , € triangolare inferiore, ed ha tutti gli elementi dia-
gonali invertibili in k [q, q_l}; a questo punto si puo proseguire e concludere sulla falsariga

di quanto gia fatto per il Lemma 7.4(c). O

Osservazione 12.4. A questo punto si puo ripetere I’'Osservazione 7.5 in questo con-
testo pilt generale (basta sostituire F' con F, E con E, e B,, con BY,, o pil in generale
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inserire ¢ dovunque sia necessario); in particolare potremo esprimere (in modo unico) gli

. . @ * . . M’ * . . . %} [} %} (2]
elementi di D}, ", zlsp. di Uy,(9) co:ne serie formali negli F7,,...,F v, EZ,,...,E v a
. . . / oy * . /
coefficienti in U} @ U™, risp. U}’

Siamo ora in grado di estendere al caso multiparametrico la Proposizione 7.6: ripren-
dendo passo per passo la dimostrazione di quel risultato (utilizzando il Lemma 12.3 al
posto del Lemma 7.4) si dimostra senza ulteriori difficolta il seguente risultato generale:

Proposizione 12.5. Il monomorfismo di algebre di Hopf formali 7% Ué‘i; (9)" — D,/
definito in §12.1 é univocamente determinato da

IvE F? — F;’O ®1, LH — L—(H-tp)(,u) X L(l—tp)(u) , E,Zp —1® E;‘O (12.6)

(2

(i =1,...,n, u € M ); in particolare l'immagine di j, € la chiusura della sottoalgebra
generata dall’insieme

{F;p &® 17L—(1+Lp)(u) ®L(1—<P)(H)’1 ®E;‘0 1=1,...,n, p € M} 0

Osservazione 12.6. Alla luce dei risultati precedenti potremo identificare anche

©
., By a coef-

G <Ué"{; (g)*> con lo spazio delle serie formali negli F7,,...,F7  E? .

ficienti in U;" .
Una differenza significativa rispetto al caso uniparametrico sta nella realizzazione della
pseudobase di j5; (U e ( g)*> duale di una base PBW di U} (g). Riprendendo I'analisi fatta

per dimostrare il Lemma 12.3(d), osserviamo quanto segue. Usando ancora le notazioni
T pen T (Aii0 (t:/2) .
L e L 2 —Ent(t;/2 L Ix)
S R | (G e 0 ) L
k=N i=1 k=1

(n = (e1,...,en) € NV 7 = (t1,...,t,) € N*, ¢ = (f1,...,fn) € NV), il generico
elemento della base PBW di U, ,(g) ¢ X, ., =&, - u, -F,. Posto

Fo= 1L (F)™ . e =T ()

abbiamo, per le (11.4),
(FE Lotrmm ® La—py - €5, Cq@ur - F5) =

T @
_ <]:£ "L (14¢) (n)5 €ﬁ>7r

_ gqaqf(uls(@ﬁ))gd)’ﬁ ) qbqf(uls(ga))(gn@([jwuﬁ

(L= €5 tr - 85) =
= 505777 (5 (5 . quL‘l’b*<H|S(€ﬁ))*(u|8(8’q§)) . H (T:/Z) qi—mi.Ent(ti/Q)
i /g

n
=1
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(=" mip; € My) dove e = +1 e a e b sono interi opportuni. Pertanto tra gli
elementi di 5%, (Ué‘fo(g)*) della forma ]—"g “L_(14¢)(n) @ L(1—p)(n) - €f soltanto quelli con

1) = (7,6) e p =7 hanno valore non nullo su &; ® u, - §5. In particolare otteniamo
n ¢
formule del tipo

Fi - Letieonn @ La—gyn) - €5 =

=eq° - X, T¢ + Z <f - L_ (1+e)(r) @ L(l ) (1) 5 X, > . Xﬁ,f,@* =

T/ <T

z * 3
=eq” - X5 T § :Cr,r’ - Xira

T/ LT

dove z € un certo intero e ¢,/ € k[q,q_l] (poniamo anche ¢, , :=e¢* e ¢, =0 per
. PEN ® © . . e .

7/ 4 7); allora I'insieme {]—"ﬁ “L_(14¢)(r) @ L1—¢)(r) '5¢3 | Te N } si ottiene dall’insieme

{ X, |7 € N"} tramite la matrice M? ; := (crr) N

in k [q, q_l} , ¢ triangolare inferiore, ed ha tutti gli elementi diagonali invertibili in k& [q, q_l} ;

che ha tutte le componenti

/

a T,)T renn ha queste stesse proprieta, percio

.. -1
allora anche la matrice inversa (Mf <z’>) = (c

gli X, ., sono dati dalle formule

Xprd = D Fi L)) @ Ly - €5 vreN";

T/ T

piu precisamente, se definiamo gli elementi

Q.
BZJT P Z C/T,T’ 'L—(1+<P)(T’) ® L(l—cp)(f’)

T/ T

abbiamo
X,.s =Ff BSOS, 2 (12.7)

7,7 ,7,¢
quindi I'insieme

{F2-BsS esneNy, ren, gen |

0,7,

¢ la pseudobase di j,, (U} (g)) duale della base PBW di &, ,,/(g); in particolare
La pseudobase di j,, (U(ﬁ;(g)) duale della base PBW di i, \(g) € contenuta in
w (US(9) N (Up,- QUY QU L) -

12.7 Forme intere. Avendo costruito forme intere di U(ﬁ;(g), possiamo studiare

i corrispondenti sottospazi (in Uy,(g) ) di forme lineari a valori "interi” su tali forme;
dunque definiamo

o (8) ={ f € U3 (0)
Upor(@)" ={ f € UIL()"

(£ 40(0)) CE[0,67"] }

<f, e )> C Kga-" } (12.8)
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. , . ’ * * .
Poiché studiamo U," (g)  immerso in D7,”, definiamo anche

M

35, ={ €5 (U2 @") | {£: 8000 0)) € Klara™!] }

(12.9)
75 ={ £ €35 (U2 @)) [ (fllone(0)) S R[0:a7"] }
e allora ovviamente ji, si restringe a isomorfismi di k& [q, q_l}fmoduli
JGienr () ——08 5 Uean () ——TE (12.10)
Infine introduciamo i k[q, q_l}fmoduli
wy ={revs | () ke }
(12.11)

L{M/*: {fe M/*

(ruy) cklaa }.
Allora la generalizzazione della Proposizione 7.9 ¢ la seguente:

Proposizione 12.8.
(a) Nell’identificazione di cui al §12.4, $h, ()" & il k[g,q '] —sottomodulo di Ué‘i;(g)*
delle serie formali

X Free
Fe,E¢
m cui Y € L(f‘;’/o* e gli F#, risp. gli €9, sono monomi della base PBW di U, _, risp. di
Uy, .. In particolare U, 1 (g)" & una k;[q, q_l} —sottoalgebra di Hopf formale di Ué‘ﬂ;(g)*.
(b) Nell’identificazione di cui al §12.4, Uy ()" ¢ il k[q,q '] —sottomodulo di Ué‘ﬂ;(g)*

delle serie formali
Z A
§¢,0,E¥
m cui ¢ € L[:f:o* e gli §%, risp. gli €¥, sono monomi della base PBW di U, _, risp. di
Uy, . In particolare Uy, v (g)" ¢ una kg, '] -sottoalgebra formale di U, (9)".
Dimostrazione. Si puo ripetere in sostanza la dimostrazione della Proposizione 7.9, ma
con alcune precisazioni; le indichiamo brevemente, discutendo il caso (b) che non era stato
trattato in dettaglio nel caso uniparametrico; il caso (a) ¢ del tutto analogo, anzi un po’
piu semplice.
Dato f € Uql‘ﬁ; (9)", sviluppiamolo in serie

f= 2 F9

¢,nENN

in cui gli F‘p, risp. gli E‘D sono monomi della base PBW di U, _, risp. di U, ., e @zm €
Uy - Sia @ = ZTGN" aj, B

¢,7,m

G (BE.) =D L (1ip) ® La—gyy = Y & - Lf = BSOS,

H2T Tty

on
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dove L# = L_ (1+0) (1) ® L(1—p)(u) > cfr. Osservazione 12.6. Allora per ogni monomio
ordinato E - L, - F3 nella base PBW di U, ,,/(g) abbiamo
ol P

<f7En'LV'F¢>:< > Ff"bi,n'EﬁvEn'Lu'F¢>=

¢,neNN

-3, <F“” Bf~E,f7E,—]~L,,-F¢;>:

,7.m
= >y Yk (B L © Lo - Bf, By Lo®Fg) =
é7m H=T POy
- Z %n Z cr <qu L (14¢) () Eﬁ ‘ L1/>7T | <L(1—so)(u) E F¢>T -
@, 7 H=T ® ®
= Zan 3 Z ch - nls(€5)) . (LZ,L, ® 1>m®ﬁ Wi q_(“|5(3ﬁ)) =
pu=xT
— a+b i @ _
o Za_,d) ZC <LT’LV_(S(€$)+5(Sﬁ)) ®1>7"w®% N

u3T

— gt Za;"ﬁ . <Bf,LV_(S(@$)+s(Sﬁ))> -

— atb P
=0 (@75 L) 4e(5)
dove a e b sono interi opportuni, dipendenti soltanto da 7 e ¢ rispettivamente; percio se
f € Uy (g)", abbiamo <f,E - L, F¢> € k[q, 1} per ogm 0, v, ¢, e quindi ¢**° -
@ 1 o 17
<<I>ﬁ &’LV—(S(€5)+S(&—,))> € k:[q,q } e infine — poiché ¢®*? & invertibile in k‘[q,q }

<(I)1f¢’L > € k[g,q7*] per ogni v/ € M’, ciog (IJLP € UMO*, g.e.d.
Lo stesso tipo di analisi consente di adattare al caso generale il resto della dimostrazione

svolta per il caso uniparametrico. [

A questo punto dobbiamo definire nuovi oggetti:

Definizione 12.9.
(a) Chiamiamo A% la sottoalgebra di UY_ @ UL . (C D%,”) generata da

{F;’O R 1, L_(140)(w) @ Li—py(u), 1 ® Efli=1,....n;ueM } .

(b) Definiamo
f={reag | (Lt @) Sklaa] } = A5 09%

AL {f€A¢)fu¢M/ >gk:[q,q*1]}:A§ﬂI§@.D

Il seguente risultato estende il Lemma 7.11:
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Lemma 12.10.
(a) A%, ¢ la k[g,q '] sottoalgebra di UY_ @ UL . generata da

{Fo @1 L oy ® Loy 10 B | Aok =1,... . Ny pe M } .

In particolare AT, é k[q, q_l] ~forma intera di A%, .
(b) A% ¢ la l{:[q,q_l] —sottoalgebra di Uy’ @ Ug . generata da

() L_(14¢)(n) @ La—g)(u)s € ()
{(Féfh) ol ( S T Ly ) © Dy 1@ (B)

'h,k,izl,...,n; a,t,dEN;cEZ}.

In particolare A%, ¢é k[q, q_l} —forma intera di A% .
Dimostrazione. Si segue passo per passo la dimostrazione del Lemma 7.11, ricordando

(cfr. (12.4)) che L_(144)(u) © L(1—y)(u) OPerano entrambi su Ué‘fé allo stesso modo. [J

Il seguente risultato generalizza il Lemma 7.12, prendendo spunto da [C-V2], Lemma
2.5 (il quale estende [D-L], Lemma 4.3, al caso multiparametrico), mettendo in relazione
i gruppi formali quantici multiparametrici con le algebre quantiche di funzioni multipara-
metriche; in particolare si dimostra il fatto che §, .[G] e F, [G] siano forme intere (su
k[q,q_l}) di F",[G] come algebre di Hopf, il che era noto soltanto per §, »[G], cfr. [C-
V2]. Ancora una volta la dimostrazione di questo risutato non presenta differenze rilevanti
rispetto al caso uniparametrico.

Proposizione 12.11.
(a) L’immersione di algebre di Hopf formali

j6: Uglp(@) ——— D"
si restringe ad un’immersione di algebre di Hopf formali
WG B IG) s D5,

la cui immagine é contenuta in A%,.
(b) Le immersioni in (a) conservano le forme intere, precisamente

SoulGl = (51 (AL), FoulG = (u5) " (AS)
cost che la restrizione da immersioni di k:[q, q_l} —algebre

1l Foo |Gl — AL, wir: Foou|G] —— AY;
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ne seque che
S, |G] € una k[q, qil} ~forma intera di F",[G] come algebra di Hopf

Foou|G] € una k|q,q= | ~forma intera di F},|G] come algebra di Hopf. U

12.12. Come nel caso uniparametrico, il risultato precedente puo essere migliorato,
estendendo le immersioni ad isomorfismi. Definiamo coefficienti matriciali 1_,, come in
§7.12, per ogni pu € M (si ricordi che Ué‘ﬂ; (g) e Ué”'(g) sono isomorfe come algebre, dunque
la loro teoria delle rappresentazioni e la stessa). Allora si applica nuovamente 1’analisi
fatta nella dimostrazione del Teorema 7.14, cosi da ricavare la seguente generalizzazione,
che migliora [C-V2], Proposition 2.7 (che a sua volta generalizza [D-L], Theorem 4.6, che
era la base per dimostrare il Teorema 7.4):

Teorema 12.13. Sia p:=> " | u;.
(a) L’immersione di algebre p3;: F) [G] — A, si estende ad un isomorfismo di
k(q)—algebre

pe: FMIG) [w)l] —— A%, (12.12)

inoltre % (F),[G]) & densa in jf; (Ué‘y”;,(;;)jﬁ) :
(b) L’immersione di algebre p%: §p u[G] — AL, si estende ad un isomorfismo di
k [q, q_l} —algebre

1y TG [V —— A%, (12.13)

inoltre %y (§p,n[G]) ¢ densa in %, .
(¢) L’immersione di algebre p4: Fpu|G) — A%, si estende ad un isomorfismo di
k [q, qil} —algebre

1 FoulGl [W21] —— A%, ; (12.14)

inoltre % (Fpu[G]) ¢ densa in Z%,. O

12.14 La struttura di Hopf. Il programma di estendere al caso multiparametrico
la nostra analisi dei gruppi formali quantici richiede ora di indagare piu in profondita la
struttura di algebra di Hopf formale di D,,*. Questo si puo fare ancora lungo le linee che
abbiamo seguito nei §§7.15-16: le gradazioni che abbiamo considerato allora sulle algebre
di Borel quantiche sono tuttora valide (nel senso che sono anche gradazioni delle corrispon-
denti algebre di Hopf formali multiparametriche), quindi possiamo ripetere la stessa analisi
(che adesso coinvolge i nuovi accoppiamenti DRT, dipendenti da ¢ ), definendo su D,,*
una pseudogradazione che dia grado «; a EY, grado —a; a F}’, e cosi via. In particolare
I’accoppiamento naturale di valutazione DY, ® DY, — k(q) rispetta le (pseudo)gradazioni
in gioco.

Ripercorrendo dunque 'analisi fatta in §7.16 troviamo che

G(sz X 1) =0, 6<L*(1+¢)(M) X L(1*¢)(M)) = 1, 6(1 ®Ezk> =0 (12.15)
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(k=1,...,N;A€P), e

((ENP@1) =0, e(Lotron ® Lap) =1

. ((L—uw)(m D L—g)(uo); C)) = () . (12.16)
t t/q;

(Lateyun @ L_-gyuy) =1, € (1 ® (Ef)(6)> =0

(i=1,...,n; f,t,e € N;c € Z); gli elementi in esame generano lalgebra j; <Ué‘4'(g)*> (in
senso topologico), quindi le (12.15) o le (12.16) determinano univocamente
e jf (U3(0)") — kla).

Per quanto riguarda ’antipodo, otteniamo — come in §7.16 — che S <(F;9)(f) ® 1> e

espresso da una serie del tipo

ap  bn

s(r0 @) = Z S I - @ -0 -x  0217)

ah"’bh nh 1r=1s=1

dove X, e U_ U} " ® 4, , e analogamente accade anche per tutti gli altri generatori di
A%, In particolare se € & una radice {—esima dell’unita, per ¢ € N, si ha che

Per ogni radice dell’unita e, le serie S ((F;P)(f) & 1)} g <<L7“i%l’ﬂi;c>);
S (L(l'HP)(Hi) ® L_(l—W)(Hi)) e S (1 & (Ef)(e)) sono somme finite modulo (q — €).

Come in §7.16 si possono calcolare i termini di queste serie fino ad un ordine prefissato
arbitrario: per i nostri scopi ci basta conoscere i termini al piu fino al grado 2 in (q — q_l).
Il calcolo diretto ci da

(ol N2
S(Ff ©1) = —q @ FPL 14 p) (a0 © La—g)-ay  mod (¢—g7")
o 2
S(L-ro)m) @ La—p)u)) = Loy -p) @ La—g)(—pyy ~ mod (¢—q ")
_ 2
S (L-te) (=) @ La—p) (=) = Loao)u) © La-o) () mod (¢—q~")

L)) © La—p) o 0 ) 2
S<( - 1 o = —La+e)—n) ® La—p)(—p)

L—(H— )@ La- i ); 0 -
( A © Lo mod (q—q-1)

a;la;—T7; —1)2
SU@Ef)=—¢ 1 L)) ® La—p)-an B mod (¢—q7')

perogni i1 =1,...,n;ceZ,t € N.

Analogamente per la comoltiplicazione troviamo che A ((Ff)(f ) ® 1) e espresso da una
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serie del tipo

A((F"’(f)@l) Z Z HﬁHq_qr (" =)

h(ah+ah+h 1r=1s=1
e (12.18)

, ®2
in cui Y, € (ilgo,, ®Z/If‘;7 0* ®Ll%+> ; analoga considerazione vale anche per tutti gli

altri generatori di A%, cosi che si ottengono formule del tutto analoghe alla (12.18). In
particolare allora se € & una radice f—esima dell’unita (£ € N), tali serie sono somme finite
modulo (g — €), cioe

Per ogni radice dell’unita e, le serie A ((Ff)(f) ® 1>, A ((L—“W)(M)%L(l—ﬂ”)(“i);c>),

A (L(14+)(u) ® Lo—py(u)) €A <1 ® (Ef)(e)> sono somme finite modulo (q — €).

Come per S, e possibile calcolare i termini delle serie in esame fino ad un qualsiasi
ordine prefissato; nel seguito avremo bisogno di conoscere tali termini fino al grado al
piu 2 (in (q — q_l)): precisamente, il calcolo diretto come in §7.16 ci da (con notazione
FPP =Ff®1, L&® := L_(144), ® L(1_ Ef® :=1® Ef, e cosi via)

) ® FFC + (g - qi_l)fl'

) (1)
L#®; 0
1
Z Ci’+ ( B _1) 1 E(P,@ ® F‘Pa® + ( . 1) . L£;®a 0 ELP’(X) & F<p7®

o (o — 4q 43 — dg o 3 qi 1 o B

a,BeERT

A(LE®) = LES ® LES, A(LEE) = LPP 0 L9

L£®; 0 L£®; 0 L¢®; 0 Le®; 0\ _(LeE; 0
((5) - (55 e (5t (51 (5)-

+ (2 (d), D (g =) [dy], [(ml)], - <E%”’® ® PO+

® ® i ® ®
+(gi —1)- ES® @ F$ ( 4 )+(qi—1)-< “1 )E‘f ® F9®+

L<p® L,®
+(Qi—1)2‘< a O)E%D@@F@@( 1 0))

Q.
A(Ef’@)) = 1® ®E;0,® —|—E;~p’® ® 1® + (Qi _ 1) X E;o,@ ® (Lail ) 0> . (Qi . qi_l)fl.

i,— — - L37®§0
ZCci,ﬁ(qa—qal)<%—qﬂ1><E5’®®F§’®+(qi—1)'E§’®®Fg7®( 1 )>

a,feRT

dove il segno = indica la congruenza modulo (q — q_l) e le C’ ﬁ sono definite in §7.16.
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§ 13 Il gruppo quantico multiparametrico U,",(h)

13.1 L’algebra quantica U, ,(h). Come abbiamo fatto per i gruppi formali quantici
uniparametrici, cosi anche per quelli multiparametrici possiamo dare una veste assiomati-
ca ai risultati che abbiamo ottenuto nel §12: in particolare introduciamo, tramite una
presentazione per generatori e relazioni, un nuovo gruppo quantico multiparametrico, pre-
cisamente un’algebra di Hopf formale U’ (h) che generalizza U’ (h), e sta a U(h7) come
Uyp(g) staa U(gT).

Per cominciare definiamo HY, come la k(q)—algebra associativa unitaria con generatori
¢ ¢ o
FP, Ly, B (AeM;i=1,...,n)
e relazioni

L§=1, LiLY =1L}, Vu,veM
LYF; = q(%l(lﬂo)(u))Fle‘f VYueM,j=1,....n
LYEY = |02 W EPLe Ve M, j=1,...,n

EFFF —FFEF =0 Vij=1,..,n

1I—a (13.1)
J [1—ajj] 1—ai;—k k

S (~1)kgten k” (Bf) " "TTES(ES) =0 Vij=1,...,n,i#j

k=0 - 44

1- a” _1 -

— a;j g
Yeq e L (FO) " FP(FA) =0 Vigj=1,...,ni#]

k= O - 449
dove cfj = —(k:ai ! 7+ (1 —a;; — k) Ti) — (aj | (1—a;; — k) Ti) per ogni 4, j, k. Useremo
anche la notazione M} := L (Vi =1,...,n), dove {y1,...,un} € come sempre una
Z-base fissata di M, cfr. §2.1 e §3.1.

Consideriamo in U, _ (€ H,,) linsieme dei vettori radice { F/1,..., Fiy },in UM, (C
H,, ) gli elementi

By = Z Crr - L7,
T' T

(dove i coefficienti ¢/, sono definiti in §12.6), e in U, . (C H,, ) l'insieme dei vettori
radice { EZ,,...,E7y }.

Definiamo Uy’ ,(h) il completamento di H,, tramite le serie formali a coefficienti in k(q)
negli elementi dell’insieme

1 N
BY, :={ | NI | (O ¢=<fr>r,n=<er>reNN;TeN”}.

r=N r=1

Dunque (cfr. §1.1) U, (h) ¢ il completamento di HY, relativamente alla topologia (di
HY, ) per cui un sistema fondamentali di intorni di 0 sia I'insieme dei sottospazi vettoriali
di HY, che contengano quasi tutti gli elementi di B}, ; l'insieme B}, ¢ una pseudobase
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di Ué‘f@(f)), cioe un sistema completo di generatori lineari indipendenti, cosi che ogni ele-
mento del modulo in esame si esprime in modo unico come combinazione lineare infinita a
coefficienti in k(q) degli elementi della pseudobase.

In parole povere, possiamo dire che U, é‘,{p(f)) ¢ un’algebra di serie formali (non-commuta-
tive) con le formule (13.1) come regole di commutazione; percio diremo anche che U7, (h)
¢ generata topologicamente (o anche in senso topologico) da F, Lz, E? (we M;i=
1,...,n).

Infine sottolineiamo il fatto che, in virtu del Lemma 12.3, possiamo identificare Ué‘ﬂa(h)
con lo spazio delle serie formali, a coefficienti in U:Xé* , nelle "variabili” F,, F7,,... F7y,
E?E%,,...,E%\ .

Grazie ai risultati del §12, possiamo realizzare esplicitamente Ué"{p(b) e dotarla inoltre
di una struttura di algebra di Hopf formale; in effetti la definizione di U.7,(h) ¢ fatta
appositamente su misura per soddisfare I’enunciato seguente — che ¢ la generalizzazione
immediata (con dimostrazione del tutto analoga) del Teorema 8.2 — cioé non ¢ altro che

una presentazione esplicita di U, é\i;(9>*-

Teorema 13.2. FEsiste un isomorfismo di k(q)—algebre topologiche
v Upt(b) —— jg, (Ut (a)")
definito da

v B FPel, L= Logrow @ La-eg, B —10E7 Vi,

allora il pull-back della struttura di Hopf formale di j%; (Uql‘f;,(g)*> definisce una strut-
tura di algebra di Hopf formale su U, (h), cosi che V}@:Ué‘fw(h)ij]ﬁ (Ué"{;(g)*) e

e v Uy (b) = Ué‘i/p(g)* sono isomorfismi di algebre di Hopf formali su k(q). O

Osservazione 13.3. (a) Osserviamo che, come diretta conseguenza del Teorema 13.2
e delle definizioni, posto
Y, i =Fy B ,-Es

(con le notazioni del §12), si ha

Y,

P.
v n,7,$

*
M = Xn,r,tb

per ogni n € NV, 7 € N*, ¢ € NV (cfr. §12.6).

(b) 11 teorema precedente ci dice in breve che la definizione data in §8.1 non ¢ che una de-
scrizione di U, é‘fo (g)* ; tuttavia abbiamo voluto farne appunto una definizione, introducendo
il simbolo U",(h), per sottolineare le analogie esistenti con Uy, (g), che appariranno parti-
colarmente evidenti alla luce dei risultati del §14; circostanza questa che generalizza quanto

gia osservato in §8.3(a).

Il Lemma 8.4 si estende senza difficolta al caso multiparametrico come segue:
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Lemma 13.4. Il sottoinsieme

0, ={a =3 Ff o7 B2 €U, (0)| o5 € ULy, Vo |

(dove x =3 Ff-¢%-EE ¢ lo sviluppo di x € Uy, (h) come serie a coefficienti in U%é*)
e una sottoalgebra di Hopf formale di U, (h). O

Passiamo ora a definire forme intere di U, é‘f@(b) e a dimostrarne le prime proprieta, sulla
falsariga di quanto fatto in §§8.5-9. Come sempre useremo il termine pseudobase per
indicare una base di un modulo topologico, cioe un sistema completo di generatori lineari
indipendenti, cosi che ogni elemento del modulo in esame si esprima in modo unico come
serie negli elementi della pseudobase.

Definizione 13.5. Sia HZ, la k[q, q_l} —sottoalgebra di U, (h) generata da

{Fi. L B

rzl,...,N;,ueM}.

Chiamiamo Uy, (h) la chiusura di Hy; nella topologia di U}, (h). O

Teorema 13.6. U, () € una k[q,q_l}—forma intera (in senso topologico) di U, ,(h),
come algebra di Hopf formale, che ha pseudobase su k[q, q_l}

ﬁj\'} = {Y;z,f,cﬁ UENNaTeNn7¢ENN} =
(13.2)
= {J—"ﬁ-B:ﬁW-Eg neNN,TEN",cbeNN};

in particolare vi; Uy (1)) = ji (Upa(9)*) = 3%, . O
Consideriamo Q% := Q% N (V) ' (Z%); osserviamo poi che (cfr. Proposizione 12.8(b))

o = {2 = 555 07 €% € U0 |87 €y 0f € W €F €M Vo ).

Definizione 13.7. Sia 9%, la k[q, qil] —sottoalgebra di U, ,(h) generata da

{(Fi@)m, (M{;C>’ (vP) 7, (B)©

Chiamiamo $y ,(h) il k[q,q "] -sottomodulo di U}, (h)

f,c,t,eeN;izl,...,n} )

N ap,bn

+oo
xzz Ty COM Ty € o Z H H (qT — q_r) . (qs — q_s) 9% ».0 (13.3)
n=0

h(ah+bh):n h:1 ’I”,Szl

!
reQy,

Ecco allora la generalizzazione del Teorema 8.8:
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Teorema 13.8. U, ., (h) & una k[q, ¢~ '] -forma intera (in senso topologico) di U} (h) e
QF,, come algebre di Hopf formali. [

13.9 Presentazione di i, ,,(h) per generatori e relazioni. Come in §8.9, possiamo
sfruttare la presentazione di U, o(g) (= U, @ UJ o @ U, _ ) per realizzare una presen-
tazione di Y, (h) per generatori (topologici) e relazioni. L’algebra $%, definita in §13.7 &
la k [q, q_l}falgebra associativa unitaria con generatori

Mf7 (M;‘D)_lj <M,::7C> , (E’Zp)("") (F:O)(S)

(i=1,...,n;c€Z,t,r,s €N) e relazioni

MP(ME) ™ = 1= (M#)7 Mr, (M) (M) = (mf) T ()

K3

gy (M0 - (V1) gy

MY M?:0
( ZO’C):(), (qi—l)( 11’ );M;O_l

MZ7ic\ (MPe—t t+s M?;c
= , Vi, s
t ] t ), \t+s
@, @, @,
M7 5c+1 _ gt M ;c _ M7 c 7 Vi1
t t t—1

MPie\ SR epien (€ (M50
) _ 'c 1) \v/ >0
() (), () e

p=>0
t
(Mfg—C): (—1)pq;t<c+p>+p<p+1>/2(p+c—1) (Jyf?()), Ve>1
p=0 p qi -bp
Mret 1) (M7eN _ emvnayre (M5 g0y
t t ! ! t—1

M7 (EF)" = g (F7) 7 f

M{;ce () () ( M7;c+ pai;
(M) @0 = (M)

Mf;e () (0) ( M5 c+ pa;
(M) ) = ) (M)
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0 e =TT @, @ -
r
ai
e R N I L P
T
qi
> (UENTENENT =0, i#j
r+s=1—a;;
> CUENVEEDY =0, i)
r—i—s:l—aij
() (s) (s) ()
(EY) (F;'p) = (Ff) (EY)
per ogni i,j =1,...,n. L’algebra Y, ,,(h) ¢ il completamento di ¥, ottenuto prendendo

le serie formali nei monomi PBW di U, _ e i, . a coefficienti in 4}, che soddisfino la
condizione in (13.3). Infine dai calcoli in §12.14 ricaviamo le seguenti formule (per ogni i =

1,...,n), ottenute dalle formule li scritte tramite I'isomorfismo v, (con K :=L¥% Vi):
©\ — e ® ® @ K;p5 0 @
A(FP)=Ff@1°+1°QFf + (¢ — 1) e+

—1\— 7 _ _ K;D;O
+a—a ") Z%E(qa—qal)(%—qﬁ 1)<E2€®F§+(qi—1)-( . >E§®Fg’>
a,BERT

A(MF) = Mf @ MY, Ay ™) =) e )

M?; 0 M?; 0 M?; 0 M?; 0 M?; 0
A(( | >>:( L >®1®+1®( B >+(Qi_1)'( 4 )@( Y )+

+ (2 (d), D (g =) [dy], [(mln)], - <E‘$ ® F¥+
YyERt

M?: 0 M?; 0
+(qz-—1)-E$®F,;”( 4 >+(qi—1)-< 4 )E;P@Ff+

M?: 0 M?; 0
2 7 7 )
+(gi — 1) ( X )EWW@F;F’( X ))

V) — 1® © © ® 7 K;D;O
A(Ef)=1P@EBf +Bf @19+ (- 1) - Ef @ ") -

S ch -1 Y Er @ F? 1. peare (K50
~(g—-q ") ) Cis(ta—aa )(qg—qﬁ ) §OFT (e —1)- EZoFF(
a,feRT
come congruenze modulo (q — q_l)z, e inoltre
S(FPY=—q 2 FF(K?)™', S(Ef)=—¢? (K?) 'Ef mod (g —q7 ')
spy= i)t s ()t =y mod (g —q")

(2



120

s((") = (M) mod (g~ q”")
(FF) =0, e(MF)=1, e(<Mz‘f;0)):o, () =1, e(BF) =0,

13.10 L’immersione naturale &f: F" [G] — U, (h). Poiché I'algebra quantica
di funzioni F,%,[G] ¢ per definizione sottoalgebra di Hopf (formale) di U,/ (g) , possiamo
immergerla nell’algebra inviluppante quantizzata U, é‘f@(h): cosl definiamo un’immersione
di algebre di Hopf formali

—1
&6 = (i) oniy: FRLlGl —— Uy, (h) .

Allora la Proposizione 12.11 e il Teorema 12.13 ci danno immediatamente il seguente

risultato, che generalizza il Teorema 8.11:

Teorema 13.11. L’immersione &5 F)' [G] — Uy (h) induce monomorfismi di algebre
§0 FolGl— HY, &5 S nlGl— HE, &6 FoulG] — 9%

e isomorfismi di algebre (con p:= . | pi, cfr. Teorema 12.13)

& PG o] —HE, 68 FoulG) [UD)] —HE . 50 FpulG [2)] — 9%

inoltre &5 (F(;‘ﬂp[GD , risp. €5 (&0,1\4[0]), risp. Eu <}"¢7M[G]>, e densa in Uy (b), risp.
Upp i (8), risp. Uy (h) . O

13.12 L’accoppiamento di Poisson quantico nel caso multiparametrico. In
questo paragrafo definiamo accoppiamenti di Hopf perfetti U, é‘io(f))@?U é‘ﬁ; (g) che forniscono
una quantizzazione di tre oggetti classici, precisamente gli accoppiamenti di Hopf F'[GT|®
U(g)—k (o F*[G"|®@U(g") = k)e Ub™) ® F[H"| — k — che rispettano anche le
strutture di Poisson e co-Poisson coinvolte — e ’accoppiamento perfetto di bialgebre di Lie
h” ® g — k; i nuovi oggetti generalizzano gli accoppiamenti di Poisson quantici definiti
in §8.12, cosi li chiameremo ”accoppiamenti di Poisson quantici multiparametrici”; come
nel caso uniparametrico la specializzazione di tali oggetti ci dara anche nuovi interessanti
accoppiamenti tra algebre di funzioni.

Per il Teorema 13.2 abbiamo j& ' ov%: Uy's(h) = Ué‘ﬁ;(g)*, percio 'accoppiamento

naturale di valutazione da un accoppiamento perfetto di algebre di Hopf formali

oot Uglp(0) @ U (8) —— k(q)

definito da m',(h, g) := <(j}’})71(1/§€,(h)),g> per ogni h € U, (h), g € Ué‘i;(g).

Chiamiamo 7', accoppiamento di Poisson quantico multiparametrico
Nel prossimo paragrafo dimostreremo tra l'altro che 7', fornisce una quantizzazione
dell’accoppia-mento di Poisson "classico” 7%:h” @ g7 —— k (dove 7 & dato da

T=(T1,...,7) = 5 - (p(a1),...,¢(an))), donde la nostra scelta del nome.
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Intanto sin d’ora possiamo osservare che la discussione nei paragrafi precedenti assicura
che le forme intere — Uy 1 (h), Up 2 (D), Uy r(g) € Uy r(g) — delle nostre algebre invilup-
panti quantizzate sono I'una l'ortogonale dell’altra rispetto a 7,7, ; da questo segue allora

che w7, si restringe ad accoppiamenti perfetti di algebre di Hopf formali (su k[q, q_l])

T8 e Yoo (0) @Ue p(8) — kg, q7 ], 70 Up p(h) @ Up o(9) — kg, 07 ]

nel seguito col medesimo simbolo indicheremo anche gli accoppiamenti di Hopf

T8t FoolGl@Up p(9) — klg,q7 ], risp. wh et (Gl @ Uy o(8) — k[g,¢7 )

che si ottengono per restrizione dai precedenti: inoltre d’ora in avanti identificheremo
E},[G] con la sua immagine in U}, (h) tramite £, e analogamente per le forme intere.

§ 14 Specializzazione alle radici dell’unita nel caso multiparametrico

14.1 11 caso ¢ — 1: specializzazione di Y, ,(h) a U(h") e conseguenze. In
questo paragrafo operiamo la specializzazione alle radici dell’unita dei nostri nuovi gruppi
quantici multiparametrici: il nostro obiettivo ¢ generalizzare i risultati del §9 estendendo
le argomentazioni che abbiamo usato in quella sede.

D’ora in avanti sara

= () = - (), elan)

(Y

La forma intera i, () che abbiamo definito nel §13 ¢ un modulo su k;[q, q_l], quindi
possiamo specializzarla a ¢ = 1. Dunque poniamo

U47,(0) = Lpa(b) /(@ = 1) thpa(h) = pa(h) Baggq1 K

(dove k & inteso come k[q,q~']-algebra via k = k[q,q7] /(q —1)); sia p¥: Uy o(h) —
U7 ,(h) Tapplicazione canonica.

Utilizzando la presentazione di i, ,(h) data in §13.9, possiamo ripetere — mutatis
mutandis — la dimostrazione del Teorema 9.2, e ottenerne cosi senza ulteriori difficolta la
seguente versione multiparametrica:

Teorema 14.2. L’algebra di Hopf Y, o(h) si specializza per ¢ — 1 alla coalgebra di Hopf
Poisson U(h7) ; in altre parole esiste un isomorfismo di coalgebre di Hopf Poisson

Ur () =U("). 0
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Dunque iU, (h) fornisce 'annunciata quantizzazione infinitesimale di HT : pertanto
abbiamo risolto il problema della quantizzazione locale del gruppo di Poisson H”, genera-
lizzando quanto gia fatto per il gruppo H.

Osservazione: come per il caso uniparametrico, sottolineiamo il fatto che dalla definizio-
ne di i, o(h) come sottospazio di U} ,(g)" composto di serie soddisfacenti una certa ” con-
dizione di crescita” (cfr. (13.7)) segue subito che per ¢ — 1 si ottiene un isomorfismo di
algebre di Hopf

up )= {feFIH)|3neN: f(") =0

dove ¢ := Ker(e: F[H™] — k); ma ¢ = m., dove m. ¢ l'ideale massimale di F [H7]
associato a e € H™ , e inoltre (cfr. [On], Part I, Ch. 3, §2) esiste un isomorfismo canonico
di algebre di Hopf

{feF[HT]* HneN:f(me“):O}%U(bT)

per cui possiamo concludere che

UF(h) = U(h)

come algebre di Hopf. Tuttavia questo tipo di analisi non puo darci alcuna informazione
riguardo alla sturttura di co-Poisson, quindi lo studio dettagliato di 4, ,(h) che abbiamo
fatto e effettivamente necessario per dimostrare il Teorema 14.2.

Anche nel caso generale, il teorema precedente consente di dimostrare altri due impor-

tanti risultati, cioe la congettura iniziale su F, o [G] (cfr. Introduzione) e il risultato di spe-

cializzazione U, »(g) -l [HT] (cfr. (11.9)), di cui otteniamo una nuova dimostrazione

diretta. In entrambi i casi la dimostrazione sviluppata nel caso uniparametrico si estende
senza problemi al caso generale.
Per indicare una specializzazione, poniamo come sempre

FEIG) = FpalG) /(4 1) FoalG) = FpalG) @agggn b

dove k & pensato come k[q, q_l}falgebra via k = k[q, q_l} /(q -1).

Il seguente risultato e la generalizzazione del Teorema 9.3:

Teorema 14.3. L’algebra di Hopf F, o|G| si specializza alla coalgebra di Hopf Poisson
Uh"™) per ¢ — 1; in altre parole esiste un isomorfismo di coalgebre di Hopf Poisson

Ff’@[G] ~UhT).O

Nota: cosi anche F? [G] fornisce una quantizzazione infinitesimale di H™ ; rispetto a
Uz, (h) il vantaggio & che F? [G] ¢ un’algebra di Hopf usuale, mentre UZ,(h) (o anche
Uy o(h)) & un’algebra di Hopf formale.
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Sottolineiamo il fatto che il Teorema 14.3 ci da Fy o[G] EmdN (h7), che ¢ il risultato

duale (nel senso della dualita di Poisson) di U, »(g) KmdNy O [H7]; anche tale risultato (che

e soltanto enunciato in [D-K-P], e non dimostrato) puo essere dedotto in modo del tutto
naturale dal Teorema 14.2, ricalcando parola per parola la dimostrazione che abbiamo
presentato nel caso uniparametrico (cfr. la dimostrazione del Teorema 9.4): I’enunciato &
allora il seguente:

Teorema 14.4. L’algebra di Hopf U, »(g) si specializza all’algebra di Hopf Poisson
F[HT] per q — 1, cioé

U (8) = Usp,r(8) /(g = 1)Uy, r(a) = F[H]
come algebre di Hopf Poisson.

14.5 Il caso ¢ — 1: specializzazione di U, »(h) a F>~[G"]. Proveremo ora
che U, »(h) € una quantizzazione di F'>~ [G"]; tale risultato puo essere interpretato come
controparte duale (nel senso della dualita di Poisson) del risultato di specializzazione

qg—1

Upr(g) — F[HT]

enunciato in [D-K-P] (cfr. §§7.6-7) e dimostrato nel Teorema 14.4. Come di consueto,
definiamo

U o (0) = U (6) [ (0 = DU (B) = Us () Dig g1 K

e formuliamo la seguente generalizzazione del Teorema 10.6 (che si dimostra esattamente
allo stesso modo):

Teorema 14.6. L’algebra di Hopf formale U, »(b) si specializza all’algebra di Hopf Pois-
son formale F>~ |G| per q — 1; in altre parole, esiste un isomorfismo di algebre di Hopf
Poisson formali

1e(h) = F*[GT] .0

Osservazione: ¢ da sottolineare il fatto che — come per il Teorema 10.6 — quello che
effettivamente si dimostra e che

q—1

utp,P(h) - (gT)*

e poi I'isomorfismo canonico (cfr. ad esempio [On], Part I, Ch. 3, §2) U(g™)" & F>~[G"]
permette di ottenere quanto enunciato.

14.7 1l caso ¢ — ¢: morfismi di Frobenius quantici multiparametrici. Sia ¢
una radice primitiva /—esima dell’unita in k (facciamo le ipotesi dell’inizio di §5.3), per ¢
dispari, £ > d := max;{d;}, e poniamo

U2, (0) = U (D) /(0 =€) Upua(h) = Lpo(h) Bpig g b
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(dove k ¢ inteso come k [q, q_l}falgebra via k= k [q, q_l} /(q—e) ); da principio osserviamo
che

UZ ,(h) ¢ un’algebra di Hopf usuale su k, isomorfa a H§ q:e; (14.1)
infatti, per definizione ogni elemento di ilf’@(f)) e espresso da una serie formale di termini
in 7 che pero in effetti & una somma finita modulo (¢ — €); inoltre 'analisi in §12.14 e il
Teorema 13.2 ci dicono che A(ﬁg) C 95 ® 95, da cui asserto.

Siamo pronti allora per il prossimo risultato, che ¢ ’analogo per U(ﬁ@(h) del Teorema
11.7, generalizzante il Teorema 9.8 del quale ricalca la dimostrazione senza differenze ap-
prezzabili:

Teorema 14.8. FEsiste un epimorfismo di algebre di Hopf

1y 42, (0) —— 47 (0) 2 U (D) (14.2)
definito da

3r [)T ((F‘p)(s) ) (F7) (s/6) X se E‘s, 0 altrimenti

q=

e,
ST[)T ((Kis’o) ) s/ﬁ se E‘s, 0 altrimenti
. ((Kf)‘l )

ST, . ((Ef)(s) ) = (EQD)(S/E) s, 0 altrimenti

h q=¢ q=1

per ogni © = 1,....,n, s € N; esso ¢ aggiunto di Frye: F[HT] = U7y ,(g) — UL (9)

(cfr. Teorema 11.8) rispetto agli accoppiamenti di Poisson quantici specializzati, cioé

e (F1-(0.9) =70 (11, (0)

per ogni h € U2 ,(h), g € U7 ,(g). O

Analogamente il prossimo risultato, che e I’analogo del Teorema 11.8, estende — con la
stessa dimostrazione — al caso multiparametrico il Teorema 9.9; come di consueto poniamo

UE(0) = Upo(h) [ (a = &)Uy (b) = Uy p(B) G k-
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Teorema 14.9.
(a) Esiste un monomorfismo continuo di algebre di Hopf formali

Frot P [GT] = U, (0) —— UL, (0) (143)

definito da
Fr... F.
b

per ogni a € RT, X € P; esso ¢ estensione per continuita di §r..: F[GT] = F] [G] —
3. ,G] (cfr. Teorema 11.11), ed & aggiunto di 8rgr UE L (g) — UT (9) 2 U(g7) (cfr. Teo-

rema 11.7) rispetto agli accoppiamenti di Poisson quantici, cioeé

7 <]—"ThT(h),g) = e (1,874 (9))

per ogni h € L{i@(b), g€ Llf#,(g).
(b) L’immagine Z§ (%ﬂ«w
contenuta nel centro di UL ,(b).
(c) L’insieme di monomi ordinati

£
—p 12 P
I GO P e A

o
q=¢

_ A\7
- (Ej) ‘ (14.4)
q=1 q=¢

icp(b)) di frhT ¢ una sottoalgebra di Hopf formale

{fg¢ B?, 0 Em gbeNN,reN”,neNN}

¢ una pseudobase di Z§ su k.
(d) L’insieme di monomi ordinati

¢,7,m

{ﬂb BY. &,

7€{0,1,...,0—-1}" ¢,ne{o,1,...,e—1}N}

e una base di U_ ,(h) su Zy ; ne seque che anche l'insieme di monomi PBW ordinati

“E{0717"'7£_1}n;¢777€{0717"'75_1}1\[}:
1 n N
:{Hfi IR

e una base di L{fw(b) su Z§ ; pertanto L{;(P(b) e un modulo libero di rango
su Zy . O

flocoos vyl odnser, . en € {0,1,. . ,E—l}}

pdim(HT)

Osserviamo tra l'altro che la parte (d) del Teorema 14.9 si accorda bene con [C-V2],

Proposition 3.5, che afferma che §7 ,[G] ¢ un modulo proiettivo su F := 8rge (Si@[GD

di rango ¢#m(GT) = gdim(HT)
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Infine consideriamo

FEIG] = FoalGl /(0= ) ForalGl = FyalG) @aigq 1) K

con k inteso come k[q,q_l}—algebra via k = k[q,q_l} /(q — ¢). Possiamo allora gene-

ralizzare il Teorema 9.10, ricalcandone la dimostrazione, cosi da ottenere la seguente con-
troparte del Teorema 11.13: si noti in particolare che ora otteniamo un morfismo di Frobe-
nius quantico (multiparametrico) suriettivo invece che iniettivo (com’e (11.13)).

Teorema 14.10. FEsiste un epimorfismo di algebre di Hopf

Fry: FELIG) —— F{ (Gl = UH") (14.5)
duale di ]:rgf: FHT] = Uy (9) — U ,(9) e di esso aggiunto rispetto agli accoppia-

menti di Poisson quantici. [

Chiamiamo anche §r, ., F rhf, e Fr,, morfismi di Frobenius quantici, perché pos-

sono essere interpretati come sollevamenti dei morfismi di Frobenius classici Hip — Hip ,
- - o i .
Gzp — GZ,, (per £ =p primo) alla caratteristica zero.

14.11 Specializzazioni dell’accoppiamento di Poisson quantico multiparame-
trico. Dai §§14.2-6 si ricava immediatamente che gli accoppiamenti di Hopf

W;HT: utp,Q(b) ®uso,P(9> - k[@aq_l] ) WZGT: ugo,P(b) ®u¢,Q(9) - k[qu_l]
si specializzano rispettivamente agli accoppiamenti di Hopf naturali
g UGB )QF[H'] — k, o FE[GT|@U(gT) — k

dati dalla valutazione; in altre parole

~

% no — = ® b4 — 7 5
TgH7 (h7g> ‘q:l - (h q:l’g‘q:1> ’ Tq.ar <h79> ’q:l - e (h’qug

q=1>

per ogni h € Us o(h), § € Uy »(9), h e Uy r(h), g € Uy o(g), dove x}qzl denota come
sempre la specializzazione di x a ¢ = 1. Percio I'accoppiamento di Hopf 7f:U.%,(h) ®
Ué‘i’a(g) — k(q), per (M,M') = (P,Q) oppure (M, M') = (Q, P), fornisce una quan-
tizzazione dell’accoppiamento corrispondente a livello classico. Come per il caso uni-
parametrico, mostreremo ora che esso puo anche essere interpretato come quantizzazione
dell’accoppiamento di Poisson classico 75: h™ ® g7 — k, e anche di nuovi accoppiamenti
tra algebre di funzioni. Usiamo ancora le notazioni

[, ]:=m—m°, Vi=A—-AP.
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Per cominciare definiamo un accoppiamento 7/ 54, o(h) x Uy o(g) — klg,q7]
seguendo la procedura adottata nel caso Assegnamo ai monomi PBW il grado

0 (ESEEE (A IORE (ST IS oRes ol 313

r=N r=1

ed estendiamo deg per linearita a tutto 4, ,(g). Sia poi k[q,q_l} =y cuy c---C

U C - (C Uy o(g)) la filtrazione associata, e — per ogni x € #, o(g) — poniamo
8( )= h se z € U7\ U7 | (h € N); infine definiamo

o
¢ p(hyg) = (q— 1) 72 (h, g)

per ogni h € U, o(h), g € Uy o(a). E chiaro che questa definizione & ben posta, e definisce
un accoppiamento non degenere 7 5 : iy o(h) X ty, o(g) — k(q) tale che

Tepla-z+pB-y,2)=a 7 "
Top(Tautfv)=a-T)p (14.6)

per ogni «, 3 € k[q,q_l}, x,y € Uy o(h), z,u,v € Uy, o(g) tali che I(a-u+p-v) =0(u) =
d(v) ; inoltre considerando (3.2) e la definizione stessa di 7, 5 si trova che

~1
W(iP (MSO,Q(h)?u%Q(g)) g k[cbq }(q—l)
(dove k [q, q_l] (a—1) e la localizzazione di k [q, q_l] all’ideale primo principale generato da
(¢ — 1)); in particolare si puo operare la specializzazione di ﬂ(‘ip a ¢ = 1; percio si puo
operare la specializzazione di Wip a ¢ = 1, ottenendo la seguente generalizzazione del
Teorema 9.12 (che si dimostra in modo analogo):

Teorema 14.12. L’accoppiamento ) p : 8y o(h) X Uy o(g) — kz[q,q_l}(q_l) si special-
1zza ad un accoppiamento
75 U)X UgT) —— k
tale che
mp(a-x+0-y,2) =a-mp(x,2)+ 6 7p(y, 2) (14.7)

mp(r,a-u+p-v)=a -1p(z,u)+ - mp(x,v)

per ogni o, 3 € k, x,y € U(H"), z,u,v € U(g") tali che O(a-u+ [ -v) = d(u) = 9(v)
(dove O(x) := 0 (") per un qualunque ' € Y, ,(g) tale che x"qzl =ux ), e che

5 (z-y,2) =75 (2 @y, A2)), (2,2 - w) =75 (A(2), 2 @ w)
™ ([z,y],2) = 7p(z®y,0(2)),  7p(z, [zw]) =75 (6(z), 2 @ w)

per ogni x,y € U(H"), z,w € U(g"), dove & é il cobracket di Poisson di U(g”™) o di
U(h™). Tale accoppiamento estende l'accoppiamento di bialgebre di Lie n5: h" @g7 — k

(cfr. §2.2).

(14.8)
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14.13 Gli accoppiamenti F [G"|xF[H"] — k, F>~[G"|xF [H"] — k. Vogliamo
ora generalizzare quanto gia fatto in §9.13, rovesciando la costruzione di §14.11. Iniziamo

col definire un accoppiamento 71'(7;99 Uy p(h) XUy p(g) — l{:[q, _1] ottenuto modifi-
cando leggermente 7. Per cominciare osserviamo che fanno gli elementi F’ (Lf)jEl -1,
E-. (per r =1,...N,i=1,...,n) generano Uy, »(g) come kg, g *]-algebra. Allora

assegnamo ai monomi ordinati nei suddetti generatori il grado

oy (T1(72)" T (00 1) TL(F2) )= St S0 3o

a™

ed estendiamo deg per linearita a tutto U, »(g). Poi estendlamo 7rjf. U(f’@(h) ® UqQ’w(g) —
k(q) (oppure 77:UZ,(h)®@U; ,(8) — k(q) ¢ equivalente) ad un accoppiamento perfetto di
algebre di Hopf formah Uy ,(h) @U; (g) =k (¢*/4,) (dove d & il determinante della
matrice di Cartan) tramite la legge 7 (Lx, L) := qM®) (dove (Ap) ¢ definito in §2.1).
Infine, per ogni h € U, »(h) e g € U, »(g) poniamo

-0
mro(h,g) = (q—1) @ 1 (h.g)

E chiaro che questa definizione € ben posta — in particolare la presenza di ”somme
infinite” in U, (h) non crea problemi — e stabilisce un accoppiamento non degenere 7/

Uy r(h) x Uy p(8) — k [¢/?,q71/?] che gode delle proprieta v
7'(';]110(04 T 5 ’ y72> = Q- W;D,<p($7z) + 5 ’ W;D,go(ya Z)
sz(x,a u+fv)=a- 7r§<p(ac,u) + - W§¢(I,U)

per ogni o, 8 € k[q,q7 '], z,y €Uy »(), 2,u,v € Uy p(g) tali che d(a-u+pF-v) = O(u) =

d(v) ; infine la restrizione da anche un analogo accoppiamento 7, : §, »[G] XUy, »(g) —

k g/, q71/4].

A questo punto si pud operare la specializzazione di questi accoppiamenti a ¢*/¢ = 1,
cosl da ottenere senza difficolta la seguente generalizzazione del Teorema 9.14:

(14.9)

Teorema 14.14. L’accoppz'amento 7'('7)%0 : L{@P(b) XUy p(g) —— k [ql/d,q_l/d} e
l’accoppiamento 7rq o Sp,plGl XUy p(g) —— kg 1/d,q_1/d] st specializzano rispetti-
vamente ad accoppiament:

7P F<[GT]| x F[H"] —— k, P PG| x F[H| —— k
tali che

wf(a~x+ﬂ-y,z):a’ﬂi(%ZHﬁ‘Wf(W) (14.10)

my (@0 ut fv) =a-nl (vu) + 677 (2,0)
per ogni o, €k, x,y € F|G™| ox,y € F~|[G"], z,u,v € F[HT] tali che 8(a u+tp-v) =
d(u) = 9(v) (dove O(z) := 0 (') per un qualunque x' € Up(g) tale che x ‘q: x), e
che

P (x-y,z) =7 (z®y, (z);7 7 (2,2 w) = 7F (Az), 2 ® w) (14.11)

2) =
P (o) 2) =P (r@u V), 7P (e {zw)) = 7P (V(a), 2 ® w)
per ogni x,y € F[G™| o z,y € F*[G"] e z,w € F[HT], dove { , } éil bracket di Poisson
di F|G ]0F°°[ 7] oppuresz[HT] O
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§ 15 Gruppi quantici multiparametrici formali

15.1 Gruppi formali quantici multiparametrici e gruppi quantici multipara-
metrici formali. In questo paragrafo vogliamo estendere al caso multiparametrico le
costruzioni e i risultati del §10: cosi introduciamo i gruppi quantici multiparametrici for-
mali, che ci danno un analogo quantico dei gruppi formali relativi agli oggetti classici di cui
ai §82.5—7 diverso dall’analogo quantico costituito dai gruppi formali quantici multipara-
metrici che abbiamo studiato nei §§12—-14. In particolare — come nel caso uniparametrico
— il metodo che ora presentiamo ¢ intrinsecamente piu debole di quello gia discusso,
giacché si fonda per definizione sulla conoscenza delle algebre quantiche (multiparame-
triche) di funzioni, anche sfruttando alcuni risultati per dimostrare i quali abbiamo dovuto
avvalerci proprio dei gruppi formali quantici (multiparametrici).

Per cominciare ricordiamo la strategia definita in §10 per costruire un gruppo quantico
formale (che quantizzi un gruppo formale di Poisson associato ad un gruppo di Poisson
G), la quale consta di due passi:

(I) — costruire un’algebra di Hopf F},[G] che dia una quantizzazione di F[G];

(IT) — costruire il completamento E-adico di F,[G], dove € := Ker (e: F,[G] — k(q))
sia il nucleo della counita di F,[G].

Abbiamo poi stabilito di chiamare gruppo quantico formale un oggetto ottenuto in
questo modo.

Nel caso dei gruppi di Poisson formali associati ai gruppi algebrici semisemplici G
con la struttura di Poisson definita in §2.5, abbiamo tutti gli strumenti per intrapren-
dere tale costruzione; introduciamo quindi la seguente definizione, estensione diretta della
Definizione 10.2:

Definizione 15.2. Sia M un reticolo tale che Q@ < M < P, e siano F',[G], T, |Gl
Fo,u|G] le algebre quantiche di funzioni definite in §11.

Siano
E, := Ker (e: F}" |G] — k(q)) ,
¢, := Ker (6: So,u|G] — k[q7q_1}) ,
£, = Ker (e: FoulG] — l{:[q,q_l]) )
Definiamo

F) 2 [G) = completamento By, -adico di F,",[G]

> |Gl == completamento €,—adico di §, \[G]

FoulGl == completamento (q — 1) - £,-adico di Fy, |G|

e chiamiamo tali oggetti gruppi quantici multiparametrici formali. [J

Nota: ovviamente abbiamo €, = E,NF, «[G], &, =E,NF,y[G].

In virtu del Lemma 10.3 i gruppi quantici multiparametrici formali hanno una strut-
tura canonica di algebra di Hopf topologica; essa e ottenuta per estensione continua dalla
struttura di Hopf delle algebre quantiche (multiparametriche) di funzioni, pertanto la
conoscenza di questi gruppi formali quantici si fonda intrinsecamente sulla conoscenza
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delle suddette algebre quantiche di funzioni: questa € una prima ragione per cui lo studio
che stiamo sviluppando — centrato sui gruppi quantici multiparametrici formali — & in-
trinsecamente meno potente e fecondo di quello presentato nei §§12—14 — basato invece
sui gruppi formali quantici multiparametrici.

La prima osservazione da farsi ¢ 'immediata estensione della Proposizione 10.4:

Proposizione 15.3. §7 ,,[G] e F2,[G] sono k[q,q~ "] -forme intere di F}';*[G] come
algebre di Hopf topologiche. []

Come per il caso uniparametrico, anche i nuovi gruppi quantici multiparametrici for-
mali possono essere descritti esplicitamente per generatori (topologici) e relazioni; a tal
fine dobbiamo introdurre nuovi oggetti, sulla falsariga di quanto gia fatto nel caso uni-
parametrico.

Definizione 15.4. Sia HY, lalgebra definita per genmeratori e relazioni in §13.1, Hy;
Ualgebra definita in §13.5, e H% Ualgebra definita in §13.7. Sia €': HY, — k(q) il mor-
fismo di k(q)-algebre definito da

e (F?):=0, e’(Lﬁ):zl, ¢ (Ef):=0, Vi=1,....,n,u €M

e poniamo E:D = Ker(€), IE:D = I[{l:(J NHE A:o = ]E:D NnHve .

(a) Chiamiamo U,%>(h) il completamento El,~adico di HY,, con la sua struttura na-
turale di k(q)—algebra topologica.

(b) Chiamiamo U ,,(b) il completamento E,~adico di H;, con la sua struttura na-
turale di k[q, q_l} —algebra topologica.

(¢) Chiamiamo U3 ,,(h) il completamento (q—1)-El,~adico di $5;, con la sua struttura
naturale di k[q, q_l} —algebra topologica. [J

Osserviamo che U ,(h) non ¢ altro che la chiusura di H%: nella topologia ]Efadica di
Uy (), dove IE@ e la chiusura di ]Efp in Uéjf’(b)- Analogamente (7, /gh) non e altro che
Ejm chiusura di $%; nella topologia (¢ — 1) - E,-adica di U;%*(h), dove E,, ¢ la chiusura di
E, in U= (h).

A questo punto possiamo enunciare (la dimostrazione & sostanzialmente la stessa) la
diretta generalizzazione del Teorema 10.6:

Proposizione 15.5.
(a) Esiste un unico isomorfismo continuo di k(q)—algebre topologiche

§7° Fpt Gl —— U= (h)
che estende i morfismi di k(q)—algebre
€0 FM[Gl— HY, €4 FM[G] [vZ}] —HYZ .

—p
Pertanto il push-out della struttura di algebra di Hopf topologica di F}";*[G] definisce
una analoga struttura di algebra di Hopf topologica su Ué‘i{’,‘”(h), cosi che £5;°° ¢ un iso-

morfismo di k(q)—algebre di Hopf topologiche.
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(b) Esiste un unico isomorfismo continuo di k[q, q_l] —algebre topologiche

= ulGl—— Uz, (h)

M

che estende 1 morfismi di k;[q, q_l} —algebre

€8 TGl = AL €6: 5, u[G] [WTh] 5 A%

tale isomorfismo coincide con la restrizione di £5;°° (quindi lo indicheremo ancora con

)

Pertanto il push-out della struttura di algebra di Hopf topologica di § ,, |G] definisce una
analoga struttura di algebra di Hopf topologica su Ll;’;’vM([j), cosi che £5;°°
di k[q, q_l} —algebre di Hopf topologiche.

(c) Esiste un unico isomorfismo continuo di k[q, q_l] —algebre topologiche

e un isomorfismo

Tl Gl —— 43 1, ()
che estende 1 morfismi di k‘[q, q_l} —algebre

8 FoulGl e AL, €60 F, [G) [WZ)] =98, ;

tale isomorfismo coincide con la restrizione di £5;°° (quindi lo indicheremo ancora con

&)

Pertanto il push-out della struttura di algebra di Hopf topologica di F [G] definisce una
analoga struttura di algebra di Hopf topologica su Llf;M([j), cosi che £5;°° ¢ un isomorfismo
di l{:[q, q_l} —algebre di Hopf topologiche. [J

Quando studiamo le specializzazioni dei gruppi quantici multiparametrici formali, ot-
teniamo le ovvie generalizzazioni dei risultati del §10, che si dimostrano allo stesso modo:
per cominciare si ha

Teorema 15.6. L’algebra di Hopf topologica §3; ,[G] si specializza a F> [GT] come algebra
di Hopf Poisson topologica per ¢ — 1, cioe

L »,P

EIG) = §506) /(0 - 1)§5,1G) = F= (67

come algebre di Hopf Poisson topologiche. Analogamente si ha

I

UPE () i= U, (0) /(g = DUZ.() = F~[G7]
come algebre di Hopf Poisson topologiche. [J

Osservazione 15.7. Il teorema precedente fornisce una nuova quantizzazione del
gruppo formale F> [G"]|, che possiamo confrontare con quella fornita in §14. L’alge-
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bra di Hopf topologica 7 .[G] = U .(h) per ¢ — 1 si specializza a (e quindi & quan-
tizzazione di) F> [G"], quest’ultima essendo definita come 1’algebra di Hopf topologica
ottenuta per completamento e—adico di F'[G"] (dove ¢ := Ker(e: F[G"] — k) = m,, e
m. & l'ideale massimale di F'[G7] associato all’elemento identita e € G7); d’altra parte
I’algebra di Hopf formale U, »(h) = U, o(g)" per ¢ — 1 si specializza a (e quindi &
quantizzazione di) U(g”)", quest’ultima essendo ’algebra di Hopf formale duale lineare
di U(g™); poiché = [G"] e U(g™)" sono canonicamente isomorfi (cfr. [On], Part I, Ch. 3,
§2), si conclude che §3 [G] = U .(h) e Uy »(h) = Uy o(a)" si specializzano allo stesso
oggetto, in particolare

uLO;,P(h) g=1 = (O;,P[G] = u%Q(g)* :L{%P(h)

q=1 q=1 g=1 '

Ma, come nel caso uniparametrico, questo ¢ un ”fatto singolare”, mentre ”per valori
generici” si ha

Z/{QO;,P([]) = cO;,P[G] ¥ ﬂsﬁ,@(g)* :L{LP,P(IJ) )

la spiegazione & nel prossimo teorema, che estende (nell’enunciato) e ricalca (nella di-
mostrazione) il Teorema 10.9.

Teorema 15.8. Non esiste nessun isomorfismo di k(q)—algebre di Hopf topologiche® tra
Uyy(h) = F)u=[G] e Ué‘ﬂ;(g)* = U() la cui restrizione a F}* [G] (immersa natural-
mente nelle suddette algebre) sia l’identita.

Di conseguenza, non esiste nessun isomorfismo di k[q, q_l} —algebre di Hopf topologiche

tra U;O,M(b) = f;,M[G] e u%M'(g)* = u%M’(h) , Tisp. tra ilf;’M(h) = ]:;TM[G] e uw,M’(h) ’
la cui restrizione a §, |G, Tisp. a Fy, |G|, (immersa naturalmente nelle rispettive alge-
bre) sia lidentita. O

Allora il Teorema 15.6 ci dice che UZ .(h) = F ,[G] ¢ una nuova quantizzazione di
F*>[G"], diversa — grazie al Teorema 15.8 — da U, »(h) = U, o(g)"; analogamente si

dimostra (ricalcando la dimostrazione del Teorema 10.10) che U7 ,(h) = F,[G] ¢ una
nuova quantizzazione di U(h), diversa — per il Teorema 15.8 — da U, (h):

Teorema 15.9. L’algebra di Hopf topologica F,[G] si specializza a U(H™) come coalgebra
di Hopf Poisson per ¢ — 1, cioé

FErIG) = F2,(6] [(a= ) FEIG) = U()
come coalgebre di Hopf Poisson. Analogamente si ha
4P (0) 1= 450 (0) /(g — D UZo(h) = U(H)

come coalgebre di Hopf Poisson. [

9Ricordiamo che con morfismo di algebre di Hopf topologiche si intende un morfismo di algebre di Hopf
continuo rispetto alle topologie coinvolte.
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Nota: sottolineiamo il fatto che, sia per il Teorema 15.6 che per il Teorema 15.9, non
abbiamo potuto sviluppare una dimostrazione diretta, ma abbiamo dovuto far ricorso a
risultati relativi alla specializzazione delle rispettive algebre di funzioni quantiche; in par-
ticolare per il secondo teorema abbiamo dovuto rifarci al Teorema 14.3 — che si dimostra
invece in modo diretto — che & frutto dello studio di &, (h); questo & un secondo punto in
cui lo studio dei gruppi quantici multiparametrici formali si rivela meno potente e fecondo
di quello dei gruppi formali quantici multiparametrici.

Un terzo punto viene dallo studio dei morfismi di Frobenius quantici: infatti siamo
ancora in grado di costruirne uno soltanto, e precisamente (cfr. Teorema 15.10 piu avanti)
’analogo del morfismo (14.3), ma solo ottenendolo per estensione continua dal rispettivo
morfismo per ’algebra quantica multiparametrica di funzioni corrispondente, precisamente
(11.14), cosi come avevamo fatto nel caso uniparametrico.

Sia € una radice primitiva /—esima dell’unita in k (facciamo le ipotesi dell’inizio di §5.3),
con ¢ dispari, £ > d := max;{d;}; poniamo

S?,;O[G] = ?;,P[G]/(q - 5) T:,P[G] = f;,P[G] ®k[q,q_1] k

ULE (6) = UZ.(0) /(g = DU (0) = U (0) Baggq- K
(dove k & inteso come k [q, q_l}-algebra via k = k:[q, q_l} /(q — ¢) ); ovviamente si ha
Sep[Gl=UZZ(b).
Teorema 15.10. FEsiste un unico monomorfismo di algebre di Hopf topologiche

Srg- FEGT=ULg (0) = $15 1G] —— S g (G = U g (h) (15.1)
che estende il monomorfismo di algebre di Hopf SrgT: F[GT] = §,,G] — 3. ,[G]
(cfr. (11.13)), definito da

.7:7“;: Fz — (Lf)g

g=1

o\ _ e
= <F§) ‘ LS , Eﬁ‘ = (Eﬁ) ‘ (15.2)
q=1 q=¢ q=1 q=¢

q=¢

per ogni o € R ; la sua immagine F{"> ¢ la sottoalgebra topologica di UL 5 (h) generata
—o\¥ .\t

topologicamente da { <F§> ,(Lf)é, (Ei) ‘a € RY )\ € P}, ed ¢ una sottoalgebra di

Hopf topologica contenuta nel centro di §2 7 [G]. O
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