Capitolo 5

Modello per FRC fessurato

Nel presente capitolo la procedura numerica per lo studio della propagazione delle
fessure in materiali coesivi omogenei, esposta nel capitolo precedente, viene estesa
all’analisi di materiali fibrorinforzati ed in particolare del FRC [14]. Si esamina un
materiale caratterizzato da una microstruttura periodica, cio¢ da una distribuzione
periodica di fibre e fessure.

5.1 Posizione del problema

Il calcestruzzo fibrorinforzato ¢ un materiale composito ottenuto introducendo fi-
bre corte d’acciaio in una matrice di calcestruzzo. Come discusso nel Capitolo 1,
Iaggiunta di fibre corte d’acciaio ad una matrice cementizia, caratterizzata da un
comportamento fragile a trazione con sviluppo di microfessure anche per bassi valori
della sollecitazione, rallenta il processo di fessurazione nel materiale, grazie all’azione
di richiusura esercitata dalle fibre. Le fibre, infatti, si oppongono all’apertura delle
fessure, aumentando la duttilita e la capacita di assorbimento di energia del mate-
riale composito. Inoltre, dai dati sperimentali, riportati e commentati nel Capitolo
1, la risposta a trazione del calcestruzzo fibrorinforzato risulta caratterizzata da tre
tratti [12, 11]:

e risposta elastica lineare fino al raggiungimento della resistenza a trazione della
matrice, momento in cui le microfessure iniziano a propagarsi;

e incrudimento dovuto all’azione di richiusura delle fibre che risulta proporzionale
all’apertura della fessura;

e softening, dopo che la massima resistenza a trazione del composito € raggiun-
ta, in conseguenza, sia del processo di sfilamento e distacco della fibra dalla
matrice, sia della fessurazione della matrice stessa.
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Si deve inoltre sottolineare che il fenomeno di distacco e sfilamento della fibra
dalla matrice oltre che il processo di fessurazione della matrice stessa influenza in
modo significativo la risposta del FRC a trazione, come & anche emerso dallo studio
della cella unitaria, svolto nel Capitolo 3.

In passato, numerosi autori hanno affrontato il problema di studiare la risposta
del calcestruzzo fibrorinforzato, tenendo in conto ’azione di richiusura delle fibre,
mediante i concetti della meccanica della frattura. Jenq et al.[9] hanno proposto
una procedura per I'analisi della risposta del FRC a flessione basata sulla determi-
nazione del fattore di intensificazione critico e dello spostamento di apertura critico
in presenza delle fibre. Mobasher et al. [16] hanno sviluppato un modello per lo
studio del FRC utilizzando per la valutazione della R-curve della sola matrice di
calcestruzzo la procedura sviluppata da Ouyang and Shah [18, 19] e determinando
l’azione di richiusura delle fibre dai risultati sperimentali delle prove di pull-out.
Karihaloo et al. [7, 8] hanno sviluppato un modello per lo studio della risposta a
trazione del FRC, ipotizzando una distribuzione periodica di fibre e fessure e uti-
lizzando la sovrapposizione degli effetti. In questo modello la propagazione della
fessura ¢ studiata mediante il principio di Irwin. Carpinteri e Massabo [15, 4, 5]
hanno studiato il comportamento di un elemento di trave soggetto a flessione con-
siderando la presenza di elementi di rinforzo. Gli autori hanno utilizzato due diversi
modelli di meccanica della frattura non lineare per analizzare il processo di collasso
del composito: "bridged-crack model’ (modello di fessura cucita) e 'cohesive crack-
model’ (modello della fessura coesiva). Nel primo modello il materiale ¢ considerato
costituito da due fasi. Si assume una distribuzione di tensioni singolare all’apice
della fessura e la fessura si propaga quando il fattore di intensificazione delle ten-
sioni raggiunge il valore critico caratteristico del composito, secondo il principio di
Irwin. Tale valore ¢ dato da due distinte componenti, la prima é rappresentata dal
fattore di intensificazione delle tensioni critico della sola matrice, la seconda é lega-
ta all’azione di richiusura esercitata dai rinforzi sulla fessura. Il secondo modello,
invece, studia il materiale composito come un materiale omogeneo. In questo caso
il campo di tensioni all’apice della fessura ¢ finito ed ¢ definito da una legge coesiva,
caratteristica del composito, di conseguenza la fessura si propaga quando il fattore
di intensificazione delle tensioni si annulla e quindi quando le tensioni all’estrem-
ita della fessura raggiungono il valore della resistenza del composito, definito dalla
legge coesiva introdotta. La legge di bridging che esprime ’azione di richiusura dei
rinforzi in funzione dello spostamento di apertura della fessura e la legge coesiva che
rappresenta la relazione tra le tensioni e lo spostamento di apertura all’apice del-
la fessura sono determinate dai risultati sperimentali e da analisi micromeccaniche.
In entrambi i modelli il problema integrale non lineare, che descrive 1’evoluzione
della fessura in una sezione del composito soggetta a flessione monotona, & risolta
imponendo sia ’equilibrio sia la congruenza cinematica.
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La risposta del materiale a trazione puo essere determinata applicando le tecniche
di omogeneizzazione e la meccanica della frattura. Le tecniche di omogeneizzazione
permettono, infatti di esprimere la legge tensione-deformazione come relazione ten-
sione media-deformazione media in un volume elementare rappresentativo (RVE).
La meccanica della frattura consente di studiare ’evoluzione delle fessure nella ma-
trice cementizia. Per lo studio di materiali cementizi, come gia ¢ stato piu volte
sottolineato, a causa della presenza di una zona di processo all’apice della fessura di
dimensioni non trascurabile, & necessario utilizzare i concetti della meccanica della
frattura non lineare.

In questo capitolo, per studiare la risposta a trazione del materiale si sviluppa una
procedura, basata su un criterio energetico, in grado di seguire il processo di fessur-
azione della matrice tenendo in conto ’azione di richiusura esercitata dalle fibre. La
procedura sviluppata, estensione di quella proposta per materiali omogenei coesivi,
¢ basata sui modelli R—curve e tiene conto della presenza della zona di processo
mediante I'introduzione di una interfaccia all’apice della fessura. Il danneggiamento
del materiale composito FRC ¢ modellato percio considerando la propagazione della
fessura nella matrice, tenendo opportunamente in conto ’azione di richiusura delle
fibre. Le fibre si considerano caratterizzate da una risposta non lineare dovuta al
processo di sfilamento e distacco della fibra dalla matrice. La R—curve considerata
¢ quella tipica della matrice, mentre I'azione di richiusura delle fibre viene tenuta
in conto nella determinazione dell’energia di rilascio. Quest’ultima ¢ valutata medi-
ante una procedura di omogeneizzazione non lineare costituita da due passi; il primo
considera il problema di omogeneizzazione del calcestruzzo lineare elastico fessurato,
gia affrontato nel Capitolo 3, il secondo tiene in conto la presenza delle fibre.

In particolare, il metodo numerico sviluppato permette di valutare, al generico
istante del processo evolutivo, la risposta non lineare del materiale composito risol-
vendo un’equazione algebrica non lineare, che rappresenta la condizione di evoluzione
della zona danneggiata ed i cui coefficienti sono ottenuti mediante la risoluzione di
problemi elastici lineari. La procedura consente, cosi, di determinare il compor-
tamento di softening, risolvendo per ogni istante temporale una singola equazione
algebrica non lineare tramite un algoritmo di tipo iterativo.

Nel seguito si considerano solo problemi 2-D nel Modo I di frattura anche se
sono possibili estensioni agli altri modi. In particolare si esamina un materiale
caratterizzato da una microstruttura periodica, cioe da una distribuzione periodica
di fibre e fessure. Si individua una cella unitaria, volume elementare rappresentativo
del materiale, si introduce un modello di danno per FRC, si descrive la procedura
sviluppata per il materiale composito ed infine si presentano alcune applicazioni
numeriche.



148 CAPITOLO 5. MODELLO PER FRC FESSURATO

2a,
= 1

—>
-—F fibre \ fessura X4

I a 1 I

Figura 5.1: Solido periodico e cella unitaria utilizzata per 'analisi.

5.2 Micromeccanica del FRC

Nonostante 'effettiva distribuzione di fibre nel FRC risulti irregolare, per ottenere
un modello semplice ma efficace per uno stato di tensione monoassiale, pura trazione,
si considerano solo fibre nella direzione della sollecitazione. Inoltre, si assume che
le fibre siano a uguale distanza 'una dall’altra, in tal modo il calcestruzzo fibrorin-
forzato soggetto a trazione monoassiale risulta un materiale periodico. Si introduce
una distribuzione periodica di microfessure di uguale lunghezza ortogonali alle fibre.

Tenendo in conto queste assunzioni si studia il comportamento del FRC con-
siderando un solido infinito elastico caratterizzato da una distribuzione doppiamente
periodica di fibre e fessure soggetto ad una deformazione di dilatazione in direzione
ortogonale alle fessure, come rappresentato in figura 5.1. Le ipotesi introdotte sono
comunemente adottate in letteratura per la modellazione del calcestruzzo fibrorin-
forzato [10, 7, 8]. Le microfessure sono caratterizzate da una lunghezza iniziale 2ay
che puo crescere con I'incremento della sollecitazione. La cella ripetitiva, annerita in
figura 5.1, risulta doppiamente simmetrica sia rispetto all’asse x; sia rispetto all’asse
To. Volendo determinare la risposta del composito nella direzione delle fibre, cioé in
direzione x5, ’analisi puo essere sviluppata considerando solo un quarto della cella
ripetitiva, la cella unitaria V,, di dimensioni a; e ag, rappresentata in figura 5.1. La
cella V,, & caratterizzata dalla presenza di un difetto iniziale di lunghezza aq e di un
numero di fibre pari a n;.

5.3 Modello di danno per FRC

Si introduce un modello di danno per il calcestruzzo fibrorinforzato che tiene conto,
sia del processo di softening della matrice, sia del processo di sfilamento e distacco
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della fibra dalla matrice che influenza 1’azione di richiusura delle fibre. Per studiare la
fessurazione del calcestruzzo si introduce un modello di fessura coesiva, come quello
descritto nel Capitolo 3, mentre per le fibre si considera la risposta non lineare basata
sui risultati ottenuti dall’analisi della cella unitaria sviluppata al Capitolo 4.

5.3.1 Modello coesivo per il calcestruzzo

Per studiare il processo di propagazione delle fessure nel calcestruzzo si assume il
modello di frattura coesiva, gia ampiamente descritto nel Capitolo 3, qui si riportano
soltanto i concetti fondamentali [3, 6, 1]. Per modellare la zona di processo si
introduce un’interfaccia all’apice della fessura. La zona di processo ¢ caratterizzata
da un legame di softening tra tensioni coesive o e spostamenti relativi di interfaccia
Av che puo essere espresso dalla formula o = K™ (1 — D)Av, dove D ¢ la variabile
di danno (0 < D < 1). Inoltre, dalle condizioni (3.21), risulta che quando lo
spostamento relativo dell’interfaccia raggiunge il valore Avg, Av = Awvg, la zona
di processo inizia a propagarsi e la tensione di trazione raggiunge la resistenza a
trazione del materiale f;, o = f;, mentre il danno ¢ ancora nullo, D = 0; quando
lo spostamento raggiunge il valore Av., Av = Awv,, la tensione si annulla, 0 = 0
e si verifica il completo danneggiamento D = 1. In uno stadio intermedio cioé per
Avg < Av < Av.risulta f; >0 >0,e0< D < 1.

Si introduce un’ascissa ¢ coassiale alla fessura con 1'origine nell’apice del difet-
to iniziale ay per individuare la posizione e la lunghezza della zona di processo.
Quando la zona di processo risulta interamente sviluppata, la sua lunghezza ¢ L.
Si definisce il parametro ( pari all’estensione della zona danneggiata. Si possono
verificare due diverse situazioni, rappresentate nella figura 3.8; zona di processo non
completamente sviluppata ( = ¢ < L, dove / & la lunghezza della zona di processo
in evoluzione, zona di processo completamente sviluppata, ( = & + L > L. Nella
tabella seguente sono illustrate le due condizioni precedentemente descritte:

(=1 _, per §=0 Av<Av, 0>0 D<1
a per &=/ Av=~Avy o=f D=0

per £=0 Av>Av, 0=0 D=1
C=§+L — per £:E Av=Av, o=0 D=1

per (=¢6+L Av=Avy o=f D=0
Per caratterizzare interamente 'interfaccia si deve percio:

e assumere una legge di softening o — Av come legame costitutivo e determinare
la relazione D — Aw tra variabile di danno e spostamenti relativi;

e fissare una lunghezza L della zona di processo;
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Figura 5.2: Legame costitutivo per la fibra.

e definire una distribuzione di spostamenti Av (§,() lungo l'interfaccia; sos-
tituendo la Av (&, ¢) nella D — Aw si ottiene la distribuzione del danno D (&, ().

5.3.2 Modello per le fibre

Per tener in conto il processo di distacco e sfilamento della fibra dalla matrice si as-
sume una legge costitutiva elasto-plastica per le fibre [17, 20]. Il modello introdotto
per la fibra deve rappresentare, sia il comportamento della fibra stessa, sia dell’inter-
faccia fibra-matrice, e si basa sui risultati della cella unitaria esaminata nel Capitolo
4.

Si assume, che le forze di richiusura siano lineari elastiche e proporzionali allo
spostamento di apertura della fessura fino a quando il distacco della fibra dalla
matrice non & completo ed il valore critico della forza F, non & raggiunto. A questo
punto ha inizio il processo di sfilamento della fibra e le forze di richiusura si riducono
ad un valore pari a F,. dovuto al solo attrito.

In figura 5.2 ¢ riportato il legame tra le forze di richiusura e lo spostamento di
apertura dell’interfaccia che rappresenta la legge costitutiva introdotta per modellare
I’azione di richiusura delle n fibre presenti nella cella unitaria. Ciascuna fibra unisce
due punti che giacciono su due lati opposti dell’interfaccia. La relazione tra lo
spostamento relativo Awv; nella direzione x5, che corrisponde alla fibra i—esima, e la
forza di richiusura F; ortogonale alla fessura e fornita da:

F,=K'Av, se Av; < Auv,

I, = F., se  Av; > Av, (5-1)
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Figura 5.3: Schema di calcolo per I'analisi della cella unitaria.

dove K/ ¢ la rigidezza della fibra, F, & la forza residua di richiusura dovuta al solo
attrito e F), é la forza massima corrispondente allo spostamento limite relativo Av,,
ortogonale alla fessura.

5.4 Procedura sviluppata

L’analisi del processo di fessurazione del FRC viene effettuata sulla base dei modelli
R-curve e cioe del bilancio energetico G(¢) = R ((), dove G ¢& l'energia di rilascio
o variazione di energia elastica della cella V,, in corrispondenza di una variazione
infinitesima dell’estensione della zona di processo d(, e R(() ¢ la resistenza del
materiale quando la lunghezza della zona danneggiata ¢ pari a (.

Nella procedura proposta si considerano le R—curve caratteristiche della sola ma-
trice di calcestruzzo e si tiene conto della presenza delle fibre nel calcolo dell’aliquota
di energia G(().

La determinazione della funzione R (¢) in presenza di una zona di processo al-
I’apice della fessura ¢ stata ampiamente trattata nel Capitolo 3, qui si riporta solo
la sua espressione finale:

¢ 2

(¢-L)*

dove Av (£,¢) e D (&, () rappresentano rispettivamente le distribuzioni degli sposta-
menti relativi e del danno lungo l'interfaccia ed L la lunghezza della zona di processo.
Per valutare Ienergia di rilascio G({) si calcola, per ogni valore della lunghez-
za della zona danneggiata (, ’energia elastica immagazzinata nella cella unitaria,
caratterizzata dalla presenza di un difetto iniziale e di n, fibre, utilizzando una tec-
nica di omogeneizzazione non lineare. Tale tecnica, che si basa sulla sovrapposizione
degli effetti, si puo dividere nei due seguenti passi, rappresentati in figura 5.3:

e omogeneizzazione del calcestruzzo fessurato;
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Figura 5.4: Cella unitaria soggetta ad uno spostamento uniforme all’estremita
superiore.

o effetto delle fibre sulla risposta della cella unitaria.

5.4.1 Omogeneizzazione del calcestruzzo fessurato

Il problema dell’omogeneizzazione del solo calcestruzzo fessurato € stato gia trattato
nel Capitolo 3, si riportano di seguito solo alcuni punti fondamentali [2, 21, 13].

La rigidezza effettiva in direzione x5 corrispondente ad una lunghezza della zona
danneggiata (, si ottiene dalla soluzione del problema elasto-statico della cella uni-
taria V,, soggetta ad una deformazione media €9,. Tale stato di deformazione si
ottiene imponendo uno spostamento uniforme 1 = €9, as, sul lato superiore della
cella, come rappresentato in figura 5.4.

Le equazioni di campo del problema sono quelle classiche mentre quelle al con-
torno sono espresse dalla (3.1) e devono tener conto delle condizioni di periodicita
e dello spostamento imposto 7 sul lato superiore della cella. La tensione media
09y ¢ valutata come la media delle tensioni nel volume V,, e il modulo effettivo in
direzione w, risulta Cyy = 09,/9,. La reazione totale P in corrispondenza dello
spostamento imposto 7 si puo calcolare come:

P =K g (5.3)

dove K ¢ la rigidezza globale della cella unitaria associata ad una deformazione di
dilatazione in direzione x5. Nota P si possono determinare la tensione media ¢9,
ed il modulo effettivo Cy in direzione x5 corrispondenti alla deformazione media
€9, = 1n/az con le seguenti espressioni:

P Ko — o) Ka
0 = — C = ﬁ = 2 5_4

Inoltre si possono valutare gli spostamenti relativi dei punti dell’interfaccia dove
le fibre sono presenti, prodotti dallo spostamento imposto 7. In particolare, lo
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Figura 5.5: Effetto delle fibre sulla cella unitaria.

spostamento AUE") nella direzione x5 del punto che corrisponde all’i—esima fibra
risulta proporzionale a 7 ed ¢ espresso dalla seguente formula:

Ao = ;1 (5.5)

dove p; ¢ un coefficiente di influenza. Si deve sottolineare come tutte le variabili
ed in particolare K, P™ . e Avi(") risultino funzioni dell’estensione della zona
danneggiata (.

5.4.2 Effetto delle fibre sulla cella unitaria

Per tener conto della azione di richiusura esercitata dalle fibre, si studia la cella
unitaria, caratterizzata da un’estensione della zona danneggiata pari a (, soggetta
ad n, forze concentrate F;, rappresentata in figura 5.5.

L’analisi viene condotta studiando ng schemi strutturali, ciascuno caratterizzato
dalla presenza di una singola forza F;. L’i—esimo problema elasto-statico, che con-
sidera ’applicazione della forza F;, & governato dalle classiche equazioni di campo e
dall’equazioni al contorno fornite dalle (3.1) con = 0. La soluzione del problema
fornisce la reazione totale R(Fi) valutata per zo = as e lo spostamento AUJ(-Fi) del
punto corrisponde alla fibra j—esima:

P = \F A = AR (5.6)
dove \; & un coefficiente di influenza, A;; & un parametro di flessibilita, ¢ = 1.nse j =
1..n4. Si deve sottolineare come le grandezze \;, B(Fi), Ajie Av](-Fi) risultino funzioni
dell’estensione della zona danneggiata (. Inoltre, in corrispondenza di un fissato
valore di (, tra le n, fibre, n. agiscono ancora elasticamente, secondo 1’equazione
F, = K/ Av; con i = 1..n., mentre le rimanenti ny; — n, sono caratterizzate da forze
di richiusura costanti pari a F; = F,. con i = n, + 1..n,.
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5.4.3 Risposta globale del FRC

La risposta globale del calcestruzzo fibrorinforzato si determina sovrapponendo i
risultati ottenuti dall’omogeneizzazione del calcestruzzo fessurato con quelli calcolati
applicando le ng forze F; alla cella unitaria.

Lo spostamento Av; del punto in corrispondenza della fibra :—esima si calcola
utilizzando le equazioni (5.1), (5.5), e (5.62):

Avi = Dol + 3 Ao =g+ KT YAy Ao+ Fe YAy (5.7)
j=1 j=1 j=netl

dove i = 1..ns e quindi la (5.7) rappresenta un sistema di equazioni. Indicando con
I;; le componenti della matrice identita n. X n., le prime n. relazioni fornite dalla
(5.7) possono essere riscritte in forma matriciale come segue:

(I-K/'A) V=pn+aF, (5.8)

dove V ¢ il vettore degli spostamenti Av; e a ¢ il vettore di componenti a; =
> iones1 Nij. Quindi, risolvendo il sistema algebrico (5.8) il vettore V puo essere
ottenuto come:

V=(I-KA) "pn+(1A-K'A 'aF.=Zn+SF. (5.9)
conZ=(I1-K'A) "peS=(1-KA) " a
Il valore degli n. spostamenti fornito dalla (5.9) puo essere introdotto nelle ri-
manenti ny — n, equazioni (5.7) per valutare gli spostamenti dei punti soggetti alle
forze costanti F:

Avi = |+ Y N KT Z| n+ D Ay KT S;+ > Ayy| F. (5.10)
j=1 j=1 j=ne+1
= Zn—l—g’i F, for i=n,+ 1.ng

dove Z e §Z risultano rispettivamente:

Z\i = Ml+ZAZ] Kf Zj

7=1
j=1 j=ne+1

La reazione totale P si ottiene combinando le equazioni (5.3), (5.61) e (5.9) e



5.4. PROCEDURA SVILUPPATA 155

risulta:
P = PN pEI = p0 4NN R (5.11)
=1 =1
= |K+E))Y NZi| n+ [K'D> NS+ > M| Fe
i=1 i=1 i=ne+1

= Kn+\F,
dove K & un parametro di rigidezza globale, mentre A & un coefficiente d’influenza

e sono definiti come segue:

K = K+Kfi)\i 7

i=1

A = Kfi/\iSiJr i \;
=1

i=ne+1

5.4.4 Propagazione della fessura

Secondo il criterio energetico, basato sui modelli R—curve, la zona danneggiata
avanza di d¢ quando ¢ soddisfatto il bilancio energetico G (¢) = R (() .

L’energia di rilascio G () puo essere calcolata come derivata dell’energia elastica
rispetto a ¢, OU/O(, mantenendo lo spostamento 7 costante. L’energia elastica U
per un fissato valore di ¢ si puo valutare, utilizzando ’equazione (5.1) come segue:

U¢,n) = _EP [/ §Z(Fz Av;) (5.12)
i=1
1 i 1
- _§P77_ §Z(E AUZ) - §(ns_ne)FcAvm

Introducendo le equazioni (5.9) e (5.11), l'energia elastica (5.12) pud essere
riscritta:

Ne

Uln) = —5®n+XE) n=33 I Zin+SiE)) (5.9
—% (ns — ne) FeAvy,

= AP+ BnE+C (B
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dove A, B e C' sono definiti dalle formule seguenti:

A = K+) K'(z) (5.14)
=1

B = X+) 2K'Zs5
=1

B e F a2 (ng — ne) Avy,
C = Y KI'St+ FC
i=1

I coefficienti A, B e C dell’espressione quadratica (5.13), definiscono 'energia
elastica e risultano funzioni della lunghezza della zona danneggiata (. Utilizzando
'equazione (5.13) P'energia di rilascio G (¢) viene valutata:

6= =5 |+ Ty m e G ] a9

Note la R (¢) e la G (¢) fornite rispettivamente dalle equazioni (5.2) e (5.15) la
condizione di evoluzione della zona danneggiata risulta:

_% l_d"c‘léo —di éC) n F.+ —dcc;ég (FC)Q] (5.16)

n

n* +

¢ 2

2 2 ¢
¢-1)*

La (5.16) ¢ un’equazione algebrica di secondo grado che deve essere risolta rispet-
to a ) per ogni valore della lunghezza della zona danneggiata (. Una volta calcolata
1 (¢) ¢ possibile valutare la reazione totale P (¢) dall’espressione (5.11) e quindi la
risposta della cella unitaria in termini di tensione media e deformazione media.

La procedura numerica sviluppata € costituita dai seguenti passi:

1. introdurre una legge di softening locale o — Av come legge costitutiva dell’in-
terfaccia;

2. assegnare la distribuzione di spostamenti Av (¢, () lungo l'interfaccia tale che
AV (&, €) risulti una funzione monotona decrescente di &, e che per ( = ¢ < L,
AV (0,0) < Av. e AU (¢, () = Awg, per ( = L, Av(0,() = Av. e AV (L, () =
Awvg e per ( > L, Av(0,¢) > Av., Av (¢ — L, () = Av. e AU((, ) = Avy;

3. determinare la distribuzione del danno D (&, () lungo la zona di processo sos-
tituendo la Av (&, ) assegnata nel legame costitutivo dell’interfaccia o — Aw,
ottenendo per ( =/ < L, D(0,{) <1leD({,()=0,per (=L, D(0,{)=1e
D(L,{)=0eper(>L,D(0,{)=1,D((—L,{)=1e D () =0;
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. assegnare il valore L sulla base dei possibili valori che pud assumere la lunghez-

za della zona di processo per il calcestruzzo;

. calcolare la R—curve cio¢ la relazione R () mediante I’equazione (5.2);
. assegnare n. = n;

. determinare K, p;, A; e A;; per via numerica, mediante un’analisi agli elementi

finiti, per ciascun valore della lunghezza della zona danneggiata (;

. valutare i coefficienti A (¢), B (¢) e C'(¢) dell’espressione quadratica (5.13);

. calcolare le derivate dA(C)/d(, dB(C)/d¢ e dC(¢)/d( come differenze finite:

AA(Q)/AG, 5 AB(Q)/AC e AC(C)/AG;

valutare l'energia di rilascio G (¢) dall’equazione (5.15);
determinare 7 (¢) risolvendo l'equazione algebrica di secondo grado (5.16);

noto 7 (¢) , determinare lo spostamento relativo Av; nel punto corrispondente
alla fibra i-esima dall’espressione (5.9) per i = 1..n,;

se Av; > Awv,,, assegnare n, = n, — 1 e ricominciare dal passo 8, altrimenti
continuare;

valutare P (¢) dall’equazione (5.11);

calcolare la risposta della cella unitaria in termini di tensione media o3, (¢) =
P (¢) /ay e deformazione media €3, (¢) = 17 (¢) /az e il modulo effettivo C'ys (¢) =

0595 () /€55 (C) -

Si deve sottolineare come la procedura sviluppata sia in grado di determinare la
risposta non lineare a trazione del FRC risolvendo per ogni valore di ( I’equazione
non lineare algebrica (5.16) i cui coefficienti A (¢), B () e C (¢) sono ricavati per
mezzo di analisi numeriche elastiche lineari. Al contrario in un analisi al passo del
processo evolutivo € necessario risolvere ad ogni incremento temporale un sistema
di equazioni non lineari utilizzando particolari tecniche numeriche (arc-lenght), che
inducono per il problema di softening con possibile snap-back in esame, un notevole
aggravio computazionale. La procedura percio si rivela semplice da un punto di
vista computazionale in quanto le iterazioni necessarie sono effettuate solo su una
singola equazione.
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5.4.5 Azione di richiusura distribuita

L’azione di richiusura svolta dalle fibre e efficace non solo in corrispondenza della
posizione della fibra stessa, ma tutta la zona intorno risente della presenza della
fibra. Dai risultati dell’analisi della cella unitaria, sviluppata al Capitolo 4, ed in
particolare dalle deformate rappresentate in figura 4.8, si pud vedere come la fibra
influenza I'apertura della fessura in una zona pili 0 meno estesa intorno alla fibra
stessa. La forza di richiusura, quindi, si diffonde in un intorno della fibra. Per tener
conto di queste considerazioni si ¢ pensato di introdurre nel modello delle fibre al
posto di forze concentrate F;, forze distribuite ¢; agenti in un intorno della fibra di
lunghezza (. In tal caso Awv; é sostituito dallo spostamento medio Av;, calcolato
nell’intorno della fibra i-esima di estensione 5 nel modo seguente:

1
At == [ A :
T; 3 /ﬂ v d€ (5.17)

Il legame tra azioni di richiusura e spostamenti relativi diventa:

Av, =k'AT;, se AT < Av,,

#6 B (5.18)

se  AT; > Av,,

Il primo passo della tecnica di omogeneizzazione non lineare proposta rimane
invariato e la reazione totale P e lo spostamento relativo medio A7; in corrispon-
denza della fibra ¢—esima sono determinati in funzione di n:

P =Kn AT = (5.19)

dove i; ¢ un coefficiente di influenza. Si puo notare che la (5.19); coincide con la
(5.3).

Nel secondo passo della tecnica di omogeneizzazione non lineare si deve tener
conto dell’azione di richiusura distribuita esercitata dalle fibre. Si studiano, percio,
ns schemi strutturali, ciascuno caratterizzato dalla cella unitaria soggetta ad una
forza di richiusura distribuita ¢; = F;/[3, agente in un intorno di estensione § della
fibra i—esima . La soluzione del problema i-esimo fornisce:

dove Pz-(q”) ¢ la reazione totale e Ai;qi) ¢ lo spostamento medio nell’'intorno della
fibra j—esima prodotto dalla pressione ¢; agente nell'intorno della fibra i—esima.
Inoltre A; e Aj; sono rispettivamente un coefficiente di influenza e un parametro di
flessibilita. Anche nel caso di azioni di richiusura distribuite in corrispondenza di un

fissato valore (, tra le n, fibre, n. risultano ancora in campo elastico con ¢; = k/ AT;
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e i = 1..n., mentre le rimanenti n, — n, sono caratterizzate da forze di richiusura
costanti ¢; = f. e 1 = ne + 1..n,.

A questo punto sovrapponendo i risultati degli schemi analizzati, si valuta,
analogamente al caso di forze concentrate, lo spostamento relativo medio Av; in
corrispondenza della fibra i—esima utilizzando le equazioni (5.19) e (5.205):

AT; = AT + Z AT =iy + b ZKU Av; + fe Z A (5:21)
j=1 j=1 j=ne+1

dove i = 1..n. Riscrivendo in forma matriciale le prime n, equazioni risulta:

_ o\ -1 \ -1 _ _
V= (1-#RK) @mn+(1-#A) &f=Zn+5 1 (5.22)
dove V ¢ il vettore dei A7, e & ¢ il vettore di componenti a; = Z?ine 41 sz

Il valore degli n. spostamenti fornito dalla (5.22) puo essere introdotto nelle
rimanenti ny — n. equazioni (5.21) per valutare lo spostamento medio dei punti
nell’intorno delle fibre non piu elastiche, soggetti cioé a forze costanti f,.:

AT o= |+ Ak Z| n+ DA B S+ Y Ayl £ (5.23)
j=1 =1 j=net1
= Zn—l—gi fe for i =n.+ 1..ng

La razione totale P si ottiene combinando le equazioni (5.19;) e (5.20;) e risulta:

P = P04 i pli) = po 4 ﬁ:X gi (5.24)
i=1 i=1
i=1 i=1 1=ne+1

= IA(nqLXFC

dove K & un parametro di rigidezza globale mentre A & un coefficiente d’influen-
za. L’energia elastica U per un fissato valore di { si puo valutare con la seguente
espressione:
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1

U¢,n) = —§P77—§E (g Av; ) (5.25)
i—1
=PI an ) - L) g du s
2 77 2 q’L 7 2 S [+ C m

=1
= —% (kn+ifc) n—%;[%‘ (Zin+73i f.) B]  (5.26)

1

—3 (ns —ne) fo Avy, B (5.27)
= AP+ B0 L4 O (1)) (5.28)

dove A, B e C' sono definiti come segue:
A= KE+Y K (Z)s (5.29)
i=1

B = X+Y 2k 7S 8
=1
= el s eAm
c =Y HFs :ﬁ) S
i=1 ¢

Determinata ’energia elastica U ((,n) nel caso di azioni di richiusura distribuite,
si puo valutare 'energia di rilascio G (¢), tramite la formula (5.15) dove i coefficienti
A, B e C sono dati dalla (5.29), ed applicare la procedura numerica illustrata al
paragrafo precedente.

5.5 Applicazioni numeriche

Nelle applicazioni numeriche sviluppate si considera una legge di softening lineare,
come legame costitutivo dell’interfaccia o — Aw, rappresentata in figura 3.7, che
risulta:

o= K"m™Av quando  Av < Awyg
o= K™ Ay, % quando  Avy < Av < Awv, (5.30)
oc=0 quando  Awv. < Av

L’area al di sotto della curva o — Awv & pari a G energia di frattura del materiale. Si
deve sottolineare come il valore di G, utilizzato nelle applicazioni illustrate di se-
guito, & pari alla meta dell’energia di frattura caratteristica del materiale, in quanto,
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per la simmetria, si esamina solo un quarto della cella ripetitiva. Inoltre si assume
che la distribuzione di spostamenti relativi Av (£, () lungo la zona di processo sia
una funzione cubica di &, data dall’espressione:

_ Av, — Avg

iE 26 +3(L—2¢) € =6 (L—¢) C &+ (BL—2¢) ¢*]+ A

(5.31)
ricavata nel capitolo precedente. In questo caso la funzione R () puo essere valutata
come segue:

Av(E, ¢)

1 . Av.A
R(¢) = K™ ===

2 L3

[(¢—L)" = ¢]* [2(¢ — L)* — 2¢ + 3L] (5.32)

Nei grafici riportati di seguito la risposta della cella unitaria viene rappresentata
con ’andamento della reazione totale P in funzione dello spostamento imposto 7. La
relazione tensione media-deformazione media e il modulo effettivo in direzione x5 per
il materiale composito possono essere ottenuti facilmente con le seguenti espressioni:

0

o 7 0o P C P
€99 = — Og9 = — 22 =

0

%) ax 22

FRC con G; =0.025 N/mm

Si analizza una cella unitaria, definita dai seguenti parametri geometrici e del ma-

teriale:
a; = 120 mm az = 87 mm

ap = 10 mm L =400 mm

E. = 30000 N/mm? v,=0.2

Gy =10.025 N/mm fi = 3.0 N/mm?

Kt — 107 N/mm3 Kf = 1500 <+ 2000 N/mm
Ng =9

F,=20+-30 N F.=F,

Sfruttando i dati introdotti Avg = f;/K/ = 3-107" mm e Av, = 2- Gy/f; =
0.01667 mm. Si considera ’azione di richiusura delle fibre distribuita in un intorno
di estensione § = 24 mm.

In figura 5.6, & rappresentata la risposta a trazione del calcestruzzo fibrorinforza-
to, valutata con la procedura proposta in tre diversi casi:

e caso 1 (cl): K/ =2000 N/mm, F. =20 N;
e caso 2 (c2): K/ =1500 N/mm, F. =20 N;
e caso 3 (c3): K =2000 N/mm, F. =30 N.
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Figura 5.6: Risposta a trazione del FRC | caratterizzato da una matrice con energia
di frattura G; = 0.025 N/mm, per diversi valori della rigidezza K7 delle fibre della
forza di richiusura limite F.

Inoltre in figura 5.6 & riportato il comportamento della sola matrice fessurata di
calcestruzzo e I’azione di richiusura delle fibre nei tre casi esaminati. Si puo osservare

che:

e la differenza tra il carico di picco della sola matrice e del FRC é ridotta;

e la presenza delle fibre influenza il comportamento post-picco del materiale
composito aumentandone la duttilita;

e le irregolarita nell’andamento della risposta del FRC corrispondono ciascuna
al momento in cui una fibra si scolla completamente dalla matrice e ’azione
di richiusura da essa esercitata raggiunge il valore massimo F;, = F;

e dal confronto dei risultati del caso 1 e 2, la rigidezza K/ delle fibre non influenza
la duttilita del materiale ma solo il momento in cui le fibre si attivano cioé la
forza di richiusura raggiunge il valore massimo F;

e all’aumentare di K/ (vedi caso 1) il debonding delle fibre dalla matrice avviene
per spostamenti piu piccoli;
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e l'incremento della forza totale di richiusura delle fibre ng - F,. (vedi caso 3)
aumenta la duttilitd del FRC, cioé¢ incrementa ’energia che il materiale ¢ in
grado di dissipare prima del collasso;

e la reazione totale P tende all’azione totale di richiusura delle fibre quando il
calcestruzzo ¢ completamente fessurato.

FRC con Gy = 0.0125 N/mm

I parametri geometrici e del materiale che definiscono la cella esaminata sono di
seguito riportati:

a; = 120 mm as = 87 mm

ap = 10 mm L =200 mm
E.= 30000 N/mm? v.=0.2

Gy =0.0125 N/mm  f, = 3.0 N/mm?
K™ =10" N/mm?® K/ = 3000 N/mm
Ng =25

F,=20 +-30 N F.=F,

Sfruttando i dati introdotti Avy = f;/K? = 1.5:107" mm e Av. = 2-G/ f; = 0.00833
mm. Si considera, anche in questo caso, ’azione di richiusura delle fibre distribuita in
un intorno di estensione 5 = 24 mm. Si & assunta la lunghezza della zona di processo
L pari alla meta di quella dell’analisi precedente, in quanto secondo la formula (2.42),
discussa nel Capitolo 2, la L risulterebbe direttamente proporzionale a G.

In figura 5.7, & rappresentata la risposta a trazione del FRC, nei seguenti casi:

e caso 1 (cl): F. =20 N;
e caso 2 (c2): F. =30 N.

Inoltre in figura 5.6 ¢ riportato il comportamento della sola matrice fessurata di
calcestruzzo e 'azione di richiusura delle fibre nei casi esaminati. Si puo osservare
che

e la risposta del calcestruzzo risulta molto pit fragile che nell’analisi precedente
a causa del ridotto valore dell’energia di frattura;

e la presenza delle fibre migliora il comportamento post-picco del materiale
composito, aumentandone la duttilita, nei vari casi esaminati;

e dal confronto tra i risultati dei due casi, I'incremento della forza totale di

richiusura delle fibre n, - F,. genera un incremento della capacita di dissipare
energia del FRC;

e anche in questa analisi, la reazione totale P tende all’azione totale di richiusura
delle fibre quando il calcestruzzo ¢ completamente fessurato.
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Figura 5.7: Risposta a trazione del FRC | caratterizzato da una matrice con energia
di frattura Gy = 0.0125 N/mm, per diversi valori della rigidezza K/ delle fibre della
forza di richiusura limite F,.

Celle con differente energia di frattura

Le due celle esaminate differiscono solo per il valore dell’energia di frattura e della
lunghezza della zona di processo: per la cella 1 (c1) Gy = 0.0125 N/mm e L = 200
mm, mentre per la cella 2 (¢2) Gy = 0.025 N/mm e L = 400 mm. Entrambe le celle
sono, invece, caratterizzate dai seguenti parametri:

a1 = 120 mm as = 87 mm

ag = 10 mm fi = 3.0 N/mm?
E. = 30000 N/mm? v,=0.2

K™ =10" N/mm?® K/ =2500 N/mm
ng =>5 B =24 mm
F,=20N F.=F,

In figura 5.8 & rappresentata la risposta della sola matrice, del FRC e I’andamento
della forza totale di richiusura delle fibre per le due diverse celle. Si puo notare come:

e per la cella 1, caratterizzata da un’energia di frattura piu bassa, il compor-
tamento sia della sola matrice sia del materiale composito risulta piu fragile
rispetto a quello della cella 2;
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Figura 5.8: Confronto tra la risposta di due celle caratterizzate da una differente
energia di frattura.

e le fibre si attivano, cioé raggiungono la massima forza di richiusura, nella cella
2 per spostamenti 7 piu elevati;

e una variazione dell’energia di frattura della matrice non modifica in modo
significativo il carico di picco del FRC;

e in entrambe le celle la presenza delle fibre aumenta la duttilita del materiale.

Azione di richiusura concentrata e distribuita delle fibre

Si esamina una cella caratterizzata dalle seguenti proprieta geometriche e del mate-

riale:
a1 = 120 mm as = 87 mm

ag = 10 mm L =400 mm

E. = 30000 N/mm? v,=0.2

Gy =0.025 N/mm fi = 3.0 N/mm?

K" =10" N/mm?® K/ =2500 N/mm

Ng =09

F,=20 N F.=F,
sia modellando le forze di richiusura come azioni concentrate sia come azioni dis-
tribuite in un intorno della fibra stessa di estensione 5 = 24 mm.
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Figura 5.9: Confronto tra la risposta del FRC ottenuta considerando le forze di
richiusura delle fibre concentrate o distribuite.

In figura 5.9 & rappresentata la risposta del FRC nei due casi di azione di
richiusura delle fibre concentrata e distribuita. Nel caso di forze distribuite le fibre si
attivano prima, cioé raggiungono la forza massima di richiusura F,. per spostamen-
ti 1 piu piccoli, ma la differenza in termini di risposta globale delle celle ¢ ridotta.
Questo risultato & dovuta al fatto che nel modello che considera ’azione di richiusura
distribuita in un intorno della fibra, il carico uniforme g¢;, corrispondente alla fibra
i-esima, quando € attivato, agisce comunque su tutta la zona di diffusione (. In altre
parole anche nel caso di forze distribuite, ’azione di richiusura si manifesta attra-
verso la risultante delle pressioni g; che & applicata in corrispondenza della posizione
della fibra stessa. Questo implica che la risposta globale ottenuta nel caso di azioni
distribuite ¢ molto simile a quella determinata nell’ipotesi di forze concentrate; al
contrario la distribuzione degli spostamenti di interfaccia, nel caso di pressioni uni-
formi a tratti di richiusura risulta piu regolare e, sulla base dei risultati della singola
cella riportati nel Capitolo 4, piu realistica.

5.6 Conclusioni

Si ¢ sviluppata una procedura in grado di cogliere la risposta a trazione del calces-
truzzo fibrorinforzato. Tale procedura rappresenta un’estensione di quella sviluppata
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nel Capitolo 3, per i materiali omogenei coesivi. Consiste in un bilancio energetico,
basato sui modelli R—curve, dove la funzione di resistenza R ({) & quella caratter-
istica della matrice cementizia, mentre 1’azione di richiusura esercitata dalle fibre
viene tenuta in conto nella determinazione dell’energia di rilascio GG. L’energia di
rilascio viene valutata mediante una tecnica di omogeneizzazione non lineare che
sfrutta la sovrapposizione degli effetti e si sviluppa in due passi, nel primo passo si
studia la sola matrice di calcestruzzo fessurata, nel secondo passo si tiene in conto
la presenza delle fibre.

La procedura sviluppata permette di valutare la risposta non lineare del materiale
studiando un’equazione algebrica di secondo grado, che rappresenta la condizione di
propagazione della fessura, i cui coefficienti sono calcolati risolvendo problemi elastici
lineari. In questo modo, il metodo numerico proposto ¢ in grado di determinare la
risposta di softening del FRC, risolvendo un’equazione algebrica non lineare invece
che un sistema di equazioni non lineari le cui dimensioni dipendono dai gradi di
liberta del problema esaminato. Le iterazioni necessarie sono percio eseguite su una
singola equazione. La procedura si dimostra percio semplice ed efficace in quanto
richiede ridotti oneri computazionali rispetto ad un’analisi non lineare al passo.

Dai risultati delle applicazioni numeriche sviluppate si puo osservare come la
presenza delle fibre generi un significativo incremento della duttilita nella risposta
a trazione del calcestruzzo. La duttilita del FRC cresce con 'aumentare del valore
dell’azione totale di richiusura esercitata dalle fibre.

Le irregolarita nella risposta del materiale composito rappresentano gli stati in
cui le fibre raggiungono la loro massima capacita portante. Tali irregolaritd non
sono presenti nella risposta a trazione del FRC determinata sperimentalmente, in
quanto 'effettiva distribuzione random delle fibre, cioé la presenza di fibre con varia
inclinazione, diversa lunghezza immersa e differente valore della forza di richiusura
massima, rende piti uniforme ’azione esercitata dalle fibre stesse. L’analisi effettuata
considerando una distribuzione periodica di fibre e fessure riesce comunque a cogliere
almeno qualitativamente la risposta del materiale e I'incremento di duttilita prodotto
dalla presenza delle fibre. Inoltre la procedura ¢ in grado di seguire con facilita anche
le suddette irregolarita cioe gli snap-back locali che corrispondono al raggiungimento
del completo distacco delle fibre dalla matrice. Tali irregolarita risulterebbero difficili
da seguire mediante un’analisi al passo.
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