Appendice A

Cenni di analisi di segnale

La notazione utilizzata in questa appendice va considerata indipendente da
quella adottata altrove in questo lavoro.

Si consideri Iinsieme F7 delle funzioni definite sull’insieme dei numeri
reali R, a valori nell'insieme dei numeri reali, periodiche di periodo 7', tali

che per ogni f € F7 esista finito I'integrale
R
Ha,T

T +T)
_a um—
2’ 27

per ogni numero reale o e con
Ior:= o —

chiameremo queste funzioni segnali. Sull’insieme Fr e possibile definire
una struttura di spazio vettoriale; di piu, e possibile dotare questo spazio

vettoriale di prodotto scalare e norma, prendendo ad esempio

1
oy =7 [ lohtds (A1)
Ha,T
per il prodotto scalare tra due generiche funzioni f e g, e
1
loll =7 [ lol%da. (A2)
T Ha,T
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per la norma della generica funzione g. Si indichi con Z 'insieme dei numeri

interi; la collezione di funzioni
{F, : R—=>C neZ} (A.3)
tali che
Fu(x) = e T Wz e R

e una base completa per lo spazio Fr; cioe ogni funzione g € Fr puo essere
rappresentata in serie di Fourier, ovvero come combinazione lineare delle
funzioni della base (A.3). Pil precisamente, ¢ lecito scrivere che se g € F7,

allora

g9(z) = Zgn Fo(z)

nez

per quasi ogni x € R, dove i coefficienti g, (n € Z) sono i pesi della combina-
zione lineare. Essi possono essere calcolati come “componenti” della funzione

g nelle direzioni della base (A.3):
gn = (9, Fn) -
La base (A.3) ¢ una base ortonormale, nel senso che
(Fn,Frn) =0, se n#m,

(Fo,F) =1, se n=m;

le sue componenti sono funzioni periodiche con periodo T/n, ovvero con

frequenze

si puo infatti scrivere

F.(x) = cos(2rw,z) —isen(2rw,z), VreR,
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riconoscendole come funzioni trigonometriche complesse.

La trasformata di Fourier della funzione g € FT & la funzione [¢]" che

associa ad ogni frequenza w, nell’insieme

Q::{wne’mwn:%,nEZ}

il valore complesso

o ) = [ ge s,
Ha,T

La sua definizione giustifica la dizione non rigorosa secondo cui la trasfor-
mata di Fourier di un segnale consente di rappresentare I'informazione nello
“spazio delle frequenze”. E possibile procedere in senso inverso: a partire
dalla funzione h : Q — C, definire la funzione [h]~" : C — C tale che
[A]7"(z) = h(wy)e™*™ Vz €R,
neN
detta antitrasformata di Fourier della funzione h poiché vale infatti la se-

guente proprieta:

per quasi ogni z € R.

Preso un generico segnale g, ed indicando con R(:) e J(-) gli operatori
che estraggono rispettivamente la parte reale e la parte immaginaria di un
numero complesso, e possibile definire in corrispondenza di ogni frequenza

wy, la potenza del segnale
Py(wy) = §RZ(QF("‘)n)) + %Z(QF(wn)) 5

la sua ampiezza
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ed il suo angolo di fase

@

=
£

5_,

(A.5)

®,(wy) = arctan

1 significato delle definizioni (A.4) e (A.5) & nella rappresentazione di [g]"

nella forma

(9] (wn) = Ag(wn) €.

Si considerino ora due funzioni f e g in F'. La generica funzione ga, che
associa a x € R il valore g(z + Azx) con Ax € R, ovvero, impropriamente,
la funzione ottenuta traslando g di Az ¢ ancora una funzione in F7. E ben
definita la funzione g * f che ad ogni Ax € R associa il valore

g*f(A:E):/ gag [ dx
Ha,T

ed e detta convoluzione di g ed f. Si ottiene inoltre che
g* f(Az) = fxg(Ax), VAzreR,
ed in particolare vale I'asserto del teorema di convoluzione secondo cui

g+ f(Az) = [[9a.)" [f]"]7", VAz €eR.

Definizioni in tutto analoghe possono essere scelte nel caso di funzioni da
R? in C, periodiche di periodo T in entrambe le direzioni della base canonica
di R?, integrabili su ogni regione

T T T T
—,a+—)x[a—§,a+§),

Ip7:i=lo— 5 5

con « e 3 due numeri reali qualsiasi. Analogamente al caso monodimensionale
si possono scegliere prodotto scalare e norma come nelle (A.1) e (A.2), a patto

di considerare g, f € F' e I'insieme d’integrazione I(a,p),r- Guardando a F
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come spazio vettoriale (dotato di prodotto scalare e norma), si puo scegliere

la base ortornormale
{Fum :R* > C, n,m € Z}

dove

2T

Foum(z,y) =e™'7 (naz+my) , Vr,yeR.

Ogni funzione g € }"}2) puo essere rappresentata in serie di Fourier, cioe
9@ y) =D GamFum(z,y)
(n,m)€Z2

per quasi ogni (x,y), dove per i coefficienti gy, vale la

Le funzioni della base scelta sono funzioni periodiche, con periodi % in dire-
zione T e % in direzione y per ciascun valore n, m € Z. Le si puo cioe scrivere

nella forma di funzioni trigonometriche complesse

Fum(z,y) = [cos(2rw,z) — isen(2mw,x)][cos(2mwny) — isen(2mw,y)]

V(z,y) € R?,

in cui sono implicitamente definite le frequenze

n m

T wm:?, n,m¢eZ*:.

Wy =

La trasformata di Fourier della funzione g € .7-";2) ¢ la funzione [g]F" che

associa ad ogni coppia di frequenze (w,,w,,) nell’insieme

0?2 = {(wn,wm) € R| wn:%,wm:%,n,mEZ}

il valore complesso

[g]F(wna wm) = / g e_iQW(w”x’wmy)dA .

Lia,8),7
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Con riferimento alla funzione g € }"}2) ed alla coppia di frequenze (wy,w,,) €

(2?2 ¢ possibile definire

e Pampiezza A, (wy, wn) = /I2(97 (wn, wim)) + R2(g7 (Wn, wim));

o la potenza Py(wn,wm) := A2 (Wn, Wi);

— S (wnwm))

e l'angolo di fase @ (wy, wp,) == Ko (oo -

La convoluzione di g e f appartenenti a .7-";2) e I'applicazione g *x f che ad

ogni (Az, Ax) € R? associa il valore
g* f(Az) := / Jaray) fAA,
Ha,T
in cui si ¢ indicato con gag ay), ed in analogia con il caso monodimensionale,
la traslata della funzione g rispetto alla quantita (Az, Ay). Si ottiene inoltre
che
g*u(Az, Ay) = ux g(Ar, Ay), V(Az,Ay) e R*;

inoltre, il teorema di convoluzione puo essere esteso al caso bidimensionale,
ed in particolare permette di affermare che

—-F

dove I'operatore [-] I associa alla generica funzione h : Q? — C? la funzione

[A]7F7:C = Cl(z,y) = Y hlwn, wy)e @rrtemy)

n,meZ

ovvero I'antitrasformata di Fourier (in due dimensioni) per la funzione h.



