Capitolo 4

Modelli continui di un laminato
tristrato piezoelettrico

L’argomento del presente capitolo e la modellazione dei laminati tristrato piezoelettrici.
Tali strutture sono particolari tipologie di laminati piezoelettrici e trovano vasto impiego
in diversi campi della tecnica [37, 96, 57]. I laminati piezoelettrici sono costituiti da di-
verse lamine incollate I'una sull’altra, di cui alcune costituite di materiale piezoelettrico
ed aventi le facce ricoperte da elettrodi. Come spiegato nell’introduzione, la presenza del-
le lamine piezoelettriche conferisce a tali laminati 'appellativo di “intelligenti”, in virtu
dell’accoppiamento tra variabili meccaniche ed elettriche presentato da tali strutture e
dovuto all’effetto piezoelettrico diretto ed inverso nelle lamine piezoelettriche. In partico-
lare per l'effetto piezoelettrico diretto ad una deformazione del laminato, e dunque delle
lamine piezoelettriche facenti parte del laminato, corrisponde una differenza di potenziale
tra gli elettrodi che puo essere misurata; in tal caso le lamine piezoelettriche hanno la fun-
zione di sensori. Per I'effetto piezoelettrico inverso applicando una differenza di potenziale
tra gli elettrodi delle lamine piezoelettriche queste subiscono una deformazione che a sua
volta induce una deformazione in tutto il laminato; in tal caso le lamine piezoelettriche
hanno la funzione di attuatori. Gli elementi piezoelettrici possono essere utilizzati per
controllare in maniera attiva o passiva le vibrazioni della struttura o il rumore da essa
irradiato, come trattato in parte della bibliografia citata nel capitolo 7; possono essere
inoltre utilizzati per controllare la forma del laminato, come studiato in [4, 93].
Numerosissimi sono i lavori presenti in letteratura riguardanti la modellazione dei la-
minati piezoelettrici e pitl in generale di strutture con attuatori e sensori piezoelettrici;
tali lavori possono essere divisi in due gruppi principali [31]. Nei lavori appartenenti al

primo gruppo si compie un’analisi statica degli elementi piezoelettrici, considerati nel mo-
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dello completo del sistema in termini della sollecitazione esercitata o della deformazione
imposta sulla struttura che li ospita; tale metodologia da risultati soddisfacenti quanto gli
attuatori sono molto sottili rispetto alla struttura che li ospita. A questo gruppo appar-
tengono, ad esempio, i lavori [37, 38, 35, 41, 59, 98]. In [37] si fornisce un modello statico
per l'azione di una coppia di attuatori piezoelettrici, incollati sulle superfici superiore ed
inferiore di una trave o inseriti all’interno della trave stessa, considerando anche gli effetti
dello strato di colla. La trave puo essere eccitata estensionalmente o flessionalmente ap-
plicando agli elettrodi dei due piezoelettrici differenze di potenziale tra loro in fase o in
opposizione di fase, rispettivamente. Per gli attuatori incollati sulla superficie della tra-
ve si considera un modello unidimensionale con deformazione estensionale costante nello
spessore dell’attuatore, per quelli immersi si considera un modello unidimensionale con
deformazione costante o lineare nello spessore, a seconda che la trave sia in estensione o
in flessione. Si dimostra poi che, nel caso di perfetto incollaggio e di eccitazione a flessione
della trave, ’azione statica degli attuatori sulla superficie della trave consiste in momenti
flettenti esercitati sulla trave lungo i bordi degli attuatori stessi. In [38] il lavoro [37] viene
esteso considerando una deformazione lineare lungo tutta la sezione trasversale (trave piu
attuatori piezoelettrici), per modellare in modo piu accurato la flessione della trave. In
[35] si considera il caso di trave eccitata da diversi attuatori piezoelettrici indipendenti tra
loro, assumendo una distribuzione lineare delle tensioni normali nello spessore dei piezoe-
lettrici avente la stessa inclinazione della distribuzione lineare di tensioni nello spessore
della trave. In [41] si estende la teoria unidimensionale proposta in [38] al caso bidimen-
sionale di piastra con attuatori piezoelettrici incollati sulle facce; le tensioni normali nello
spessore della piastra e degli attuatori sono lineari con uguale inclinazione nei vari strati.
In [59] si generalizza il modello in [41] assumendo inclinazioni diverse degli andamenti
delle tensioni normali nello spessore della piastra e dei piezoelettrici. In [98] si presenta
un modello per travi e piastre con attuatori incollati sulle facce o inseriti all’interno della
piastra; si considerano distribuzioni lineari delle deformazioni estensionali in ogni tratto

di spessore compreso tra due attuatori.

Al secondo gruppo appartengono i lavori nei quali il sistema accoppiato struttura-
attuatori e sensori piezoelettrici ¢ modellato nel suo insieme. In [95, 58] sono studiati
laminati piezoelettrici generici mediante formulazioni tridimensionali agli elementi finiti.
Modelli siffatti non sono molto efficienti dal punto di vista computazionale e forniscono va-

lori sovrastimati per la rigidezza meccanica del laminato. In [106, 12] si forniscono modelli
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per la flessione di un tristrato piezoelettrico dove le lamine piezoelettriche sono riguardate
come membrane mentre per la piastra e descritta con un modello tridimensionale; in [106]
si considera la flessione cilindrica mentre in [12] la flessione bidirezionale.

Modelli piu efficienti da un punto di vista computazionale si ottengono impiegando
una teoria bidimensionale di laminato per lo studio della struttura composita lamina-
ta. In [91] si deduce un teoria flessionale di tristrato piezoelettrico nella quale la piastra
e modellata alla Kirchhoff-Love mentre le lamine piezoelettriche sono considerate come
membrane, trascurando dunque la loro rigidezza flessionale. In [64, 65, 4, 101, 93] il cam-
po di spostamenti in ogni strato componente il laminato piezoelettrico ¢ rappresentato
secondo la teoria di Kirchhoff-Love mentre il campo elettrico nelle lamine piezoelettriche
e diretto lungo lo spessore; in tali lavori si considera dunque la rigidezza flessionale degli
elementi piezoelettrici. In [65] si considera un profilo di polarizzazione nel piezoelettrico,
costituito da un sottile film di PV F;, variabile lungo il piano medio del film e scelto in
modo ottimale per la rilevazione o l'eccitazione di un singolo modo di vibrazione della
struttura. In [93] si considera il caso di lamine piezoelettriche anisotrope; in [1] si utilizza
un modello alla Kirchhoff-Love per ogni strato di un laminato piezoelettrico multistrato
con lamine piezoelettriche anisotrope, assumendo un potenziale elettrico variabile lungo
il piano medio di ciascun piezoelettrico. In [14] le lamine di un laminato multistrato sono
modellate secondo la teoria alla Kirchhoff-Love presentata in [15]. In [105] si presenta un
modello di un laminato costituito da una piastra piezoelettrica, con asse di polarizzazione
parallelo al suo piano medio, racchiusa tra due piastre elastiche; applicando una differenza
di potenziale tra gli elettrodi sulle due facce del piezoelettrico si induce una deformazione
di scorrimento nel piezoelettrico che provoca una flessione del laminato. Le piastre elasti-
che sono descritte da un modello alla Kirchhoff-Love mentre per la piastra piezoelettrica
si adotta un modello alla Reissner-Mindlin. Il vantaggio di questi modelli bidimensionali
e di essere piu efficienti dal punto di vista computazionale; d’altro canto sono modelli
piuttosto semplificati in quanto vengono trascurati gli sforzi di taglio all’interno di ciascu-
no strato del laminato e si applicano quindi al caso di laminati sottili. Inoltre, poiche un
modello alla Kirchhoff-Love e descritto da equazioni differenziali alle derivate parziali del
quarto ordine, lo studio con il metodo degli elementi finiti richiede I'impiego di funzioni
interpolanti di classe C'; di non agevole costruzione.

Modelli alla Reissner-Mindlin del laminato tristrato piezoelettrico sono contenuti in

[102, 19, 24]. In tali lavori la piastra ¢ modellata secondo la teoria di Reissner-Mindlin, che
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considera la deformazioni di scorrimento nella piastra, mentre gli attuatori piezoelettrici
sono modellati come membrane sottili. Poiche le equazioni di campo ottenute dal modello
di Reissner-Mindlin sono del secondo ordine, la risoluzione col metodo degli elementi finiti
richiede funzioni interpolanti di classe Cy di facile costruzione. In [103] si arricchisce la
modellazione presentata in [102] per ottenere un modello applicabile al caso in cui gli
spessori della piastra e degli attuatori piezoelettrici non siano piu trascurabili. In tale
modello si considera la rigidezza flessionale degli attuatori piezoelettrici, valutata secondo
un modello alla Kirchhoff-Love, e si assume una variazione quadratica del potenziale
nello spessore. Esso non considera pero le deformazioni estensionali nella piastra e le
deformazioni di scorrimento negli attuatori piezoelettrici che, come meglio spiegato nel
paragrafo 4.2, dovrebbero essere portate in conto nel caso di attuatori spessi. In [30]
si considera un altro modello alla Reissner-Mindlin del laminato; gli spostamenti in ogni
strato sono funzione dei soli spostamenti e delle sole rotazioni sul piano medio del laminato
e di due termini che tengono conto della variazione della rotazione delle fibre trasversali
in ogni strato (effetto “zig-zag”), il potenziale elettrico in ogni lamina piezoelettrica e
assunto quadratico nello spessore. In [42] si fornisce un modello di laminato applicabile
nel caso di lamine spesse; in esso infatti ogni strato ¢ descritto da un modello di piastra alla
Reissner-Mindlin, considerando inoltre anche gli effetti termici nel laminato. Le equazioni
di governo sono dedotte mediante un approccio variazionale ma i valori di rigidezza previsti
da tale modello non sono coerenti con quelli derivanti dalla teoria tridimensionale della
piezoelettricita. In [18, 22, 23] si presenta un modello di laminato piezoelettrico nel quale
ogni strato e descritto da un modello alla Reissner-Mindlin; opportune ipotesi a priori sullo
stato tensionale all’interno delle lamine consente di ottenere valori di rigidezza coerenti

con quelli della teoria tridimensionale.

In questo capitolo sono presentati due modelli di laminato tristrato piezoelettrico. Il
primo modello & quello riportato in [19, 24]; in esso si deducono le stesse equazioni di
equilibrio ricavate in [102] ma con un approccio differente. Piu esattamente le equazioni
di equilibrio sono dedotte dalla stazionarieta del funzionale dell’energia potenziale totale
relativo al laminato tristrato. Tale approccio, come € ben noto, consente di ricavare in
maniera automatica gli operatori di bordo compatibili con gli operatori di campo. Inoltre
un approccio variazionale consente di ottenere formulazioni agli elementi finiti del proble-

ma; alcune formulazioni agli elementi finiti derivate da tale modello sono presentate nel
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capitolo 5. Il secondo modello, piu raffinato, di tristrato piezoelettrico e quello presentato
in [22, 23]. In tale modello si tiene conto della rigidezza membranale e flessionale di ogni
strato; in particolare il comportamento flessionale di ciascuno strato e descritto secondo
la teoria alla Reissner-Mindlin riportata nel paragrafo 3.5.3 mentre quello membranale
secondo la teoria riportata nel paragrafo 3.4.1. Tale modello si applica dunque al caso di
laminati spessi, in quanto tiene conto della deformazione di scorrimento all’interno degli

attuatori e della deformazione estensionale della piastra.

4.1 Un modello semplice di laminato tristrato pie-
zoelettrico

Si illustra in questo paragrafo la teoria di laminato tristrato piezoelettrico descritta in

[24].

4.1.1 Geometria del laminato

Il laminato tristrato, rappresentato schematicamente in figura 4.1, e costituito da due
strati piezoelettrici (attuatori), perfettamente incollati rispettivamente alla faccia supe-
riore ed inferiore di una piastra elastica; si suppone che la colla sia un perfetto isolante
elettrico e che abbia spessore trascurabile.

In cio che segue, ogni quantita relativa allo strato piezoelettrico superiore ¢ distinta
dall’apice s, ogni quantita relativa allo strato piezoelettrico inferiore e distinta con I’apice
i mentre le quantita relative alla piastra non hanno alcun apice. Siano dunque h, h*
e h' gli spessori della piastra, del piezoelettrico superiore e del piezoelettrico inferiore,
rispettivamente; sia (2 la regione limitata nel piano (z1,z5) e costituente il piano medio
della piastra, con frontiera regolare OS2 e siano n e t, rispettivamente, la normale esterna
e la tangente a 0). Il riferimento cartesiano (O, x1, 9, 23) € scelto con I'asse z3 orientato
secondo lo spessore del laminato e l'origine nel piano (1, xs), come mostrato in figura
4.1.

La regione dello spazio euclideo occupata dalla piastra ¢ 2 x (—h/2, h/2), con frontiera
00X (—h/2,h/2)UVTUV™ essendo VT e V7~ le interfacce piezoelettrico superiore/piastra
e piezoelettrico inferiore/piastra, rispettivamente. Le regioni occupate dagli attuatori
superiore ed inferiore sono, rispettivamente, Q x (h/2,h/2+h*) e Q x (=h/2 —h', —h/2);
le corrispondenti frontiere sono 9Q x (h/2,h/2+h*)USTUVT e 00 X (—h/2—h' —h/2)U
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Figura 4.1: Rappresentazione schematica del tristrato piezoelettrico

Y~ US™, dove ST e 8~ sono, rispettivamente, le facce superiore ed inferiore del laminato.
In virtu dell’ipotesi di perfetto incollaggio, gli spostamenti relativi tra piastra e strati

piezoelettrici in corrispondenza delle interfacce V* e V™~ sono nulli.

Nel seguito si costruisce un modello per studiare il comportamento flessionale di tale

laminato.

4.1.2 Ipotesi di lavoro

La piastra si considera costituita di materiale elastico, omogeneo ed isotropo; sia F il
modulo di Young di tale materiale, v il modulo di Poisson, G = E/[2(1 4 v)] il modu-
lo di elasticita trasversale e p la sua densita. Il modello qui adottato per descrivere il
comportamento flessionale della piastra ¢ quello di Reissner-Mindlin [85] riportato nel
paragrafo 3.5.3 nel caso piu generale di materiale omogeneo, trasversalmente isotropo e
piezoelettrico lineare; tale modello, considerando la deformabilita a taglio della piastra,
adatto alla descrizione di piastre spesse. Gli attuatori superiore ed inferiore sono consi-
derati costituiti di materiale omogeneo, lineare piezoelettrico e trasversalmente isotropo,
con asse di trasversa isotropia orientato lungo z3. Come illustrato nella (2.26), il com-
portamento costitutivo di tale materiale e caratterizzato da dieci costanti indipendenti;
in particolare, con riferimento al piezoelettrico superiore, cf;, cj,, ci3, 35, € cj, sono le
cinque costanti elastiche, valutate a campo elettrico costante, €7, ed €35 sono le due per-
mettivita dielettriche, valutate a deformazione costante, ed infine €3, €35 ed ef sono le tre

costanti piezoelettriche. Costanti analoghe descrivono il comportamento costitutivo del
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piezoelettrico inferiore. Le densita dell’attuatore piezoelettrico superiore ed inferiore sono,

rispettivamente, p* e p'. Si considerano inoltre valide le seguenti ipotesi semplificative.

i) La rigidezza planare h°c;; degli attuatori piezoelettrici ¢ considerata trascurabile
rispetto alla rigidezza planare della piastra hE/(1 —v)?; in altre parole il piezoelet-
trico puo provocare una flessione della piastra ma non puo provocare una deforma-
zione membranale della stessa. In conseguenza di tale assunzione il comportamento

membranale ed il comportamento flessionale della piastra sono tra loro disaccoppiati.

i1) Gli spessori h® e h' dei piezoelettrici sono trascurabili rispetto allo spessore h del-
la piastra. Di conseguenza la rigidezza flessionale dei piezoelettrici ¢ trascurabile
rispetto alla rigidezza estensionale. Gli attuatori piezoelettrici sono dunque model-
lati come membrane; in particolare si utilizza il modello di membrana descritto nel

paragrafo 3.4.1.

4.1.3 Campo di spostamenti e potenziale elettrico nel laminato

Si richiamano qui le espressioni del campo di spostamenti e del potenziale elettrico nella
piastra e negli attuatori piezoelettrici, conseguenti alle ipotesi sul laminato formulate nel

paragrafo precedente.

Campo di spostamenti nella piastra
In accordo alle ipotesi relative alla teoria di Reissner-Mindlin, il campo di spostamenti

s = (s1, S, s3) nella piastra in flessione € rappresentato come segue:

s1(x1, T2, w3) = w1(T1, T2) T3
so(T1, 2, T3) = pa(T1,72) T3 (4.1)

53(561,132,373) = w($1,562)

dove il significato dei simboli nelle (4.1) & quello fornito nel paragrafo 3.5.3.

Campo di spostamenti e potenziale elettrico negli attuatori

In accordo al modello di membrana piezoelettrica descritto nel paragrafo 3.4.1, lo spo-
stamento parallelo al piano €2 e costante nello spessore. Il campo degli spostamenti

§° = (s§, s5) nel piezoelettrico superiore ¢ rappresentato come segue:
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Si(xla T, x?)) - Uf;(l’h 'IQ)

4.2
Sg(x17x27x3> :Ug(xhl?) ( )
Il campo di spostamenti nel piezoelettrico inferiore ha una rappresentazione analoga. Il

potenziale elettrico ¢® nel piezoelettrico superiore ha la seguente rappresentazione:

¢° (21, o, x3) = X° (21, T2) X3 (4.3)

Analoga rappresentazione vale per il piezoelettrico inferiore. Le funzioni w, ¢, x* e x°
sono le incognite indipendenti del problema, mentre le funzioni u®, u’, descrittori del
campo degli spostamenti negli attuatori piezoelettrici, sono dipendenti da ¢. Imponendo
infatti la continuita degli spostamenti attraverso le interfacce Y e V™ si ottengono le
relazioni:
h , h

u’ = p— ' =—p- 4.4

¢35 5 (4.4)
4.1.4 Condizioni esterne di carico e di vincolo

Si descrivono in questo paragrafo le condizioni di carico e di vincolo considerate nel pre-
sente modello di tristrato piezoelettrico. Le condizioni sul contorno laterale sono qui
assegnate in maniera piu generale rispetto a quanto fatto nel dedurre le teorie di piastra
piezoelettrica presentate nel precedente capitolo, dove per esigenze di chiarezza si e rite-
nuto opportuno non appesantire la trattazione con un simbolismo eccessivo. Si considera
infatti ora un problema con condizioni al contorno generalizzate [51].

Sulle faccia superiore ST & assegnata una densita di carica elettrica superficiale w?,
mentre sull’interfaccia Y ¢ assegnata la densita di carica —w®. Sulla faccia inferiore
S~ e sull'interfaccia YV~ sono assegnate, rispettivamente, le densita di carica elettrica
superficiale —w' e w'. Inoltre ¢ & il carico trasversale sul piano medio della piastra e m
sono le coppie distribuite sulla piastra.

Per assegnare le condizioni sul contorno laterale del laminato, in virtu delle rappresen-
tazioni adottate per il campo di spostamenti e per il potenziale elettrico in ogni strato, si

considerano i seguenti sottoinsiemi di 9€Q: €, 9,02

0008, , 0Qys € 0Sy, indicando con

un apice C i rispettivi sottoinsiemi complementari. Su 02, sono assegnati gli spostamenti

trasversali w', su 9, sono assegnate le rotazioni goff lungo t, su 9€),, sono assegnate le

©t
rotazioni ¢!, lungo n, infine su 9y e 9y sono assegnati i potenziali elettrici (z3x*)' e

(z3x")!, rispettivamente. Inoltre, su 9QC ¢ assegnata la forza trasversale distribuita ¢/,
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su 8Qgt sono assegnate le coppie distribuite m! lungo t applicate alla piastra e le forze
distribuite (f$)! e (f})! lungo t applicate, rispettivamente, al piezoelettrico superiore ed
inferiore; su 8Qin sono assegnate le coppie distribuite m! lungo n applicate alla piastra

e le forze distribuite (f2)! e (f!)! lungo n applicate, rispettivamente, al piezoelettrico

superiore ed inferiore. Infine su 8953 e 00, sono assegnati, rispettivamente, i momenti

l AY/

distribuiti di carica elettrica (u®)" e (u*)".

4.1.5 Funzionale dell’energia potenziale totale

Si costruisce ora il funzionale dell’energia potenziale totale del laminato, dalla cui stazio-

narieta sono ottenute le equazioni di equilibrio.

Contributo della piastra

Il contributo della piastra al funzionale dell’energia potenziale totale & somma dei termini:
Em + Uy + (U (4.5)
aventi il seguente significato:

o &, e l'energia di deformazione nella piastra:

_1 2 : 2 E 2
Em = 21)/9[(1—1/)HsyngoH + v(divp)*] da + 2 /QH‘P+V@UH da  (4.6)

Nella (4.6) il primo integrale ¢ ’energia di flessione, il secondo integrale rappresenta
'energia di deformazione legata allo scorrimento mentre D = ER3/[12(1 — v?)] ¢ la

rigidezza flessionale della piastra.

e U, ¢ 'energia potenziale dei carichi esterni sulla piastra:
L{m:—/(qw—l—m~go)da (4.7)
Q
o (U,,)! & I'energia legata ai carichi esterni sul bordo:
Uy = —/ qwdl — / mip - tdl — / ml e -ndl (4.8)
Gl onL, o
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Contributo degli attuatori piezoelettrici

Il contributo del piezoelettrico superiore al funzionale dell’energia potenziale ¢ la somma
dei seguenti termini:

ES 4 ESHE F U+ U 4 (U (4.9)
aventi il seguente significato:

o &7 e l'energia elastica di deformazione nell’attuatore piezoelettrico superiore:

¢ h®
gs — 11
m 2

(1 —7°)|[symVu®|]* + 7*(div u®)?] da (4.10)
Q

o &’ e lenergia elettrostatica nell’attuatore piezoelettrico superiore:

S h/sfs S
£r= -z [ (tda— U, [ 9| da (4.11)

o & ¢ l'energia dovuta all’accoppiamento elettromeccanico nell’attuatore piezoelet-

trico superiore:

= hsegl/ x°divu’®d (4.12)

e U ¢ 'energia potenziale associata alla distribuzione di cariche superficiali +w® e
—w?®, rispettivamente sulla superficie superiore ed inferiore dell’attuatore piezoelet-

trico superiore:

U = hs/ w'x® da (4.13)
Q

(U2)! & I'energia potenziale associata ai carichi esterni di natura meccanica sul bordo.

us) = —Aﬂgn(f,f)lus-ndl—/am (f5)us -t (4.14)

Pt

(U?)! & energia potenziale associata ai carichi esterni di natura elettrica sul bordo.

@) = [ () (4.15)

Il contributo al funzionale dell’energia potenziale totale relativo al piezoelettrico inferiore

¢ la somma dei seguenti termini:
EL+EHE +U+ U + U (4.16)
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il cui significato e la cui espressione sono analoghi a quelli relativi all’attuatore piezoelet-
trico superiore. Il funzionale dell’energia potenziale totale £ relativo al laminato tristrato
piezoelettrico sopra descritto ¢ la somma dei contributi relativi agli attuatori piezoelettrici

superiore ed inferiore ed alla piastra centrale, cioe:

E = En+E +EFE +E +E+HE +
+ U+ U+ U+ U + W) + U+ W) + U (4.17)

definito sulla varieta:

w = w! su 00, @ -n=¢, su 90, @-t=¢ su 09,

' A (4.18)
= () su 02 X' =(X") su 0Qu

Le condizioni di vincolo (4.4) sulle variabili di spostamento possono essere imposte diretta-
mente, sostituendo le (4.4) nella (4.17). Si puo altresi utilizzare il metodo dei moltiplicatori
di Lagrange [70, 69], ottenendo un funzionale dell’energia potenziale totale vincolato; a
tal scopo si devono aggiungere al funzionale dell’energia potenziale totale (4.17) i termini

lagrangiani £% e £’, la cui espressione é:

. oy (4.19)
E’:/)\Z- <uz+go> da
Q 2
ed 1 termini lagrangiani sul bordo £; e £, la cui espressione &:
<£s>l:/()\s>l_ us_ﬁso dl
Q 2
) . R (4.20)
1 — Al . (3 o dl
e = [ (e + )
Il funzionale vincolato dell’energia potenziale totale &, si scrive dunque come:
Es=E+ L+ L+ (L5 + (LY (4.21)

definito sulla varieta (4.18).

I moltiplicatori di Lagrange A* e A’ nella (4.19) sono, rispettivamente, le azioni paral-
lele al piano €2 che gli attuatori piezoelettrici superiore ed inferiore esercitano sulla piastra
centrale attraverso le interfacce. I corrispondenti moltiplicatori (A®*)!, (A")! nella (4.20)

tengono invece conto delle azioni concentrate sul bordo e parallele a 2.
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4.1.6 Equazioni di equilibrio

Le equazioni di equilibrio e le relative condizioni al contorno per la piastra centrale e
gli attuatori piezoelettrici possono essere ottenute dalle condizioni di stazionarieta del
funzionale &,. In particolare la stazionarieta di &, rispetto a w e ¢ fornisce le equazioni
di equilibrio meccanico della piastra centrale mentre la stazionarieta di &, rispetto a u®
e u’ fornisce le equazioni di equilibrio meccanico dell’attuatore superiore ed inferiore. La
stazionarieta di &, rispetto a x* e x* fornisce le equazioni di equilibrio elettrostatico per
gli attuatori superiore ed inferiore. Infine, la stazionarieta di &, rispetto ai parametri
lagrangiani A*, A, (A*)! e (AY)! fornisce le equazioni di vincolo (4.4). Tali condizioni di

stazionarieta si scrivono come segue:

e Stazionarieta di &, rispetto a w:

—hG/div(¢+w)5wda—/Qqawda+ha/am(¢+vw)-nawdz+

e q Lowdl =0 (4.22)

e Stazionarieta di &, rispetto a ¢:
—D/ div [(1 — v)symV e + vIdiv ¢] - dp da + hG/ (¢ + Vw) - dpda+
Q Q

/<m N h<A2—A>) Spda /m h[(WQ— A s+

+D/ (1 —v)symVe + vIdive]n] -nde -ndl +

+D/ (1 —v)symVe + vIdivel[n] - tdp - tdl +
- o ndl~ [ mide-tdl =0 4.23
/Bﬂf,n mn -n fmit m; 0@ ( )
e Stazionarieta di &, rispetto a u®:
—cllhs/ div [(1 — 7°)symVu® + 7°Idiv u’] - ju’ da — hsegl/ Vx* - ou’da+

—I—/ A* - ou’da + ¢ b /{90[(1 — 7%)symVu® + 7°Idivu’|[n] - du’ dl +

hss/ “ou’-ndl A% dut dl
i e X 00Tl [ )G+

anVL

[ () et ndl— /mc () 6us - tdi =0 (4.24)
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Stazionarieta di &, rispetto a u’:

Fornisce una condizione analoga alla (4.24).

Stazionarieta di &, rispetto a x°:

—h5€33/ x*0x°® da—l—hsegl/ divu®ox® da—l—an /AXS(SX da +

2
- /8Q Vy® - n oy’ dl+/ Vo dl =0 (4.25)

+h8/ wox® da — 811
Q

Stazionarieta di £, rispetto a y*:

Fornisce una condizione analoga alla (4.25).

Stazionarieta di &, rispetto a A°

h
s _ o) N da = 4.2
/Q <u 2¢> X da =0 (4.26)
Stazionarieta di &, rispetto a A’
/ L B (4.27)
Q ¥ N '

Le condizioni di stazionarieta rispetto a (A*) e (A)! sono le corrispondenti delle

(4.26) e (4.27), dove ora l'integrale & sul bordo 0f).

Equilibrio della piastra centrale

In accordo alla teoria di Reissner-Mindlin, utilizzata per modellare la piastra centrale, si

possono scrivere due equazioni di equilibrio per la piastra (una scalare e I’altra vettoriale).

La prima equazione si ottiene dalla (4.22) e si scrive come:

—hGdiv (¢ + Vw) =g in (4.28)

La condizione al contorno associata alla (4.28) risulta:

hG(p + Vw) -n = ¢ su 00 (4.29)

La seconda equazione si ottiene dalla (4.23) e si scrive come:

—Ddiv [(1 — v)symVep + vIdiv ] + hG (¢ + Vw) = m +

h(A® — Q%)

5 in Q (4.30)
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La condizione al contorno associata alla (4.30) risulta:

h[(As)l — (Al)l] .n sudNC
2 Pn

s\l i\l (4.31
D[(1 —v)symVe + vIdive] [n] - t = m. + A 2_ Sy t  sudQl, )

D[(1 —v)symVe + vIdive] [n] -n = m! +

Equilibrio degli attuatori piezoelettrici

Poiche gli attuatori piezoelettrici sono stati modellati come membrane, per ciascuno di essi
potra essere scritta un’equazione di equilibrio meccanico piu un’equazione di equilibrio
elettrostatico. L’equazione di equilibrio meccanico per I’attuatore piezoelettrico superiore,

ottenuta dalla (4.24), si scrive come:
—c;,hdiv[(1 — 7°)symVu® + 7°Idiv u’] — h'es, Vx* = —A° in Q (4.32)
con le condizioni al contorno:

e h’[(1 — v¥)symVu?® + 7°Idivu’][n] - n + ke x* = —(A%)! - n sudy,,
¢ hf[(1
(
(

)
— v%)symVu?® + v Idivu’][n] - t = —(X°)' - t su oS,
cnh®[(1 — v*)symVu® 4+ 7°Idivu®][n] - n + ke x* = —(A°)"-n+ (f5)! sudQ
)

(4.33)
¢ k(1 — v*)symVu® + v Idivus][n] - t = —(A%)! - t + (fF)! su 09,

La corrispondente equazione per il piezoelettrico inferiore e le relative condizioni al con-
torno si scrivono in maniera analoga.
L’ equazione di bilancio elettrostatico per I'attuatore superiore si ottiene dalla (4.25)

e sl scrive come:
S$—=S S S—S : S —=S (h8)3 S S S
—h €33X T h 631dlvu + EllvAX = —h'w (434)

cui e associata la seguente condizione al contorno:

_ (h7)°

ST Vx* - n = (i) su 00, (4.35)

Analoga forma assume 1’equazione di equilibrio elettrostatico e la relativa condizione al
contorno per 'attuatore piezoelettrico inferiore.
Le condizioni di stazionarieta rispetto ai moltiplicatori di Lagrange forniscono le equa-

zioni di vincolo (4.4) definite nell’interno di €2 e sul suo contorno 9f2. Sostituendo le (4.4)
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nella (4.32) e nell’analoga riferita al piezoelettrico inferiore si ottengono le espressioni delle
azioni X* e A" esercitate, rispettivamente, dal piezoelettrico superiore e dal piezoelettrico
inferiore sulla piastra attraverso le interfacce V* e V™, in termini delle funzioni incognite
del problema. Sostituendo le (4.4) nelle (4.33) e nelle analoghe riferite al piezoelettrico
inferiore si ottengono le espressioni delle azioni (A*)! e (A")! esercitate, rispettivamente,
dal piezoelettrico superiore e dal piezoelettrico inferiore sulla piastra lungo i contorni delle

interfacce V' e V7, in termini delle funzioni incognite del problema.

4.1.7 Una formulazione variazionale di tipo misto

Ai fini di applicare la teoria di laminato tristrato piezoelettrico prima trattata all’analisi
dello smorzamento delle vibrazioni di piastre mediante attuatori piezoelettrici, e utile
ottenere una formulazione agli elementi finiti di tale teoria. E perd ben noto 28, 6]
che la discretizzazione di un funzionale agli spostamenti di piastra quale il funzionale
dell’energia potenziale totale del tristrato (4.17) presenta il problema del locking; tale
problema e analizzato nel capitolo successivo, dedicato alla formulazione agli elementi
finiti dei modelli dedotti nel presente capitolo. Un metodo per ovviare al problema del
“locking” ¢ quello di discretizzare un funzionale di tipo misto [28, 6]; a tale scopo un

funzionale di tipo misto & qui ottenuto da (4.17) introducendo la nuova incognita
T = hG(p + Vw) (4.36)

rappresentante la risultante nello spessore della piastra degli sforzi di taglio. Di conse-
guenza il funzionale dell’energia potenziale totale £ si trasforma nel funzionale misto M,

avente la seguente espressione:

M = E 4 E 4L, +EHEHE +E FEFE +

U + U U A Un) + U + W)+ UL + (UL (4.37)
dove
& = _ B / [(1 —v)||symVe||> + v(div)?] da (4.38)
m = 941 — 1) Ja ymve v '
e 'energia dovuta alla deformazione flessionale nella piastra,
1
t 2
_ 4.
&= =3z [ Il da (4:39)

e l'energia complementare dovuta al taglio e
L, = / T (p+ Vw)da (4.40)
Q
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e il termine lagrangiano associato. Imponendo la condizione di stazionarieta di (4.37)

rispetto a T si riottiene il funzionale dell’energia potenziale totale (4.17).

4.2 Un modello piu raffinato di laminato tristrato
piezoelettrico

Qualora la rigidezza nel piano degli attuatori piezoelettrici non sia piu trascurabile ri-
spetto alla rigidezza nel piano della piastra (ipotesi ¢ nel paragrafo (4.1.2)), gli attuatori
piezoelettrici sono in grado di estendere la piastra e dunque € necessario considerare, come

nuove variabili incognite, gli spostamenti nel piano della piastra.

Se poi gli spessori degli attuatori piezoelettrici non sono piu trascurabili rispetto allo
spessore della piastra (ipotesi ii nel paragrafo 4.1.2), ¢ necessario considerare la rigidezza

flessionale degli attuatori ai fini del calcolo dell’energia potenziale totale del tristrato.

Nel modello che segue si prende in considerazione sia il comportamento flessionale
che il comportamento membranale di ogni strato costituente il laminato, rispettivamente
secondo il modello di membrana descritto nel paragrafo 3.4.1 e il modello di piastra alla

Reissner-Mindlin descritto nel paragrafo 3.5.3.

4.2.1 Campi di spostamento e potenziale elettrico nel laminato

Nelle ipotesi piu generali considerate per dedurre questo modello raffinato di tristrato pie-
zoelettrico, il campo di spostamento in ogni strato ed il potenziale elettrico negli attuatori
sono ora rappresentati in maniera piu ricca, come descritto appresso.

Campo di spostamenti nella piastra

Il campo di spostamenti s = (s1, $2, s3) nella piastra ¢ rappresentato come segue:

s1(x1, T2, v3) = ur (w1, v2) + p1(21, T2) 23
$2(21, T2, T3) = ua(21, T2) + pa(21, T2) T3 (4.41)

53(51317@,903) = w(9€1,$2)

dove il significato dei termini nelle (4.41) ¢ quello fornito nei paragrafi 3.4.1 e 3.5.3.
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Campo di spostamenti e potenziale elettrico negli attuatori

Il campo degli spostamenti s® = (s§, 5, s5) nel piezoelettrico superiore ¢ rappresentato

come segue:
s1(w1, T2, 23) = ui (71, 12) + @i (21, T2) T3
s3(21, T2, w3) = u3(21, 22) + P5(21, 72) 3 (4.42)

Sé(xlv T, 'T3) == ws(l‘h xQ)

Il campo degli spostamenti nel piezoelettrico inferiore ha una rappresentazione analoga.

Il potenziale elettrico ¢* nel piezoelettrico superiore ha la seguente rappresentazione:
¢S($1,I2,$3) :778(55171‘2) +Xs(x1’l’2) x3 (443)

Nel piezoelettrico inferiore si ha una rappresentazione analoga.
Le funzioni u, w, ¢, ¢°, @', n°, n', x* e x* sono le incognite del problema mentre
le funzioni u®, u’, w® e w' sono dipendenti da u, w, ¢, ¢* e ¢'. Imponendo infatti la

continuita degli spostamenti attraverso le interfacce V* e V™ si ottengono le relazioni:

h h? . h R A
uS:u+go§+goSE u’:u—gog—cpli w® =w' =w (4.44)

4.2.2 Condizioni esterne di carico e di vincolo

Nel dedurre la presente teoria di laminato tristrato sono assegnate le stesse condizioni
di carico distribuito riportate nel paragrafo 4.1.4 e riferite al primo modello di tristrato
prima dedotto.

Dato il numero elevato di incognite che descrivono il presente modello, le condizioni al
contorno sono assegnate in maniera meno generale di quanto fatto per il primo modello,
in modo da non appesantire la trattazione. Si considerano allora le seguenti partizioni di
0 0y, 0y, 0y, 0ys, 0y, OSys e 0. Su 051, ¢ nullo lo spostamento u della
piastra nel piano €2, su 9€2, ¢ nullo lo spostamento trasversale w della piastra, su 9€,,
99, e OSY, sono nulle, rispettivamente, le rotazioni ¢ nella piastra, le rotazioni ¢® nel
piezoelettrico superiore e le rotazioni ¢’ nel piezoelettrico inferiore; infine su 9y e 9y
sono nulli, rispettivamente, il potenziale elettrico nel piezoelettrico superiore (cioé sono
nulli n* e x*) ed il potenziale elettrico nel piezoelettrico inferiore (cio¢ sono nulli n° e x?).

Sugli insiemi complementari delle partizioni prima viste non sono applicate azioni esterne.
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4.2.3 Funzionale dell’energia potenziale totale

Si costruisce ora il funzionale dell’energia potenziale totale del laminato, dalla cui stazio-

narieta sono ottenute le equazioni di equilibrio.

Contributo della piastra

Il contributo della piastra al funzionale dell’energia potenziale totale ¢ somma dei seguenti
termini:

Em + Uy, (4.45)
aventi il seguente significato:
o &, e l'energia di deformazione nella piastra:
£, - %B/Q[(l — v)lsymVul? + v(divu)?| da +
+ 5D [10=»)llsymVel? + v(div 9)?) da +
+ gG/QHSO—FVwHQda (4.46)

essendo B = Eh/(1—v?) la rigidezza membranale della piastra. Nella (4.46) il primo
integrale e I’energia estensionale, il secondo integrale e ’energia flessionale mentre

il terzo integrale rappresenta l’energia di scorrimento.

e U,, ¢ 'energia potenziale dei carichi esterni sulla piastra:
L{m:—/(qw+m-<p)da (4.47)
Q

Contributo degli attuatori piezoelettrici

Il contributo del piezoelettrico superiore al funzionale dell’energia potenziale ¢ la somma

dei seguenti termini:

EFEFE, U (4.48)
aventi il seguente significato:

o & & lenergia elastica di deformazione nell’attuatore piezoelettrico superiore:

=S S
¢ h

& = 5 Q[(1 —7°)||symVu®||? + 7*(div u®)?] da +
éil(hs)B s s|12 S : 5\2
+ —on Q[(1 %) ||lsymVe®||* + 0°(div ¢®)%] da +
hS
+ 5024/9]]903—1—Vw5\\2da (4.49)
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i cui termini hanno la stessa interpretazione dei corrispondenti termini nella (4.46).

o &5 e l'energia elettrostatica nell’attuatore piezoelettrico superiore:

S hs S
& =~ [ () da - 24 / 9l da— ety [P (250)

o &5 ¢ l'energia dovuta all’accoppiamento elettromeccanico nell’attuatore piezoelet-

trico superiore:
&, =h’ey, / x’divu®da + h'ei; / (¢® + Vw®) - Vn'da (4.51)
Q

e U’ ¢ l'energia potenziale associata alla distribuzione di cariche superficiali +w?® e
—w?®, rispettivamente sulla superficie superiore ed inferiore dell’attuatore piezoelet-

trico superiore:

U = hs/ wx’®da (4.52)
Q

Il contributo al funzionale dell’energia potenziale totale del piezoelettrico inferiore ¢

la somma dei seguenti termini:
EL+E+E,, +U (4.53)

il cui significato e la cui espressione sono analoghi a quelli relativi all’attuatore piezoelet-
trico superiore. Il funzionale dell’energia potenziale totale £ relativo al laminato tristrato

piezoelettrico si scrive allora come:
E=En+E +E+E +E +EFE Uy +U+U! (4.54)
definito sulla varieta:

u=20 su 0€,, w=0 su 0Q,, @=0 su 0Q,,
p*=0 su 0y, ¢'=0 su  0Qi, (4.55)
=x"=0 su 0, n'=x"=0 su I

I termini lagrangiani dovuti ai vincoli (4.44) in  hanno la seguente espressione:

h N
/)\S (u —u—cp5—4p )da—i—/)\sw —w)da

, , h R
EZ:/Q)\Z-<u —u+go2+go )da—l—/)\’w —w)da

(4.56)
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Analoga espressione presentano i vincoli lagrangiani sul bordo:

S

(L) = /m()\s)l : <u5 —u-— go;L - LPS};) da + /m(AS)l(ws —w)da

| e Wb - (4.57)
(£H! = /m()\l)l . (ul —u+ <p§ + w?) da + /89()\’)1(wl —w)da
Il funzionale vincolato dell’energia potenziale totale &, si scrive dunque come:
Ey=E+ L+ L+ (L5 + (LY (4.58)

definito sulla varieta (4.55).

4.2.4 Equazioni di equilibrio

Omettendo la scrittura esplicita delle espressioni rappresentanti le variazioni del funzionale
&,, si riportano ora le equazioni di equilibrio e le condizioni al contorno compatibili relative

al modello in esame.

Equilibrio della piastra centrale
Dalla stazionarieta di &, rispetto a u si ottiene 1’equazione di equilibrio:
—Bdiv [(1 — v)symVu + vIdivu] = A* + N’ in Q (4.59)
Alla (4.59) ¢ associata la condizione al contorno:
Bdiv[(1 — v*)symVu + vIdivu®][n] = (A*)" + (X))’ su 09 (4.60)
Dalla stazionarieta di &, rispetto a w si ottiene ’equazione di equilibrio:
—hGdiv (p + Vw) = g+ \° + X' in Q (4.61)
insieme con la condizione al contorno:
hG(p + Vw) -n = (A5 + (A su 00 (4.62)

Dalla stazionarieta di &, rispetto a ¢ si ottiene I’equazione di equilibrio:

R(AS — A
—Ddiv [(1 — v)symVe + vIdiv ] + hG (¢ + Vw) = m + % in Q (4.63)
insieme con la condizione al contorno:
s\l __ 2\l
D[(1 —v)symVe + vIdiv | [n] = A 5 (A)] su 895, (4.64)
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Equilibrio degli attuatori piezoelettrici

Dalla stazionarieta di &, rispetto a u® si ottiene ’equazione di equilibrio:
—c hdiv [(1 — 7%)symVu® + 7°Idiv u®] — h'e5, V* = = A° in (4.65)
con la condizione al contorno:
&5, hidiv [(1 — 7°)symVu® + 7°Idiv u®][n] + h¥es x*n = —(A%)! su 0N (4.66)
Dalla stazionarieta di &, rispetto a w si ottiene ’equazione di equilibrio:
—h*div [cj,(¢° + Vw’) + el Vn’] = =)\° in Q (4.67)
insieme con la condizione al contorno:
R[5, (@ + V') + e Vnl-n= -\ su 99 (4.68)

La stazionarieta di &, rispetto a u’ e w® porta ad espressioni analoghe a quelle relative
alla stazionarieta di &, rispetto a u® e w?®.

Dalla stazionarieta di &, rispetto a ¢° si ottiene I’equazione di equilibrio:

_(hs)séil : s S ~S : S
— div[(1 — 2°)symVe® + 0°Idiv ¢°] +
hs
+h%[ciy(@® + V') + el V'] = 7)\5 in Q (4.69)
con la condizione al contorno:
(h‘s>3éil Y s ~ST s o : s\l C
5 (1 —2%)symVe® + 0°Idiv ¢°][n] = 5 (A%) su - 0, (4.70)

Dalla stazionarieta di &, rispetto a ¢ si ottiene 1'equazione di equilibrio:

— (h?;éildiv [(1 — 2")symV ' + 0'Idiv '] +
+h'c (@' + V') + e\ V'] = —Z}J’ in Q (4.71)
con la condizione al contorno:
(h?zéh [(1 — 2))symVe' + 'Idiv '][n] = —%i(x')l su - 90 (4.72)

Dalla stazionarieta di &, rispetto a n® e x* si ottengono le equazioni di equilibrio elettro-

statico nel piezoelettrico superiore:
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—h*div [—e5,Vn® + €55 (¢* + Vw®)] =0 in Q

hs 3=s 4.73
()" AX® + (=g x° + &5 divae’) = —h°w® in Q (4.73)

12

con le condizioni al contorno:

(h#)3e

he[—e5, Vi + e5s(¢° + V') -n = — T Lyys-n=0 su 005, (4.74)

L’equazioni di equilibrio elettrostatico e le relative condizioni al contorno per ’attuatore

piezoelettrico inferiore si scrivono in maniera analoga.

4.3 Soluzioni analitiche per i modelli di laminato tri-
strato piezoelettrico

In questo paragrafo viene dedotta la soluzione analitica di alcuni problemi particolari di
laminato tristrato piezoelettrico. Tali soluzioni sono utilizzate per la validazione di alcune
formulazioni agli elementi finiti, presentate nel prossimo capitolo, basate sulle teorie di
tristrato piezoelettrico esposte nel presente capitolo.

Tutti i problemi considerati riguardano un laminato tristrato piezoelettrico simile a
quello illustrato in figura 4.1, il cui piano medio €2 € un quadrato di lato L. Il laminato
e semplicemente appoggiato e collegato a terra lungo il contorno laterale, cioe w = n® =
x: =1n"=x' = 0su dQ. I carichi sul contorno sono tutti nulli. I differenti problemi si
differenziano tra loro a seconda della condizione di carico assegnata sulle facce ST, S,

sulle interfacce YV e V™ e sul piano medio €2 della piastra.

4.3.1 Problemi campione di tristrato piezoelettrico

Per il modello di tristrato descritto nel paragrafo 4.1 si considerano i problemi relativi

alle seguenti due condizioni di carico:

e Condizione di carico a;

m = (4.75)



e Condizione di carico by

q=0
m=20
x x
w® = wy sen %sen % (4.76)
i wal )
W' = —wp sen ——sen ——
0L L

Per il modello di tristrato descritto nel paragrafo 4.2 si considerano i problemi relativi

alle seguenti due condizioni di carico:

e Condizione di carico as

T T2
q = Qo Sen ——sen ——

L L
m =0 (4.77)

e Condizione di carico by

q=70
m=20
w® = wp sen %ajlsen 7%:2 (4.78)
i T )
= n——sen —-
w' = wq se Lse 7

La tipologia di carico a; (identica ad as) € di natura meccanica e tende a flettere il
laminato. La condizione di carico b; ¢ di natura elettrica; essa comporta deformazioni nel
piano di segno opposto per il piezoelettrico superiore ed inferiore e dunque, nel caso di
attuatori superiore ed inferiore identici, porta ad una flessione pura della piastra centrale.
La condizione di carico by € di natura elettrica; essa comporta deformazioni nel piano di
uguale segno per il piezoelettrico superiore ed inferiore e dunque, nel caso di attuatori

superiore ed inferiore identici, porta ad una estensione pura della piastra.

4.3.2 Calcolo della soluzione analitica

Ai fini di calcolare la soluzione analitica dei problemi riportati nel paragrafo precedente,

si assumono le seguenti rappresentazioni dei campi incogniti:
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< T TXo T 7rx2)
u = ug ( cos sen sen cos
2 L’ L 2
T Ty
wW = Wy Sen —sen —
L
T ) T )
@ = o | cos sen sen cos
2 L’ L 2
s s el () ™1 ()
@ = @y | cos sen sen cos
0 L’ L 2
; T T ol T2
P = (cos sen ,sen cOS (4.79)
2 L L 2
s s T )
n° = 1y sen ——sen ——
0 L L
s s val )
X~ = Xpsen —sen —
0 L L
i i T T
n' = 1, sen ——sen —
0 L L
X = X Sen —sen —
0 L L

Sostituendo le rappresentazioni (4.79) e le condizioni di carico esterno relative a ciascuno
dei problemi campione nelle equazioni di equilibrio inerenti ai due modelli di laminato
tristrato piezoelettrico dedotti in questo capitolo, si ottengono sistemi lineari algebrici la
cui soluzione fornisce i valori delle incognite ug, wo, ©o, ©5, Vb, NS, X5, 75 € Xb e quindi i
campi incogniti (4.79). Le condizioni al contorno associate alle equazioni di equilibrio di

entrambi 1 modelli sono automaticamente soddisfatte dalle rappresentazioni (4.79).

4.4 Analisi dinamica del laminato tristrato piezoelet-
trico

Un’analisi dinamica del laminato tristrato piezoelettrico puo essere condotta utilizzando
il principio variazionale per sistemi dinamici di Hamilton, applicato nel paragrafo (2.5.2)
al problema tridimensionale dell’equilibrio di un corpo piezoelettrico. In particolare le
equazioni di equilibrio dinamico sono ottenute dalla stazionarieta del funzionale (2.38),
nel quale £ & I'energia potenziale totale dedotta nel presente capitolo per i due modelli
di tristrato proposti. 7 ¢ l'energia cinetica che, per ciascuno dei due modelli di tristrato

qui proposti, ha le seguenti espressioni:

e Modello presentato nel paragrafo 4.1

1 [ y ST S| [43S SRITER
T = [lpthit + (5 12)IIP) + o0 |+ o P da (450)
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e Modello presentato nel paragrafo 4.2
1 . . .
Tzzﬁpémmmﬁ+w%+mvmm¢www+
1 s s .S .8 S S
+§p4mqu+wVH«thmwmw+

+ 5P /Q[h (el + (@")?) + ((')*/12)[|¢"] ] da (4.81)
Si ottengono allora le seguenti equazioni di equilibrio meccanico dinamico:

e Modello presentato nel paragrafo 4.1

—hGdiv (¢ + Vw) = ¢ — phi
—Ddiv [(1 — v)symVep + vIdiv ¢] + hG (¢ + Vw) =

) (1.82)
- 2 P1a®

—h%e div[(1 — 7°)symVu® + 7°Idiv u’] — h'es, Vx*® = =A% — p*h°0°

e un’equazione analoga alla (4.82)3 per il piezoelettrico inferiore.

e Modello presentato nel paragrafo 4.2

—Bdiv[(1 — v)symVu + vIdivu] = A* + X' — phii
—hGdiv (¢ + Vw) = g+ X* + X — phi
—Ddiv [(1 — v)symVe + vIdiv ] + hG (¢ + Vw) =

L= R
2 P12¥

—hEdiv](1 = 7)symVu + P Idive’] - A, V¢ = —x* = g (459)

—hediv [e,(@° + Vw®) + ei5 Vil = =\ — p*hoi®

_(hs)?)é?l : ] s ~S : s
D div[(1 — 2°)symV® + 0°Idiv °|+
s[.8 s s s s h* s sh3 ]
+h [C44((P + Vw ) -+ 615V77 ] = 5)\ —p E(P

e tre equazioni analoghe alle (4.83)4, (4.83)s5, (4.83)s per il piezoelettrico inferiore.

Le equazioni di equilibrio elettrostatico, per entrambi i modelli, coincidono con quelle

ricavate nel caso statico.
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