Appendice A
Calcolo di R’

La soluzione dell’algoritmo di return mapping formulato nel par. 5.3.1 e ottenuta
impiegando la procedura di Newton (5.47), la cui implementazione richiede il calcolo
del gradiente:

OR
R = —— Al
= (A1)
dove x e il vettore delle incognite:
Ay
xX=| (A-2)
Pe
ed R(x) il vettore dei residui:
R YR TR (4.3)
1 s Me 9 M2 c .
Ry = ghl—p (A4)
y 1 V. y
Ry = Penexp |27 (2D = Pe) | —Pe (A.5)

I1 calcolo della matrice R’ & svolto nella seguente maniera:

Derivate del residuo R;

Si considerano i termini della R’ ottenuti derivando la funzione di snervamento (A.3);
il primo di questi e:

of  of ot

/ _ - = -

oAy ot 0Ay (4.6)
Si derivano la (5.42):

ot .. ( oh om

la (5.38):

oh 1 .

Ay _Eh (20 — Pe) (A.8)
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ela (5.41):

om 6« oh
oAy —m 559 (h + AW@AW) (A.9)

si sostituiscono la (A.9) e la (A.8) nella (A.7); si nota inoltre che, per effetto della
posizione (5.37), la (5.30) puo essere scritta:

t" = 2age”"" (A.10)

Si ottiene: ot .
piv <_Eh(l1a2 + ag) e (A.11)

dove:
a = 2P —pe (A.12)
6c

a, = 2agm|1-— mmghA’y (A.13)

1202
a = — (mgh)? (A.14)

Si sostituiscono la (A.11) e la (4.562) nella (A.6) e si ricava il termine cercato:

R, = asas <a3 — %halag) (A.15)

dove:
a; = t-eo’" (A.16)
as = % (A.17)

Si calcola ora la quantita:

of .. .  Of ot
=L =P Al
Ry o D — Pe+ ot o (A.18)
a tal fine, si derivano la (5.42):
ot oh om
— =t" | = h Al
5= (G 5) A
la (5.38):
oh 2A%y
— =——"h A.20
R k; (A.20)
ela (5.41):
om 5 6 oh
=-—-m"—Ayg— A21
a5 maEt 9 (A.21)
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si sostituiscono questa relazione e la (A.20) nella (A.19), tenendo conto della (A.10).
Si ottiene: ot

8_}5_

Per ricavare R/, si sostituisce la precedente equazione e la (4.562) nella (A.18):

B 227 haye®t (A.22)

6A
R/12 = a1 — ];;Mz ha2a4 (A23)

Si calcola ora il terzo termine:

of . of ot

B3=ar =P+ - A.24
R, ey T3 7, (A.24)
¢ quindi necessario derivare la (5.42):
ot oh om
=t [ == h A2
7=t (o ) (42)
la (5.38):
oh Ay
—=—"h A.26
ek (4.26)
ela (5.41):
om 5 6o oh
=-—-m‘"—A A2
o~ " a0y, 20

si sostituiscono questa relazione e la (A.26) nella (A.25), tenendo conto della (A.10);
si ottiene: PN
v e,tr
e ko (4:29)
Il termine cercato si calcola sostituendo la precedente equazione e la (4.562) nella

(A.24):

A
Riy=—p+ ;ha2a4a5 (A.29)

Derivate del residuo R,

Si considerano i termini della R’ ottenuti per derivazione della (A.4); il primo di questi
e:

ORy oh ol ORy, Ot
== =g =+ —— — = A.
By = 585 =9 (aml + 0A7h> T (4.30)
si deriva la (5.39) rispetto a A~:
8[ o 606 3 2 e tr
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la (A.4) e la (5.39) rispetto a t:

OR, ol

_ A.32
ot Ih 5% (A.32)
ol 6o 3
=2 22 Ay [ At — et A.
ot Ve 7(M2 e ) (4.33)

si sostituisce quest’ultima equazione in quella che la precede:

8R2 §%0" 3
2 — A —_Art — e A.34
% T vgh(M2 t—e ) (A.34)

e questa, a sua volta, nella (A.30), unitamente alle (A.8, A.31, A.11); si ricava:

1 o 1
R/21 = %gh (kaﬁ - lCLl — %halagbl -+ agbl) (A35)
dove:
6o 3 2 etr
ag = T (WA’YH'?H —t-e > (A.36)
a - 18« A 2 (A 37)
T '
v 6
b1 = k?(l7CL4 — WA’}/ Hee’tr 2 <A38)
Si consideri ora il termine:
OR, oh ORy Ot
Roy)=——"=gl— — 1+ —= - — A.39
2= 5 %% T T o op (4.39)
Si sostituiscono in questa equazione le (A.20, A.34, A.22); si ha:
2A
Ry = — %Vgh (hagag +1) — 1 (A.40)
dove: b A
anry Y e,tr e,tr||2
= 20 (M2t-et—HetH) (A41)
La terza derivata del residuo R, ¢ data dalla:
OR oh O0Ry Ot
Ry, = =2 =gl 2 (A.42)

. Yop T ae g,

in questa si sostituiscono le (A.26, A.34, A.28); si ricava:

A
R, = %gh (hasas + 1) (A.43)
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Derivate del residuo R3

I termini della R’ ottenuti per derivazione della (A.5) sono:

OR3
Ry = Ay ayag (A.44)
Ry, = 8823 = 2a9A\y (A.45)
OR
Ry, = 8]53 = — (1 + agA®) (A.46)
dove: . A
o 9 U
a9 = ———Pen €Xp | ——= (20 — pe A .47
0= 7P p{A_k(p p)} (A.47)
Riepilogo dei termini della R’
Infine, la matrice R/, ¢ ottenuta come:
a4as (a3 — %halc@) a; — g@l hasay —p+ %ha2a4a5
R = %h <lvfa6 —lay — %alagbl + a3b1> —QAT”gh (hasas +1) — 1 %gh (hasas + 1)
a0y 2a9 A~y — (14 agA~)

le espressioni dei coefficienti g, h, [, a; e b; sono riepilogate in App. C.
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Calcolo della tangente algoritmica

Per la determinazione della tangente elasto-plastica algoritmica (cfr. par. 5.3.1) e
necessario differenziare le relazioni (5.31, 5.32, 5.36); infatti e:

o3 op ot
e ._ =1 B.1
a 8p€v“” ® 8pe,tr 8pe,tr ( )
in particolare si ha:
-~ ~ e,tr e,tr T =
op _ op 00 e op (B.2)
ape,tr aee,tr ape,tr ape,tr 8ee,tr
ot ot 00%tr ot 0es"
= ® + (B.3)
ape,tr aee,tr ape,tr aee,tr ape,tr
e inoltre: o et )
e,tr e&:tr
=1 =I--1®1 B.4
ape,tr 8pev” 3 ® ( )

Per ottenere 'espressione in forma chiusa di a“?, si calcolano prima le derivate di p, t
e Pe, sia rispetto a 04" che rispetto a €', quindi, per ricavare il differenziale di A~,
viene imposta la condizione di consistenza.

Derivate rispetto a %'

Si deriva la (5.36) e la si esplicita rispetto a —agfﬁﬁ si ha:
Sgeir = by (CL1 Dgetr + 2A78067tr (B.5)
dove: .
by = s B.6
2 1 + agA’y ( )

La derivata della (5.31), se si tiene conto delle posizioni (5.37-5.39), assume la

forma:
op dg oh ol

- hi + 8&6,7&7‘ gl + 866,157’ gh

opetr o opetr (B7)

124
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pertanto si derivano la (5.37):

dg 1
apetr T B.
ofetr kg (B.8)
la (5.38):
oh 1 A% o e
ofetr —];h (al ofetr + 2A’7396,tr - A’y&ee,tr) (B.9)
e la (5.39):
oL 0Ay ot 6oy Ot
doeir — “ager T agerr T a2 dper © (B.10)

Si deriva la (5.32), nella sua forma (5.42) ottenuta dalle posizioni (5.38, 5.41):

ot ot oh om
= h tm 4+ ——t" B.11
aee,tr aee,tr m+ aee,tr m+ aee,tr h ( )
quindi si derivano la (A.10):
ot 20,
A et B.12
ofetr . ge ( )
e la (5.41), tenendo conto della (B.8):
om 6a , [ OAy Ay h
—=—— h+ —gh A :
age,tr M2m (aee,tr‘g + k g + aee,tr 7Y (B 13)

Si sostituiscono le (A.10, B.12, B.13) nella (B.11); si ottiene:

ot —aAfV oh h e,tr
ooetr (0“3 opeitr T ap opetr + azv) e (B.14)
questa espressione viene a sua volta sostituita nella (B.10); si ricava:
ol OAYy Oh h
=b b by B.1
ogetr 3866,157‘ + 4866,157‘ + 4]€ ( 5)
dove si e posto:
60{A’}/ 2
by = ag+az|asar — e ) B.16
o = antan (i = ST oo 516
6OZA’}/ 2>
bi = az | asar — " e B.17
I e B

Si sostituiscono le (B.15, B.8, B.9, B.5) nella (B.7), in cui puo essere finalmente esplic-
itata la derivata di p rispetto a 0!

op 0A~

ofetr “ ogetr +

C2 (B.18)
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dove si e posto:

%ghal (l + b4h) (bQA")/ — 1) +

ghbs

T T (1 bah) (1= baAAY)

Tk
ﬁ + b4gh2

Cy =

1
k14 222gh (14 bsh) (1 — byAy)

La sostituzione della (B.18) nella (B.5) fornisce la derivata di p,.:

z A
Op. _ , 0Ay

8Qe,tr - lage,tr + d2

dove:

dl = b2 (a,l +2A’}/Cl)
d2 = QA’)/bQCQ
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(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)
(B.23)

Le derivate di p (B.18) e p. (B.21) vengono sostituite nella (B.9), in modo da ottenere:

Ooh 0Ay
896,&“ - fl age,tr + f2
dove si e posto:
1
fi = _Zh [ar + Ay (2¢1 — dy)]
1
fo = —ZhAW (2¢c5 — dy)

Infine, per ottenere la derivata di t, si sostituisce la (B.24)

ot 0AYy ot
—_= (ul—age,tr ‘I— UQ) e 7t

age,tr
dove:
up = az+azfi
1
Ug = Qa2 (fz + vh)
k
Derivate rispetto a e®!"
Si deriva la (5.36) e la si esplicita rispetto a 82’2;; si ha:

Ope Ay ap
aee,tr o b2 (al aee,tr + QAfyaee,tr

nella (B.14):

)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)
(B.29)

(B.30)
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La derivata della (5.31), se si tiene conto delle posizioni (5.37-5.39), assume la forma:

dp :g(aah - ol h) (B.31)

aee,tr ee,tr aee,tr

¢ infatti nulla la derivata di g. Si derivano la (5.38):

oh 1 OAy op Ope
—— =—<h 2A~ - A B.32
aee,tr l{? (a a e,tr + a e,tr ’yaee,tr ( )
e la (5.39):
o _ 08y 0t Tt_6am ot Tew .
Oeetr - 69 etr Desetr 7 Oeetr ]‘%MQ Oee:tr
200 o 3
— & —A B.
+ 7 ( e ”yt) (B.33)
Si deriva la (5.32), nella sua forma (5.42) ottenuta dalle posizioni (5.38, 5.41):
ot ot Oh om
= h t"'m 4+ ——t""h B.34
dectr  geetr T decir M T Deertr ( )
quindi si derivano la (A.10):
8ttr
S = 2a91 (B.35)
e la (5.41):
om 6a 5 [ OAy oh
=—— h A B.
aee,tr M2 gm (aee,tr + aee,tr ’Y) ( 36)
Si sostituiscono le (A.10, B.35, B.36) nella (B.34); si ottiene:
ot > OA O\ i
—(986’”" = a101+ Z ng® (aga 63; + 2866’“") eA’t (B37)
A=1
dove si e posto:
a1 = 2aghm (B.38)
Dalla sostituzione della (B.37) nella (B.33) e dopo vari passaggi si ricava:
ol 0A~y oh ot
ot = bs s + by Sorr + bse®"" + bgt (B.39)
dove si e posto:
2a 3
A
b6 = a7a19 — 6\/@ 7 (B41)

kM?
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Si sostituisce la (B.30) nella (B.32) e questa, insieme alla (B.39), nella (B.31). Si puo

finalmente esplicitare la derivata di p:

op OA~

8ee,tr =a aee,tr + C3ee’tr + C4t
dove si e posto:
ghbs
s = 2Ay
ghbe
G = 2A~

Inoltre, la sostituzione della (B.42) nella (B.30) fornisce la derivata di p,:

ap’c 8A7 e,tr
Dectr = d1 Jectr + d3e B d4t
dove:
dg = QA’}/bQCg
d4 = 2A7b204

(B.42)

(B.43)

(B.44)

(B.45)

(B.46)
(B.47)

Le derivate di p (B.42) e p. (B.45) vengono sostituite nella (B.32), in modo da ottenere:

oh 0A~ otr
aee,t'r = fl 8ee,tr + f3e ! + f4t
dove si e posto:
1
fs = —ZhAW (203 - d3)
1
f4 = —ZhA’}/ (264 — d4)

Infine, per ottenere la derivata di t, si sostituisce la (B.48) nella (B.37):

ot 0A
— ulee,tr ® 2 + u3ee,tr ® ee,tr + u4ee,tr ® t + alOI
aee,tv“ aee,tr
dove:
uz = axfs
Uy = agfy

(B.48)

(B.49)

(B.50)

(B.51)
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Imposizione della condizione di consistenza

Se vi ¢ sviluppo di deformazioni plastiche risulta: Ay > 0; quindi, le condizioni di
Kuhn-Tucker (5.233) implicano 'annullamento dell’equazione di snervamento f (3, p.) =
0. Differenziando questa relazione si ottiene la condizione di consistenza:

af af

df (B, p.) = =0 B.54
dove:

B
g = dp®" B.55
B = e (B.55)

op
dp. = < dpSt B.56
D apeﬂfr P ( )

Si sostituiscono le (B.18, B.42, B.4) nella (B.2); si ottiene:
op 0A

L__ T el + c3e”" + ¢yt (B.57)

ape,tr =a 8pe,tr
Analogamente, si sostituiscono le (B.27, B.51, B.4) nella (B.3); si ricava:
OAYy

ot 1
= 15" ® +use®" @1+uze”" @e“" +uet @t +ayy (I--1® 1| (B.58)
8pe,tr ape,tr 3

La sostituzione delle (B.57, B.58) nella (B.1) fornisce:

_0B_
ape,tr

0AYy
ape,tr
+ (d61 + u2€e’tT) X 1—|—a101 (B59)

= (al+we)® + (c31 + uze™™) @ e + (cal + use™’") @ t+

Si sostituisce questa espressione nel differenziale di 3 (B.55); si ottiene:

A
dﬂ — (011 +ulee,tr) (aape;yr . dpe,tr) + (031 +u3ee,tr> (ee,tr . dpe,tr) +

+ (041 + u4e6’”) (t-dpe”””) + (d61 + uQee’tr) (l-dpe’t’") +aiodp®" (B.60)

Nella precedente relazione si individua il differenziale di A~:

OAYy

d(Ay) = - dp™t" B.61
(A7) =3 e 0P (B.61)
Inoltre si e posto:
1
ds = c2 — 3410 (B.62)

La (B.60), insieme alla (4.55), viene sostituita nel primo addendo a secondo membro
della (B.54); dopo alcuni passaggi si ha:

of

93 ~dB = wid (A7) + wal-dp™"" + wze®"" - dp®"" + wyt-dp®"" (B.63)
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dove si e posto:

wi = ajcq + asuqt - e (B.64)
Wy = a1¢y + asust - €4 (B.65)
ws = ayics+ asust - € (B.66)
Wi = aicq+ azust - € + asaqg (B.67)

Si valuta adesso il differenziale dp,. della pressione di preconsolidazione:

. Op. 00 dect' \ T 95, (B.68)
ape,tr - opetr 8pe,tr 8pe,tr Oeetr :
Si sostituiscono in questa equazione le (B.21, B.45, B.4):
Ope A~y
=d dol + dse®" 4 dyt B.69
ape,tr 1ape,tr + 2 + 3€ + 4 ( )
e si ricava il differenziale considerato:
0A
dp. = d; 5 ;y ~dp®'" + dol - dp®'" 4 dse®™ - dp®'" 4 dyt - dp®'" (B.70)
pe, r
Inoltre, derivando la condizione di snervamento (4.50), si ottiene:
of
=—p B.71
o5~ 7P (B.71)

Le (B.63, B.70, B.71) vengono sostituite nell’equazione scalare (B.54) la cui risoluzione
fornisce il differenziale del parametro di consistenza:

d (Afy) — 7711 . dpe,tr + nQee,tr . dpe,tr + 773t . dpe,tr (B72)
dove si e posto:

wo — pds

= T 7 B.73

n w1 — pdy ( )
w3 — pds

= ——Q0 B.74

G wy — pdy ( )
Wy — pdy

= -0 B.75

G w1 — pdl ( )

Si sostituisce l'espressione di d (A7) nella (B.60) e finalmente, tenendo conto della
(B.55), si ottiene il tensore algoritmico elasto-plastico:

ar— P _ (611 + 62e°") ® 1+ (031 + 64€°") @ €' + (d51 + d6€™") @ t + ajol

ape,tr
(B.76)



APPENDICE B. CALCOLO DELLA TANGENTE ALGORITMICA

dove:

0 = am+ds 0y = wm + ug
03 = cimp+c3 04 = w1np + us
05 = M3+ ¢y 0 = u1nz + Uy

In componenti si ha:

CLZDB = (51 + (5282”) + (63 + 5462”) 6%”‘ + (55 + (5662”‘) tB + CLlO(SAB

131

(B.77)
(B.78)
(B.79)

(B.80)

dove d4p € il simbolo di Kronecker. Le posizioni assunte durante i calcoli sono riepilo-

gate in App. C.
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Riepilogo dei coefficienti

Sono qui riepilogate le posizioni assunte nei calcoli di R’ (par. 5.3.2 ¢ App. A) e del
tensore algoritmico a® (par. 5.3.3 e App. B)

Qe,tr
= PoeXp =
g 0 ( 7 >

1 U
h = exp {—ZAv@p—pC)}

9 6
= 1 Sl | A b - Ayt et
k kM* kM?
6c -1
m = <1+WA79h>
ay = 215_]50
6
ay = 2agm (1 — nghAv)
1202
as = - M2 (mgh)2
a, = t'ee,tr
3
“ =P
o ba 3 ) etr
ag = W(WAWHJGH —t-e )
18 9
ar, = <
kM4
6 A 3A otr .
ag = — ’Y( ;yt’e’t—”e’tH)
kM2 \ M
1 A~y oL ]
a = v oDPen€Xp |3 < 2p—pc
Y Xk {A—k< )
ajg = 2aghm
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b

ba

be

C1

Co

C3

Cy

S
fa
fs

410"

karas — WAV Hee’”H2
_ B
1+ (IgA’}/
6aAY | o4
as + a; (a4a7— 2 o \\2)

k M?
arag — 6u(l/A’}/
kM?

1+ 222gh (1 4 bsh) (1 — byAy)

1 P+ bygh?

B+ 223k (1 + bih) (1 — byAy)
ghbs

1+ 222gh (1 + bsh) (1 — byAy)
ghbe

1+ 222gh (I + bsh) (1 — byAy)

di = by(ay+2A7¢c)

dg = QA’}/bQCQ

d3 = 2A’7b203

d4 = 2A’Yb204
1

ds = c2— galo

1

= —zh [(11 -+ A’}/ (201 — dl)]
1

= —ZhA’Y (262 — dQ)

= —%hA’}/ (203 — dg)

1
= —%hA’)/ (264 — d4)

133
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up = az+axfy
1
Uy, = as | fo+<h
k
us = asfs
Uy = aofs
wy = aicp + asugt - e©"
Wy = aicy + asust - ee’”
_ e,lr
ws = aiC3+ asust-e
wy = aicy+ asugt - € + asaqg
1 wy — pdy
1 = T
wy — pdy
n = w3 — pd
2 = T
wy — pdy
Ny = wy — Py
3 = T Q0
wy — pdy

01 = am+ds
0y = wymy + uy
03 = cimatc
0y = wime+uz
05 = cim3+ ey
06 = uinz + Uy



