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Introduzione

Il presente lavoro di tesi conclude i tre anni di dottorato in Progettazione
dei Sistemi Meccanici presso il Dipartimento di Ingegneria Meccanica del-
I’Universita di Roma Tor Vergata. Durante ’attivita di ricerca sono state
esaminate talune metodologie di analisi di sistemi meccanici. Questo stu-
dio mi ha consentito di venire a conoscenza di strategie numeriche utili alla
modellazione dei sistemi meccanici ed alla simulazione dinamica degli stessi.
L’approccio cosiddetto multibody € probabilmente il pit noto ed attraverso
varie formulazioni dinamiche consente di pervenire in maniera sistematica al-
le equazioni della dinamica di una larga classe di sistemi meccanici. Uno dei
problemi che spesso si pone in questo settore e rappresentato dalla risoluzione
del sistema algebrico differenziale cosi ottenuto.

Gia attraverso il mio lavoro di tesi di laurea, consistito nello sviluppo ed
implementazione di un codice di calcolo per 'analisi dinamica 3D mediante
approccio multibody, ero venuto a contatto con questo tipo di problemati-
che. Un serio ostacolo sperimentato nel corso dell’integrazione numerica era
rappresentato dai vincoli sovrabbondanti oppure dai gradi di liberta oziosi,
spesso presenti nei sistemi meccanici. In questo caso, infatti, diventa neces-

sario risolvere le equazioni della dinamica mantenendo contemporaneamente
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un’elevata accuratezza nel soddisfacimento dei vincoli.

Nella prima parte del presente lavoro, richiamati i fondamenti teorici del
metodo delle equazioni di vincolo dovuto ad E.J. Haug, vengono proposte
e numericamente sperimentate talune formulazioni cui ricorrere (ortogona-
lizzazione dei vincoli, set minimo di coordinate, formulazione di Udwadia -
Kalaba). Inoltre viene proposta ed illustrata un’originale strategia di solu-
zione adatta alla simulazione di sistemi a vincoli sovrabbondanti o variabili.
Questa nuova strategia risolutiva, unitamente alle altre, e stata implementa-
ta in un codice di calcolo per 'analisi dinamica di sistemi meccanici spaziali
mediante approccio multibody, realizzato ed ampliato durante questi tre anni
di dottorato di ricerca.

Per quanto riguarda la formulazione di Udwadia-Kalaba, fondata sul prin-
cipio di minimo di Gauss, si € in particolare indagato sull’influenza della
metodologia di calcolo della matrice pseudoinversa sull’efficienza computa-
zionale (tempi di calcolo, accuratezza, affidabilita).

Nell’ottica di una modellazione sempre piu fedele della realta sono state
implementate anche coppie cinematiche con attrito. Si ¢ posta particola-
re attenzione alla modellazione dei cuscinetti a strisciamento in regime di
lubrificazione idrodinamica.

La seconda parte della presente tesi, richiamati i principi dell’algebra dua-
le, se ne propone I’applicazione nella modellazione di tolleranze geometriche
e dimensionali, o errori di montaggio, nei sistemi meccanici. L’approccio de-
scritto e stato applicato allo studio del rendimento di un giunto cardanico ed i
risultati numerici validati mediante i risultati sperimentali ottenuti dal banco
giunti allestito presso il Laboratorio del Dipartimento di Ingegneria Mecca-
nica di questa Universita. Infine, e stata impostata una metodologia per la

modellazione statistica delle tolleranze geometriche nei meccanismi spaziali.
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Anche in questo caso I'applicazione e stata rivolta ad un giunto cardanico. In
particolare si e studiata 'influenza delle tolleranze, generate in modo casuale
secondo distribuzioni predefinite, sui parametri cinematici di funzionamento

del meccanismo.



CAPITOLO

Analisi dinamica dei sistemi multibody

Nel presente capitolo viene illustrata la metodologia multibody per 1’analisi
dinamica di sistemi tridimensionali complessi, costituiti da un elevato numero
di corpi ed aventi un elevato numero di gradi di liberta. L’obiettivo e quello
di definire le equazioni necessarie allo studio del sistema, che andranno a
costituire un unico sistema di equazioni algebrico-differenziali la cui soluzione
definisce I'andamento delle coordinate del moto di ogni corpo al variare del
tempo. Le tecniche multibody ben si adattano, infatti, alla implementazione
su calcolatore data la complessita e l'elevato numero delle variabili in gioco.
L’idea di base e infatti quella di andare a comporre le equazioni del moto per
ciascun corpo appartenente al sistema a prescindere dalla morfologia dello
stesso, di cui si terra conto con l'introduzione di ulteriori equazioni relative

ai vincoli presenti nel sistema [1, 2, 3].



1.1 Parametri di Eulero, matrice di spostamento e velocita angolare

1.1 Parametri di Eulero, matrice di sposta-
mento e velocita angolare

Per poter correttamente individuare un corpo nello spazio sono necessari al-
meno sei parametri: tre per individuare la locazione di un suo punto (di solito
il baricentro) e tre per definirne I'orientamento nello spazio. Generalmente i
primi tre parametri corrispondono alle coordinate cartesiane del punto preso
come riferimento, mentre gli altri tre sono definiti dagli angoli di Eulero:
angoli di rotazione intorno agli assi coordinati necessari per sovrapporre i
riferimenti tra cui avviene la rotazione. Va pero notato che nella trattazione
seguente vengono impiegati i parametri di Eulero come descrittori della rota-
zione. Essi sono quattro, anziché tre come gli angoli, e possono essere definiti
nella seguente maniera: dato un sistema di n corpi rigidi vincolati tra di loro,
sia O — XY Z un sistema di riferimento cartesiano inerziale, e 0; — ;y;2;
un sistema di riferimento cartesiano non inerziale, associato al corpo rigido
i~esimo (i = 1..n) e ad esso solidale. Si faccia compiere al suddetto corpo

una rotazione di un angolo ¥ attorno ad un asse « il cui versore e:

{@} = {u1,us, us}" (1.1)

i parametri di Eulero saranno allora:

(

s ¥
€p = COS 5
U
€1 = U S1n +
2 (1.2)
GQIUQSiD%
— L ¥
\63—U3S1D2

tra cui sussiste la seguente importante relazione (detta anche vincolo di

normalizzazione):
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ceteltestes—1=0 (1.3)

In funzione di essi e possibile definire la matrice di spostamento assoluto
del corpo i-esimo, che descrive lo spostamento del medesimo dalla posizione

iniziale a quella finale:

2e% + 22 — 1 2eje9 — 2ege3 2e1e3 + 2epe3
[A]? = | 2e1e9 + 2ege3 2€3 + 2e3 — 1 2e9e3 — 2epey (1.4)
26163 — 26062 26263 + 26061 26(2) + 26?;’ —1

Questa puo anche essere ottenuta come prodotto di due matrici (3 x 3), [E]}

e [G]Y, definite da:

—€1 €y —€3 €2
[E]?: —€y €3 €y —€ (1-5)

—€3 —€2 €1 €p

—€1 €p €3 —€9
[G]?: —€2 —€3 € €1 (1.6)

—€3 €2 —€1 €

Al = B [6T]; . (1.7)

(2

Dato un generico vettore {v} = {v1,v9,v3}", la corrispondente matrice anti-

simmetrica, o skew matriz, [0] & definita come:

0 V3 —V2

[@]: —v3 0 vy : (1-8)

Se {x} = {21, 22, 25}" & un generico vettore in K3, il prodotto vettoriale:

{v} Az}



1.2 Equazioni di vincolo

produce lo stesso risultato del prodotto scalare:

0] {z} .

Si pud dimostrare che tra la velocita angolare {w} e la derivata rispetto

al tempo dei parametri di Eulero {p} sussistono le relazioni:

{w} =2[E]{p} (1.9)
{w} =2[G]{p}* . (1.10)

1.2 Equazioni di vincolo

1.2.1 Riferimento del giunto

Si consideri un generico corpo 7 ed una terna cartesiana associata o; — x;y;2;
ad esso solidale, che ne permette di definire la posizione e 'orientamento
rispetto al riferimento inerziale O — XY Z. Ai fini della caratterizzazione dei
vincoli e utile introdurre, per ogni coppia cinematica, un riferimento d’assi
cartesiano P,_z;y; 2, detto riferimento del giunto, avente origine nel punto
P, e solidale anch’esso al corpo <. La posizione angolare di tale riferimento
sia definita dalle componenti dei versori {f;}, {g:} e {h;}. In particolare,
il versore {h;} ¢ individuato dal punto ); posto sull’asse z; ed a distanza
unitaria da P;; analogamente, il versore {f;} resta individuato dal punto R;
posto a distanza unitaria da P; sull’asse z,. Infine, la direzione ed il verso
del versore {g;} discende dal prodotto {g;} = [71] {fi}- T punti P, Q; e R;
costituiscono i punti di definizione del giunto.

Le coppie cinematiche che vengono prese in esame sono le seguenti:

1Se 1a velocita angolare ¢ espressa nel riferimento inerziale.

2Se la velocita angolare & espressa nel riferimento locale del corpo.
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1. Coppia rotoidale
2. Coppia prismatica
3. Coppia cilindrica
4. Coppia sferica

5. Guida

Per ognuna di esse in questa sezione si suggerisce il modo con il quale e

possibile definire i riferimenti dei giunti ad esse associati.

1.2.2 Coppia Rotoidale

Figura 1.1: Coppia rotoidale

Con riferimento alla figura 1.1 si pongano:

e P e P; nel centro della coppia
e h; ed h; paralleli all’asse della coppia

e fi ed f; perpendicolari all’asse della coppia
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Figura 1.2: Coppia prismatica

1.2.3 Coppia Prismatica

Con riferimento alla figura 1.2 si pongano:
e P e P; sull’asse della coppia
e ; ed h; paralleli all’asse della coppia
e f; perpendicolare all’asse della coppia

e f; perpendicolare all’asse della coppia ed a f;

1.2.4 Coppia Cilindrica

Con riferimento alla figura 1.3 si pongano:
e P e P; sull’asse della coppia
e ; ed h; paralleli all’asse della coppia

e fi ed f; perpendicolari all’asse della coppia
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Figura 1.3: Coppia cilindrica

1.2.5 Coppia Sferica

Con riferimento alla figura 1.4 si pongano:

e P e P; nel centro della coppia

® h;, fi, hj ed f; qualsiasi

Corpo i

Figura 1.4: Coppia sferica

1.2.6 Guida

Con riferimento alla figura 1.5 si pongano:
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Figura 1.5: Guida

P, sull’asse del cilindro

P; nel centro della sfera

h; parallelo all’asse del cilindro

fi perpendicolare all’asse del cilindro

hj ed f; qualsiasi

1.2.7 Gradi di liberta

La determinazione dei gradi di liberta del sistema puo essere effettuata tra-
mite la formula di Kutzbach [21]. Tale formula viene dedotta sottraendo dai
gradi di liberta dei corpi considerati mobili i gradi di vincolo introdotti dalle
coppie cinematiche presenti. Per meccanismi spaziali, quali sono quelli che si

andranno ad analizzare, tale formula si scrive:

F=6(-1) Z 6— f) (1.11)

dove si ¢ indicato con:
F: i gradi di liberta del sistema;
[: il numero dei membri compreso il telaio;

J: il numero delle coppie cinematiche;
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fir il grado di liberta della coppia i—esima.
I gradi di liberta delle coppie cinematiche precedentemente descritte sono

riassunte nella tabella 1.1.

Tabella 1.1: Gradi di liberta delle coppie cinematiche

Coppia cinematica | f | Moti relativi inibiti
Rotoidale 1 3 trasl. + 2 rot.
Prismatica 1 2 tasl. + 3 rot.
Cilindrica 2 2 trasl. + 2 rot.

Sferica 3 3 traslazioni
Sfera nel cilindro 4 2 traslazioni
Giunto cardanico 2 3 trasl. + 1 rot.

1.2.8 Vincoli di base

La formulazione delle equazioni dei vincoli introdotti dalle coppie cinematiche
presenti nel sistema, necessita della definizione preliminare di condizioni, i

vincoli di base per I'appunto, di cui esse stesse sono costituite:

Primo vincolo di ortogonalita. Se {a;} e {a;} sono due vettori ortogo-

nali se:

o ({a}? {a}*) = {al} [AT]] 4] {0} =0 (1.12)

Secondo vincolo di ortogonalita. Se {a;} ¢ un vettore appartenente al

corpo ¢ e {d;;} € un vettore congiungente due punti appartenenti rispettiva-
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Figura 1.6: Geometria primo vincolo di ortogonalita.

mente 'uno al corpo i e l'altro al corpo j (v. Figura 1.7), il primo vettore

sara ortogonale al secondo se:

P2 ({ai}(o) ’ {dij}(O)) _

= {al} TAT] (4@ + 1R {73 = £} = 1A {57)Y) =0
(1.13)

X Y

Figura 1.7: Geometria secondo vincolo di ortogonalita.
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Figura 1.8: Vincolo sferico

Vincolo sferico. Dati due punti P; e P; appartenenti rispettivamente al

corpo 7 ed al corpo j (v. Figura 1.8), essi saranno coincidenti se:

U (P, Py) = {di}" =

A (1.14)
{7”@ 0) +]A {s }(l {r] ];) {SPJ-}(J) = {0}

Figura 1.9: Vincolo di distanza

Vincolo di distanza. La distanza tra due punti P; e P; appartenenti ri-
spettivamente al corpo i ed al corpo j sara costante e pari a C se (v. Figura
1.9):

U (P, P, 0) = {df} " {d) — O = {0} (1.15)

Primo vincolo di parallelismo. Il versore {h;} appartenente al corpo

i, ed il versore {h;} appartenente al corpo j saranno paralleli se (v. Figura
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f =

Figura 1.10: Geometria del primo vincolo di parallelismo

1.10):
v ({3 (h) )

wr ({hi}(o) {hj}(m) T e ({gz-}(o) , {hj}(0)>

o ({fj}(O),{hi}(O)) ) (1.16)
e (e ) |

Figura 1.11: Secondo vincolo di parallelismo

Secondo vincolo di parallelismo. 1l versore {h;} appartenente al corpo
i, ed il vettore {d;;}, congiungente due punti appartenenti rispettivamente

I'uno al corpo i e laltro al corpo j, saranno paralleli se (v. Figura 1.11):

v ({0 (i} )

= {0} (1.17)
v ({9 {d,})

({0 {d}) =
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1.2.9 Equazioni di vincolo della coppia rotoidale

Una coppia rotoidale che vincola due corpi ¢ e j consente rotazioni relative
attorno ad un asse comune (asse della coppia), ma preclude traslazioni rela-
tive lungo quest’asse. Con la disposizione del riferimento del giunto come in

figura 1.1, 'espressione algebrica dei vincoli sara la seguente:
v (Plv P j)

T (i ) f -

1.2.10 Equazioni di vincolo della coppia prismatica

Una coppia prismatica consente ai due corpi collegati solamente traslazioni
relative lungo un unico asse comune e preclude rotazioni relative. Con la di-
sposizione del riferimento del giunto come in figura 1.2, I’espressione algebrica

dei vincoli sara la seguente:

v ({13 (n)®)
p—1 yr ({hi}(O) {dij}w)) = {0} (1.19)
gl ({fi}m) 7 {fj}m))

1.2.11 Equazioni di vincolo della coppia cilindrica

Una coppia cilindrica ¢ analoga ad una coppia rotoidale consentendo pero, in
piu, traslazioni relative lungo 1’asse della coppia stessa. Con la disposizione
del riferimento del giunto come in figura 1.3, I’espressione algebrica dei vincoli

sara la seguente:

pP1 ({hi}(o) {hj}(0)>

¢= P2 ({hi}(o) {dij}(O))

— {0} (1.20)



1.3 Matrice Jacobiana dei vincoli di base

17

1.2.12 Equazioni di vincolo della coppia sferica

Tale vincolo preclude qualsiasi tipo di traslazione relativa permettendo invece
le rotazioni relative attorno a tre assi mutuamente ortogonali. Con la dispo-
sizione del riferimento del giunto come in figura 1.4, I'espressione algebrica

dei vincoli sara la seguente:
S = U8 (P, P}) = {0} (1.21)

1.2.13 Equazioni di vincolo della guida

Tale vincolo preclude le due traslazioni relative ortogonali all’asse della cop-
pia. Con la disposizione del riferimento del giunto come in figura 1.5, l'e-

spressione algebrica dei vincoli sara la seguente:
G = v ({n} {4} = {0} (1.22)

1.3 Matrice Jacobiana dei vincoli di base

Nello sviluppo di modelli di meccanismi spaziali, ovvero con membri caratte-
rizzati da moto tridimensionale, si e fatto ricorso ai vincoli base la cui oppor-
tuna combinazione, come si e visto, consente di riprodurre matematicamente
i vincoli introdotti dalle coppie cinematiche presenti nel meccanismo. In par-
ticolare, ciascuna coppia cinematica contribuisce al sistema delle equazioni
{U} = {0} con un numero di equazioni scalari pari ai gradi di liberta che
la coppia stessa sopprime. La struttura algebrica di tali equazioni dipende
dai vincoli base coinvolti nella caratterizzazione della coppia cinematica. Cio
consente di rendere sistematica e modulare la procedura di assemblaggio delle

equazioni di vincolo.
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Per completezza di trattazione, restano ancora da dedurre, per ciascun
vincolo base, le rispettive espressioni algebriche, dei blocchi di matrice Ja-
cobiana e degli elementi del vettore {7}. Nella programmazione del metodo
delle equazioni di vincolo, dovranno essere predisposte delle subroutines, at-
te alla valutazione numerica delle suddette espressioni algebriche ed eseguite
allorché il relativo vincolo base ¢ presente nel sistema {¥} = {0}.

Gli elementi del vettore posizione {q} comprenderanno sia quelli del vet-
tore {r}(o), dell’origine del riferimento cartesiano locale, sia quelli del vettore
{p} dei rispettivi parametri di Eulero.

Per i due corpi, sara dunque

per il corpo @

per il corpo j.

1.3.1 Blocco matrice Jacobiana per primo vincolo base

di ortogonalita
Tale vincolo, com’e noto, e espresso dalla relazione
v = {a, )" {0} = {a,}" [AT]; [A]) {0} =0, (1.23)

essendo ¢ e j gli indici che distinguono i corpi collegati dalla coppia cinema-
tica.

11 differenziale di WO vale

007 = {a}" FAL 1AL {0} + {0} [AT]] AT {03}
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per cui, tenuto conto delle uguaglianze

[6A]]) = [A]] [07,)@
[6A]) = [A]) [07;]9

segue

0% = {a,} [577]7 [AT]] 1AL {3 + {ai} V" [AT]] AP [67,)9 {a;} V)
= {a}9" [AT)T 1A 67 {0} + {ai} " [AT])[A]) 107,09 {a,}9)

ovvero

SPOl — _ {aj}(j)T [AT]? [A]? [ai](i) {57ri}(i)—{ai}(i)T [AT]S [A]? [5j](j) {57Tj}(j) ’

da cui
%:(0) _ {07 0. 0} (1.24a)
% = —{a}?" [T AR @) (1.24b)
d?f:@) _ {07 0. 0} (1.24c)
T = e A (1.244)

1.3.2 Blocco matrice Jacobiana per secondo vincolo

base di ortogonalita
Il secondo vincolo di ortogonalita ¢ espresso dalla relazione

Jo? = {ai}(O)T {dij}(O) —
= {ai}(i)T [AT}? ({Tij}(o) + [A]? {Sj}(j) — (¥ - [AJ; {S"}(i)> =0,
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per cui il rispettivo differenziale risulta essere
50 = {a} " [SAT)] () + {a) " [AT]] ({6r)” + 54T {53
— {or} — Al {1} =
= ()" [577]" [A7)] 4} + {0 [47)] ({0r} )+
+ (AR 197 {539 — {0rsy® — (A 07 {s:}”) =

)

— AL Y (51 — (5 + (A ) {670

= (O LA () {0} [AT]! (or)

ovvero

60 = — {a} V" [AT]) {or}® + ({0} 5" = (i} (AR @] ) {omi}®

+{a D" [AT)? {or O — (@} (AT (AL [BY (6m ) L (1.25)

Pertanto, in definitiva, si ha

% = —{a}" [47]] . (126
dc{lio}ii) - <{az’}(”T 5 — 4y} (41 Wi) ’ (1260)
%,0}2(0) _ {ai}(i)T [AT}? ’ (1.26¢)

aver {0} [AT)°| ALEY (1.26d)

d {m;}"”



1.3 Matrice Jacobiana dei vincoli di base

21

1.3.3 Blocco matrice Jacobiana per primo vincolo base

di parallelismo

Il primo vincolo base di parallelismo e costituito dalla combinazione di due

vincoli base di ortogonalita del primo tipo, dunque

d{v" ({fi} . {h;})}

TR ZEm:
et | e () ) (1:27)
d{q:}

1.3.4 Blocco matrice Jacobiana per secondo vincolo

base di parallelismo

Il secondo vincolo base di parallelismo e costituito dalla combinazione di due

vincoli base di ortogonalita del secondo tipo, dunque

d{v” ({f;} {dy})}
d{v” ({hi} ,{di;})}

= d{%‘}
d{g} d{v” ({g:}, {dij}) }
d{%}

(1.28)

1.3.5 Blocco matrice Jacobiana per vincolo sferico

L’equazione relativa al vincolo di coincidenza tra punti P; e P; appartenenti

a due corpi distinti risulta essere
U = {3+ (A {539 = {r} = (A s} = 0. (1.29)
Pertanto, il relativo differenziale assume 1’espressione
0w = {0} + [5A)] {5,397 — {or:}” + (64} {3,
OVVero

o0 = {0} — [A]Y 5, {om; 39 — {or 3V + [A]) [5:] {6m}" . (1.30)

2
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In definitiva, si ha

100
d{T*}
Ary® vLo ot
001
dd{f;i> AL (1.31b)
100
a{v}
d{r;}® VLo (131
001
% =—[A]}5) . (1.31d)

1.3.6 Blocco matrice Jacobiana per vincolo distanza

costante

L’equazione che traduce il vincolo distanza costante risulta essere
v = {d;} {d,; 30 -2 =0, (1.32)

essendo c la distanza costante tra i punti P; e P; appartenenti a corpi distinti.

Il differenziale di tale espressione vale

PSS =92 {dij}(O)T {5%}(0)
=2 {dz‘j}(O)T ({57“j}(0) _ [A];) [gj]j {(57Tj}(j) — {57~i}(z‘) + [A]? [gz]l {57Tz‘}(i)>
(1.33)
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per cui, in definitiva, si ha

d\I]SS

d{r}® =2 {dz‘j}(o)T ; (1.34a)
df{lzs}ii) =2{di}"" [A)[E] . (1.34b)
d*c{lz;o) =2{d;}"" | (1.34c)
d{d%m = 2 {d,}O" ALY (1.34d)

1.4 1l vettore {7} per i vincoli base

Le espressioni dei blocchi della matrice Jacobiana per i vari vincoli base
introdotti, verranno ora ulteriormente derivate rispetto al tempo per poter
definire il vettore {7} delle accelerazioni per i vincoli di base. Negli sviluppi

algebrici si dovra, inoltre, impiegare la seguente uguaglianza

4] =4 @y

i

1.4.1 Primo vincolo di ortogonalita
Tenute presenti le espressioni
o = —{o}? (AT (AR @)
wo = {a}" [ATT] (AR (@)

by = {0} [AT] AR @)~ () (A7) [4]

7
7

(2

= {a}?" B AT 1AL @) = {e}? [ATTT AR B @)
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by =~ {a}" [A7] B @Y - (@l (47} [A] @
= {a,}"" &) [AT)) AP (@) — {ad®" [AT)) (AL @) (6,

In definitiva, essendo

[
. . {Wi}(i)

Pt o= [oiosg]| 40 1
{wj]}(j) '

= - ] @ = 2] ()

segue

7 ={a 3" ([AT]] 1AL B - 357 [AT] A1) @] {wi
sy (A7) 1AL B3 — ' [A"]] [AR) (@ {ws}? |

ovvero

VAR @] )

7

[A]?) {a;}® (1.35)

" ({ai}, fag}) = {a}9" ([47

+ @) (@) [AT

1.4.2 Secondo vincolo di ortogonalita

Tenute presenti le espressioni
v = = ) [A7);
e = {a} " Bl — {dy)" (4]} @)
w2 = ()" [AT];
v = —{a} [AT]V AR Y
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v = = [02] () = [0 (- (8] ) - 9] ()
1 = B AT (6 - 1))
# {do} ™ 1A + 10 o | )
L} (@ [AT]] 1A = (A7) 1AL B3 ) B {5} (1.36)
{ag}” = (01 + A @Y (59 = () = (AP ) )
La (1.36) si semplifica nella
1 (b)) =2 ) O @) (A7)0 ({)© - (30 +
+2 {5} P [AT]] 4] @] e} +
—{s}?" (@) (@) i} + (1.37)
_{Sj}j)T [‘;J]A[wj] [AT} [A ](‘){ai}(i)Jf
— g} AR @] 5] {ei}®

1.4.3 Primo vincolo di parallelismo

Il primo vincolo di parallelismo e costituito combinando due equazioni di

vincolo di perpendicolarita del primo tipo, pertanto

) = YL ({fi} {hs}) (1.38)
Yt ({gi}, {hs})
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1.4.4 Secondo vincolo di parallelismo

Il secondo vincolo di parallelismo e costituito combinando due equazioni di

vincolo di perpendicolarita del secondo tipo, pertanto

1 (Ui} ) )

L Al DU

1.4.5 Vincolo sferico

Tenute presenti le espressioni
\I[s = - [I3><3] )

Ti

v o= [AF B

Uy

\Ijij - [I3><3] )
v = AUV

sara
0y = = [ = [0, ] f}® |
ovvero

{ry =A@ @] {s}" — (A G G {s3 . (1.40)

2

1.4.6 Vincolo sferico-sferico o di distanza

Tenute presenti le espressioni

v = —2{d;}0"

v =2{d;} (A5
ss 0)T

v =2{d;}"

v = —2{d,;}V [A]N[5)
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A = [\I’iﬂ {,,;Z,}(O) B [\I,ij {wi}(i) . [\I'if] {fj}(o) B |:\I[frj] {wj}(j) ’
N {dij}(O)T {dz‘j}(O) n
=2 {ds}" ([ &P @l {53 - ARGl @) {s9) . (1.41)

[d,)" = )0 4 (AL B (59 — (3 — (AP B (s

1.5 Equazioni del moto

Per la deduzione delle equazioni del moto si ricorrera all’approccio lagran-
giano. Per fare cio € necessario introdurre il principio di d’Alembert secondo

cui, per un sistema di N masse, ¢ possibile scrivere la seguente relazione:

Z (?Z - mkﬁk) : 57k =0 (142)

N
k=1
dove:

é
F'{ rappresenta le forze esterne;
— . . . .
my, a i, il termine inerziale;
—_ . . . . .
0 'y il vettore degli spostamenti virtuali.

Se tale sistema ha n gradi di liberta, scelto I'insieme di coordinate generaliz-

zate (q1, 4o, -, qn), € possibile introdurre la trasformazione

Fk :Fk<q17QQ7“'7qn7t> (143)
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tra le componenti dei vettori posizione {r} e le suddette coordinate generaliz-
zate. Manipolando I'espressione (1.42), tenendo presente la (1.43), si perviene

alle equazioni di Lagrange nella seguente forma:

d (0T\ oT |
7(%ﬁ_ggzgj (j=1l.n) (1.44)

dove:

T': energia cinetica del sistema;

{q}: vettore delle coordinate generalizzate;

{q}: vettore delle derivate rispetto al tempo delle coordinate generalizzate;
{Q}: vettore delle forze generalizzate, esprimibili come:

- 8 Tk 5W
F¢ = 1.4

Se si effettua un’ulteriore distinzione fra forze conservative e non conser-
vative agenti sul sistema e si introduce la funzione lagrangiana L, definita
come la differenza fra l'energia cinetica e quella potenziale (associata alle

forze conservative), la (1.45) puo essere riscritta nella seguente maniera:

d (0L oL NC .
JR— - —_— = . — 1... 1-46
(57) -5 =@ G=tn o
che si semplifica ulteriormente nel caso di assenza di forze non conservative:
d (0L ) oL
— (=) -===0 j=1.n) . 1.47
(3%’ g ( ) A

Se si tiene ulteriormente presente che, per il sistema in esame, e necessario
che vengano anche soddisfatte le equazioni di vincolo, la relazione (1.47) sara
ancora valida a patto che L venga considerata come lagrangiana estesa avente

la seguente forma:

L=T—=V =V + .. + 1,0, (1.48)
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dove {\} rappresenta il vettore dei moltiplicatori di Lagrange mentre {¥} il
vettore delle equazioni di vincolo.
L’applicazione della (1.47) alla (1.48), come detto, porta alla definizione

delle seguenti equazioni del moto:

[M]{q} + [vg] {A} = {Fe} (1.49)

Per poter definire nella sua interezza la (1.49), bisogna determinare la

matrice delle masse [M] ed il vettore delle forze generalizzate {F.}.

1.6 Matrice delle masse

La matrice [M] presente nell’equazione (1.49) ha dimensioni (7n x Tn) e la

seguente forma:

My (0] o [0
0] [Ms)] o [
M= . . . . . (1.50)
0] 0] - My ] [0
0] (o] 0] [M,]

Per determinare la singola matrice [M;] si puo ricorrere ad un criterio
energetico. Si puo definire, infatti, I’energia cinetica posseduta dal generico

COrpo come

T, = oo {57} () + 5 (WP} () (1.51)

dove si e indicato con:
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m; la massa del corpo;

{7;} il vettore velocita del baricentro del corpo;

{w;} il vettore velocita angolare del corpo;

[J;] il tensore di inerzia del corpo.

Ricordando la relazione (1.10) relativa alla velocita angolare ed introducendo

T
il vettore {¢;} = {Tz Ty T. €0 €1 € 63} , la (1.51) puo essere riscritta in

forma piu compatta come:

7= 5 {af} (M) i}

Da questa relazione la matrice [M;] avra cosi la seguente forma:

[O] (4x3)

4[G)" [J][Gi]

1.7 Forze generalizzate

(7TxT)

(1.52)

(1.53)

Le forze generalizzate possono essere considerate derivanti o da forze e/o

coppie esterne oppure dalle reazioni degli elementi molla/smorzatore presenti.

In qualsiasi caso 'obbiettivo & quello di definire il vettore {Q;} i cui elementi

possono essere calcolati secondo la seguente relazione:

Qi

W
5Qj

(1.54)

dove si ¢ indicato con W il lavoro virtuale delle azioni esterne agenti e con

0q; la coordinata generalizzata.
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1.7.1 Forze esterne

Per il generico corpo i, se {f;} ¢ la forza agente su di esso ed {s;} il vettore
che collega il suo punto di applicazione con l'origine del sistema di riferimento

locale o;_x;y;2; , il vettore forze generalizzate sara dato da:

{3 AL { £}
2(87; [0 (50 [ 206 [2] (5

1.7.2 Coppie esterne

Se {;} € la coppia agente sul corpo i, il vettore forze generalizzate sara dato

1 — {0}(3xl) _ {0}(3><1)
@ 2 [E7]) {r}" 2 [G7]° {7} 0

1.7.3 Sistema molla/smorzatore traslazionale

Con riferimento alla Figura 1.12 sia {d;;} e il vettore, avente modulo [, che
definisce la distanza tra i punti P; e P; di ancoraggio del dispositivo, rispet-
tivamente sul corpo i e sul corpo j; {sp;} @) il vettore che collega il suo
punto di ancoraggio sul corpo ¢ con l'origine del sistema di riferimento locale
0; — x;y; % ed infine {sp;} (4) i1 vettore che collega il suo punto di ancoraggio
sul corpo j con l'origine del sistema di riferimento locale o; — z;y;z2;, i vettori
forze generalizzate per i corpi i-esimo e j-esimo saranno dati rispettivamente

da:

F {di;}*
Tt ] o
dy; (0)
{%}=—§ tas) , (1.58)

2 [GT]? [ 5%)} [AT]? {di;}
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Figura 1.12: Attuatore dinamico lineare

dove:

F=k(l—1l)+c+rFa (z,z’,t) (1.59)

e il modulo della forza generata dal dispositivo, ed F, la forza generata da
un’eventuale attuatore posto in serie ad esso. La distanza [ e la sua derivata

[ si possono calcolare con le seguenti formule:

? = ({d} {di}) (1.60)
{dg} {di;}

| = —— (1.61)

1.7.4 Sistema molla/smorzatore rotazionale

Nella modellazione di un sistema meccanico, non e raro il caso di dover intro-
durre un elemento molla-smorzatore viscoso tra i corpi ¢ e j collegati da una

coppia cinematica che consente gradi di liberta rotazionali nel moto relativo
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- =

hj Ehj

Figura 1.13: Attuatore dinamico angolare

tra i corpi medesimi (e.g. coppia rotoidale, cilindrica, etc.). In tale evenienza
e opportuno disporre delle espressioni delle forze generalizzate dovute ad un
elemento molla torsionale-smorzatore viscoso-attuatore angolare.

Con riferimento alla nomenclatura di Figura 1.13, si ipotizzi, senza perdita
di generalita, che la rotazione influenzata dal suddetto elemento avvenga nel
piano z;, y;, del riferimento del giunto relativo alla coppia cinematica k™ tra

i corpi ¢ e j. Il modulo 7 della coppia agente sui due corpi sara
T = ky (9 — ) + gl + T, (19,19,75)
ove e

e ¢ I'angolo tra i versori f; ed f;, di segno algebrico positivo se antiorario

quando sia misurato a partire dal primo di tali versori, (se si compie
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pill di una rotazione tale angolo sara maggiore di 2)3;
e ky la rigidezza torsionale della molla;
e ¢y il coefficiente di smorzamento viscoso torsionale;
e 7, la coppia esercitata dall’attuatore.

Il lavoro virtuale compiuto da 7 per una rotazione virtuale §1 sara
oW = —=T49 .
Per valutare 01 si applichera alla velocita angolare {wj}(j ) la trasformazione
{3 = [AT]] AT} {w}?,

per cui si definiranno le componenti nel riferimento locale o; —x;1;2; del corpo

i.

3Per conoscere il valore dell’angolo ¥ si pud procedere come segue:

1. si osserva che la posizione del versore dell’asse x;, del riferimento del giunto £™,

valutata in quello del corpo o; — z;y,z;, risulta essere
U = (B}

2. si esegue la trasformazione

i 0 410 j

L} = [AT] AL {53
3. si esegue la trasformazione

(in) — onie 110 - : )" a0
(A =10 = [ o ()] 18

4. si calcola

9 = ATAN2 (£ (2), /") (1)) .
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Essendo

59 = (1~ 1)) )1
= (AT AR o) — () (r) 61
= (2[ATIV ARG 0m) —21GT {6p}) {0}

I'entita della rotazione virtuale relativa attorno al versore fzz le richieste

espressioni delle forze generalizzate in questo caso saranno

(Q}=T { 2 [G{Toftf;;}<i> } | (1.62a)

{Qi} = —T{ . {0}‘2“ | } . (1.62b)
2[G7]; [AT]; 1AL} (R}



CAPITOLO

Metodologie di integrazione numerica

L’approccio multibody per la descrizione della dinamica di un sistema mecca-
nico mediante un set ridondante di coordinate (come esposto nel Capitolo 1),
comporta la risoluzione di un sistema algebrico—differenzile (DAE) di indice

3 costituito dalle equazioni del moto e dalle equazioni di vincolo:

[M] {} + 19" {0} = {@} .
(¥ (g, 1)} = {0}

Le formulazioni cosiddette ridondanti offrono sostanziali vantaggi quali:

(2.1)

e caratteristiche cinematiche dei membri ottenute simultaneamente e sen-

za calcoli aggiuntivi;
e semplicita di sviluppo e manutenzione del codice di calcolo;
e possibilita di calcolo delle reazioni vincolari nelle coppie cinematiche;
e impiego di algoritmi ottimizzati per le matrici sparse;

Per contro, tali formulazioni richiedono la generazione e la soluzione di sistemi
di equazioni algebrico-differenziali di indice elevato quale il sistema (2.1).

Cio ha indirizzato la ricerca verso I'impostazione di strategie che riducano la

36



37

soluzione del problema all’impiego di metodologie di integrazione numerica
dei sistemi di equazioni differenziali ordinarie. Esistono diversi riferimenti in
letteratura riguardanti algoritmi risolutivi per sistemi DAE [4, 5, 6].
L’approccio piu diretto per la risoluzione del citato sistema consiste nel

riformularlo secondo I'indice 1. In questo modo le equazioni descriventi la di-
namica nel sistema (2.1) vengono risolte contemporaneamente alle equazioni
di vincolo sulle accelerazioni:

[M] @} +[v,]" A} = {@)

2, {d} = {7} |

(2.2)

dove

{7} = —(W]{a}), {d} = 2[Yaul {q} —{¥u}. (2.3)
Per quanto riguarda la soluzione di tale sistema, un’elementare strategia di
soluzione consiste nel risolvere il sistema (2.2), al tempo ¢t = t;, rispetto alle
variabili ¢; e \; e di stimare, per differenze finite, velocita ¢;.1 e posizioni ¢;1.
Purtroppo tale modo di procedere non consente di mantenere sotto controllo

possibili violazioni delle equazioni di vincolo ¥ = 0.

2.0.5 La formulazione stabilizzata di Baumgarte

Il metodo di soluzione descritto in prosieguo, dovuto a J.W Baumgarte [7, §]
e particolarmente adatto per la simulazione di sistemi meccanici, consente di
limitare le suddette violazioni.

Riassumendo i termini del problema si puo dire che deve essere soddisfatto

il sistema di equazioni non lineari
U=V(qgt)=0 (2.4)
nelle incognite ¢, ed i due sistemi lineari,

U= [0, {¢} +{¥:} =0, (2.5)
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U= [0){q} - {1} =0, (2.6)

rispettivamente nelle incognite {¢} e {G}, che dal primo discendono per deri-
vazione successiva rispetto al tempo. L’idea di Baumgarte ¢ quella di smor-
zare le violazioni delle equazioni di vincolo durante l'integrazione numerica
inserendo le violazioni medesime nella (2.6). In particolare, si aggiungono a
quest’ultima le suddette ottenendo cosi il sistema di equazioni differenziali

nella incognita vettoriale ¥
U+ 200 + 2T =0, (2.7)

essendo « e [ funzioni peso, positive e diverse da zero, che I'utente fissa a
proprio piacimento. Affinché ¥ riduca le sue oscillazioni attorno allo zero e
sia cosi favorita la stabilita del metodo viene suggerito di imporre a=g3, cor-
rispondenti a condizioni di smorzamento critico. Per quanto detto, il sistema
(2.2) si trasforma nel seguente
M el " (2.
v, 0 A v —2a¥ — (20U
da risolvere, al tempo t = t; , rispetto alle variabili ¢; e \;. Successivamente,
per differenze finite, si stimano velocita ¢; 1 e posizioni ¢; ;1 al tempo ¢t + At.
L’esperienza suggerisce di assegnare ad o e § valori numerici pari all’in-
verso del passo di integrazione, tuttavia strategie piu sofisticate nella scelta
di tali parametri sono proposte da C.O Chang e P. Nikravesh [9].
Si fa osservare che i valori dei moltiplicatori di Lagrange A calcolati tra-
mite la (2.8) potranno discostarsi notevolmente da quelli cui si perviene ri-
solvendo la (2.2), per cui non sono affidabili per valutare le reazioni vincolari

nelle coppie.
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2.1 Partizionamento delle coordinate

Per ricondurre la soluzione del sistema di equazioni algebriche-differenziali
(DAE) a quella di un sistema di equazioni ordinarie differenziali (ODE) ci si
puo avvalere del metodo del partizionamento delle coordinate [10, 11] di cui
si fa rilevare 'importanza sia sotto il profilo teorico che sotto quello storico
in quanto fu per la prima volta implementato nel software multibody DADS,
sviluppato da E.J. Haug, P. Nikravesh, R. Wehage.

Il metodo prevede, innanzitutto di partizionare e riordinare il vettore delle
coordinate generalizzate ¢ € R" in due set v € R/ e u € R™ di coordinate
indipendenti e dipendenti, rispettivamente [10]. Se r ¢ il rango della matrice
Jacobiana, il numero degli elementi del vettore {v} sara pari ai gradi di liberta

del sistema, ovvero f = n — r. Grazie a tale operazione, le note equazioni

(Wl {d} = —{¥:} , (2.9a)
(ol {d} ={~} , (2.9b)

si trasformano, rispettivamente, nelle seguenti

(W] {i} + W] {o} = —{¥}}, (2.10a)
(W] {i} + [] {0} = {7}, (2.10b)

con [V, ] matrice r x r, [¥,] matrice r x f, {¥}'}, {7*} vettori con r elementi.
Se non vi sono vincoli sovrabbondanti, il numero m delle equazioni sara
pari ad r ed il vettore {7*} coincide, dopo un eventuale riordinamento degli
elementi, con {v}.

Inoltre, poiché la matrice [¥,] € quadrata e non singolare, dalle (2.10) si

ottiene

{a} = = (07" (W) {0} + {¥}}) (2.11a)
{a} = (W) ({r"} = (W] {5}) (2.11b)
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Analogamente, le equazioni della Dinamica

MG}y + [¥]" A} = {F} (2.12)

verranno partizionate come segue

D i+ 0 () 4 [T = () (213)
G+ ) T ) = ) (1)
= A {5 (2.14)

Le equazioni (2.11b) e (2.13) possono interpretarsi come un sistema nelle

incognite {ii}, {\}, {#}. Sostituita dunque la (2.11b) nella (2.13a) avremo
A= (W) (P = ) o) — (M) (i) (2.15)
mentre dalle rimanenti equazioni, segue, per successive sostituzioni,
[]\7} (o} = {ﬁ} , (2.16)
quando si ponga

M) = (M) = [ ) )

— T T (] = M (] ) (2.17a)
[P} =(F} = [ w7 {7}
— )" [T ({F - M [, () (2.17D)

Le (2.16) formano un sistema di equazioni differenziali ordinarie.
In definitiva, il metodo del partizionamento delle coordinate si sviluppa

attraverso le fasi seguenti:

1. Siano noti al tempo t i vettori {¢} e {¢}, congruenti con le equazioni

di vincolo.
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. .. ) . T T T
. Si partizionano i vettori {¢}" = { U v } g = {u by } e si valutano

le matrici [V, ], [¥,], [M"], [M"], [M""], [M"], ed i vettori {F"},
{F73 v )

Si valuta [X/f\m’} ed {ﬁ”} dalle (2.17).

Si risolve (2.16) ottenendo {#} al tempo ¢ e si stima, per differenze

finite, {0} e {v} al tempo t + At.

. Dalla (2.11b) si ottiene {ii} al tempo ¢ e si stima, per differenze finite,

{u} {u} al tempo t + At.

Dalla (2.15) si calcola il vettore dei moltiplicatori di Lagrange.

2.1.1 1l partizionamento delle coordinate

L’applicazione del metodo del partizionamento delle coordinate richiede:

il calcolo del rango r della matrice Jacobiana [V,];

il riordino degli n elementi del vettore {¢} in modo tale che i primi r

siano quelli del vettore {u} ed i rimanenti f quelli del vettore {v};

e [W,]

il calcolo delle matrici [¥,]

rXT rxf?

il calcolo dei vettori {U¥} 1, {7"}, w15

il calcolo delle matrici [M™"] [M"] [M"]

vettori {F“}, 1, {F}

Fxf [M”“]fxr e dei

rXr? rxf?

Per quanto concerne, le matrici [M""], [M""], [M"*] ed [M""] ed i vettori

{F"} ed {F"}, il seguente esempio servira a chiarire le modalita con cui

determinarli.
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Si avverte che 'ordine degli elementi di {q} potra essere diverso da quello
originale se, nella procedura che porta a definire le matrici [¥,] e [¥,], si &
attivata I'opzione di pivoting parziale sulle colonne o di pivoting totale. In
questo caso, di norma, viene generato un vettore IPVT di interi che registra
la posizione finale di ciascuna colonna alla fine della procedura, cosicché
IPVT(i) registra la colonna di [¥,] che ¢ stata spostata nella colonna i™?.

Il seguente esempio, servira a chiarire i dettagli di quanto descritto. Sup-
poniamo sia n = 5, il numero delle variabili di posizione, r = 3, il rango della
matrice Jacobiana ed f =n —r = 2,1 g.d.l. del sistema e che la procedura
di eliminazione di Gauss, applicata alla matrice Jacobiana ed eseguita con

I'opzione pivot, abbia dato luogo al seguente vettore
{IPVT}:{23541} :

Il vettore {q} delle coordinate risultera cosi partizionato

T
{‘J}:{QQ a3 qs Q4Q1} )

per cui

{“}:{(12 q3 %}T ,

{v} = {q4 Q }T

Pertanto se
Vo (A} U9 U1 us

(] my1 M2 M1z Mg Mis
Uy Moy Moz M3 M4 Mos
U2 mg31 M3z M3z M3q4 M35
(%1 My Mgz M43z Mag Mys
us Ms1 M52 Ms3 Mgy M55
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¢ la matrice [M] delle masse, avremo

Mo a3 MMgs
uu]
[M ] — | M3z 33 M35 )

Mps2 M53 M55

Moyg M2
[Mw] = | M34 M31 )
_m54 ms1 ]
Myg My
[Mvv] — ,
_m14 miy ]
(Y] = Mg Mgz Mys

my2 M3 Mys

Il vettore { F'} delle forze sara partizionato esattamente come {q}, per cui se
T
{F}:{FI Fy F3 Fy Fs} )

sara

{FU}Z{FE F3 F5}T )

T

{FU}:{F4F1} .
I successivi sottoparagrafi descrivono alcuni approcci numerici utili per la
determinazione delle matrici [V, ] e [¥,] sopra menzionate. Esistono alcune
varianti al metodo del partizionamento che prevedono la stabilizzazione dei

vincoli nel corso dell’integrazione.
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Eliminazione di Gauss-Jordan
Se si applica l'algoritmo di Gauss-Jordan, i due sistemi

[\Dq] {q} == {\I/t} )
[\Dq] {at=1{}.

partizionata la matrice Jacobiana nella forma

si trasformano nei seguenti

(W] {i} + [Wo]{o} = —{¥}},
(W] {i} + W] {0} = {7"}

con [¥,] matrice in forma triangolare,
I vettori {W}} {7} sono costituiti dai primi r elementi di {¥;} e {~}, una
volta che siano stati assoggettati alle stesse operazioni eseguite sulle righe di

[¥,] e riordinati come {q} nel corso dell’operazione di pivoting.

Fattorizzazione di Cholesky

Come noto, la fattorizzazione di Cholesky applicata alla matrice Jacobiana

[V,] conduce alla definizione delle seguenti matrici

loy 1 0 ---
[ ]rxr_ l31 32 1 ---

- o O o O

Iy lyg Lpg -
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Uyl U2 Y13 -+ Uiy

0 w9y ugs -+ Uy,

[Ul]rxr = 0 0 U3z *++ U3y
0

0 0 0 - Up

hit hag -+ hay
hat hag -+ hay
[H]rxf = | ha1 h3g -+ hzp |

Pyt Tho - Dy

cosicché

per cui, dal confronto con le (2.10), si ha

(W] = [L}[Uh]

I vettori {W}} {+“} sono costituiti dai primi r elementi di {¥;} e {7}
riordinati come {¢} nel corso dell’operazione di pivoting.
Fattorizzazione QR

Com’e noto, dopo aver applicato la fattorizzazione QR alla matrice Jacobiana

si ha
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con [@)] matrice ortogonale.

Pertanto, i sistemi (2.9) si possono riscrivere nella forma

Q] [[Rn] {u} + [Rig) {ﬁ}} — (U},

0
[Raa] {i} + [Rao] {0} | _
Q] {O .................... } ={7},
ed il confronto di queste con le (2.10) consente di porre
(W] = [Ru]
(W] = [Raa]
vy T
= [Q {W:} |
ooy

2.2 Ortogonalizzazione dei vincoli

Per poter riscrivere il sistema (2.1) come un sistema di equazioni differen-
ziali ordinarie (ODE) ¢ necessario eliminare la matrice Jacobiana [U,] delle

equazioni di vincolo. Questo approccio fornisce diversi vantaggi:

e [’climinazione dei moltiplicatori di Lagrange dalle equazioni risolutive;

e La possibilita di dividere l'intero set di coordinate generalizzate in

variabili dipendenti ed indipendenti;

e Un piu vasto numero di metodi per la risoluzione di sistemi di equazioni

differenziali ordinarie;

e La possibilita di analizzare sistemi meccanici con vincoli sovrabbon-

danti o con g.d.l. variabili durante il funzionamento.
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Per poter operare questa trasformazione e necessario introdurre un set mini-
mo di n, coordinate indipendenti {p}, dove n,, coincide con i gradi di liberta
F del sistemal.

E’ possibile cosi aggiungere al vettore delle equazioni di vincolo {W¥}? il

vettore {®} delle relazioni che si possono stabilire tra le m coordinate {q} e

le n, coordinate {p}

{T'(p,a)} = i} . (2.18)

{®(p,q)}

Derivando rispetto al tempo la (2.18) si ottiene

[Cql {d} + [T/ {p} = {0} , (2.19)
dove si sono indicate con [[}] = g—g e [I,] = g—g le matrici Jacobiane.
Introducendo la matrice

[V (p.q)]=— [Pq]il [T) (2.20)

e sostituendola nell’espressione (2.19) si ottiene la seguente relazione

{¢} =V (p, )l {p} - (2.21)

Quando non c¢’e una dipendenza esplicita dal tempo delle equazioni di vincolo

sussiste la seguente uguaglianza

[Wol{q} = {0}, (2.22)

1Si rammenta che il grado di libertd F puo calcolarsi come

F=ng—r

essendo n, il numero di coordinate generalizzate ed r il rango della matrice Jacobiana del

sistema delle equazioni di vincolo.

2Per il momento sono stati considerati solamente vincoli scleronomi, questa ipotesi

verra successivamente rimossa
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il confronto di questa con la (2.21) conduce alla condizione di ortoganalita:
v, J[V]=0. (2.23)

Inoltre differenziando rispetto al tempo la (2.20) si perviene all’espressione
delle accelerazioni delle coordinate generalizzate in termini delle sole derivate
di {p}:

{ay = V15 + V] G} - (2:24)
Per eliminare i moltiplicatori di Lagrange {\} dalle equazioni differenziali
di equilibrio, ottenendo cosi un sistema di equazioni differenziali ordinarie,

bisogna premoltiplicare ambo i lati della (2.1) per [V]":
V1T [M] LG} + VT[] {2} = VIT{Q) (2.25)
da cui
V1" [M]{g} = V" {Q} (2.26)
Utilizzando infine la (2.19) e (2.24) nella (2.26) si ottiene il sistema di equa-

zioni differenziali ordinarie che descrive il moto del sistema meccanico in

esame mediante le sole variabili indipendenti:

VI MV B} = V@b - T V] ) - ean)

Al fine di avere una espressione facilmente implementabile per il termine

[V] {p} si puo dividere il vettore delle coordinate generalizzate in due vettori

{a¢} = } (2.28)
{r}

dove le {y} sono le n—n,, variabili dipendenti mentre le {p} sono le n,, variabili
indipendenti gia introdotte. Alla luce di cio 'espressione dell’accelerazione

(W, ]{¢} = {7} puo essere riscritta come

Wyl {g} + W] {5} = {1} (2.29)
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da cui

D 2 G 1l L5 I L0 1 G
(i) 1 0

Dal confronto tra la (2.24) e la (2.30) risulta immediato dedurre che ¢

V]= (2.31)

(2.32)

Esempio

Figura 2.1: Doppio pendolo - Nomenclatura

Per un pendolo doppio soggetto all’azione della forza peso, noti i valori

(Figura 2.1)

o delle caratteristiche inerziali my, moq, Ig,, Ig, delle aste;

e della lunghezza 2L, identica per ciascuna asta;
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la formulazione (2.1) si particolarizza nella seguente:

_ml 0 0 0 0 O |

0mg 0O 0 0O O
M) = 0 0Ig;, O 0O O | (2.33)

0 0 0 mg 0O O
0 0 0 0 me O

I 0 0 0 0 0 Ig, |

( q1 — Lcosgs \
g2 — Lsings

{v} = ,

q1 + Lcosqs — gy + Lcosqgg

\ q2 + Lsings — g5 + Lsingg )

10 Lsinggs 0 O 0

01 —Lcosgs 0 O 0
[\Ijq] - . . )
10 —Lsings —1 0 —Lsingg

01 Lcosqgs 0 —1 Lcosgs

T
{F.} = {o —m1g 00 —m2g0} .
Se si vuole esprimere le equazioni differenziali del moto in funzione dei due

angoli
p1="1
p2 = U2
che le aste formano con la verticale e collegati alle coordinate generalizzate

prima introdotte tramite le seguenti

3
P, Ep1—§7T+Q3:07

3
P,y EP2—§7T+C]6:07



2.2 Ortogonalizzazione dei vincoli

51

si dovra, innanzitutto formare il vettore I' (p, q) (2.18).
Pertanto, quando siano particolarizzate per il caso in esame, [I'y]

T, = g—g si trasformano, rispettivamente, nelle seguenti

_00_
00
00
00

10
01

(10 Lsings 0 0 0
01 —Lcosqgs 0 O 0
10 —Lsings —1 0 —Lsingg
01 Lcosqgs 0 —1 Lcosgs
00 1 0 0 0
_00 0 0 0 1

lo sviluppo della (2.20) condurra alla matrice®

—Lsings 0
L cos g3 0
1 0

V(p,q)] = — ' ‘
—2Lsin q3 —Lsin gg

2L cosqs L cosqg
0 1

3La matrice [V (p,q)] qui dedotta soddisfa la condizione (2.23).

or

= 5 €

9q



2.2 Ortogonalizzazione dei vincoli 52

In conclusione, definiti i prodotti vettoriali

L? (my + 4my) + Ig, 2L*my cos (91 — Us)

V (p,g)l" IM][V (p,q)] =
2L%my cos (91 — V) moL? + Ig,

Vg (Fr =4 9 (my + 2my) cos
—magL cos ¥y

: i

[V (0, 9)]" [M] [V (p, Q)} (9} = —2muL?sin (9; — v5) -

I'applicazione della (2.27) conduce al seguente sistema di equazioni differen-

ziali

L2 (m1 + 4m2) + IG’l 2L2m2 COS (191 — 192) 1.9.1

2L2m2 COS (191 - 192) m2L2 + [G2 ’1.9.‘2
L (mqy + 2my) cos 2
_ ]9 (1 2) ! + 2my L2 sin (91 — ) 2
mogL cos Uy —2

Da ultimo, e opportuno osservare che:

e il procedimento di eliminazione dei moltiplicatori di Lagrange qui de-

scritto e suscettibile di implementazione su mezzi di calcolo automatico;

e la matrice delle masse, pur se di dimensione inferiore alla (2.33), &
densa e dipendente dalla configurazione assunta dal sistema; dal punto
di vista computazionale tale situazione e sfavorevole in quanto non si
potranno utilizzare i veloci algoritmi ottimizzati per le matrici sparse e,
inoltre, I'inversione della matrice medesima sara richiesta ad ogni passo

di integrazione.

Per generalizzare I’approccio al caso in cui le equazioni di vincolo abbiano

una dipendenza esplicita dal tempo (vincoli reonomi). Si ipotizza dunque che
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le n) equazioni indipendenti di vincolo siano nella forma vettoriale

{V (g, 0)} = {0} .

Nella soluzione del problema dinamico diretto, il sistema

[Wol{q} = —{¥:} (2.34)

presentera un numero ny di equazioni inferiore a quello n, degli elementi
del vettore coordinate {¢}, per cui la matrice [¥,] ¢ rettangolare. Si vuole

definire una matrice [B], che consenta, attraverso la trasformazione

{p} = [BI{d} , (2.35)

di enucleare da {¢} il vettore {p} delle derivate temporali delle coordinate
indipendenti {p}. Il numero n, di elementi in tale vettore ¢ uguale a quello F’
dei gradi di liberta del sistema meccanico da analizzare. Si tenga presente
che il valore di F' non sara necessariamente costante durante tutto il processo
di integrazione numerica, ma si possono registrare delle variazioni dovute
a configurazioni singolari del sistema o cambiamenti nella topologia dello
stesso. Si ipotizza, inoltre, che la matrice [B], di dimensione n, x n, abbia
le n, righe indipendenti anche rispetto alle ny righe della matrice Jacobiana
[¥,]. Combinando 'equazione (2.34) con la (2.35) si ottiene
[\Ijq] - {\Dt}

{¢} = ‘ (2.36)
[B] {p}

dove la matrice a sinistra dell’'uguale € non singolare per costruzione. Espli-
citando {¢} dal precedente sistema si ottiene
1
[\Ijq] - {\I/t}

{4} = ‘ = — [SH{W:} + [VI{p} (2.37)
[B] {p}
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(W]

[B]
Come puo facilmente verificarsi ’espressione appena dedotta contiene come

dove la matrice [S] & ottenuta dalle prime n, colonne della matrice

caso particolare la (2.21). Dalla soluzione (2.37) si deduce

(Ol | | O] | | 1] 1511V = (Wl [S] (Wl [V] 7] [0]

[B] | | [B] Bl [BI[S] [B][V] (0] [1]
(2.38)

per cui puo ricavarsi nuovamente la condizione di ortogonalita [V,][V] =
[0] ed un’ulteriore relazione [B][V] = [I]. Derivando la (2.36) si ricava la

relazione tra le accelerazioni espresse mediante coordinate generalizzate e le

derivate del vettore {p}:

A ROEE 23
[B] {r}
da cui
{g} =[S+ VB - (2.40)

Il termine [S] {7} ¢ ottenibile dalla precedente relazione ponendo {p} = {0}:
-1
(V] {r}
Sy =1 " : (2.41)
Bl {0}

La matrice [V], che rende possibile eliminare i moltiplicatori di Lagrange dalle
equazioni del moto, non ¢ unica. Diverse metodologie di decomposizione della
matrice Jacobiana [¥,] possono essere impiegate per la sua determinazione. In
particolare la decomposizione al valore singolo (SVD) [12] e la decomposizione

QR [13] sono state spesso impiegate a tale proposito.
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2.2.1 Decomposizione SVD

Mediante decomposizione al valore singolo, la matrice Jacobiana trasposta

[@,)" viene riscritta come segue
[w,]" = (W] (W]

con le matrici aventi le seguenti dimensioni:
- [W4] matrice ng x r;
- [W;] matrice n, X (n, —r);
- [A4] matrice diagonale r X r;
- [0] matrice (n, — ) X 7}
- [U] matrice r x 7.
Le colonne della matrice [[Wy] [W;]] dovranno essere ortogonali per cui
Wil W] = [0] - (243)
La condizione di ortogonalita sara allora espressa come
Wi (9,7 = Wi (W [ (0] = [0] (2.44)
Combinando quest’ultima con la (2.42) si ha
W ()" = (Wil (Wl (A [0 = [o] (2.45)
Pertanto e possibile affermare che e

V] =i (2.46)
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la matrice ortogonale a [¥,], per cui

{¢} = Wil{p} - (2.47)

Inoltre, il termine [S] {7} si ottiene da
—1
(V] {7}

S =10 . (2.48)
W {0}

In definitiva, ’equazione del moto diviene
(Wil" [M] W] {5} = Wi {Fe}y — V)" (M) (ST {n) (2.49)

Esempio
L’obiettivo e quello di ridurre il sistema di equazioni algebrico — differen-
ziali, che descrive la dinamica di un pendolo semplice, ad un’unica equazione

differenziale ordinaria mediante decomposizione SVD. Il pendolo & costituito

Yi

Figura 2.2: Pendolo semplice - Nomenclatura

da un’asta di lunghezza 2L, momento di inerzia baricentrico I, e massa m.

Il baricentro si trova nella mezzeria dell’asta che e soggetta alla forza peso

(Figura 2.2).
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Per eseguire tale decomposizione ¢ necessario procedere per via numerica.

Si impongono, quale posizione iniziale, g3 = 7/4 ed L = 1, cosicché

5
| 10 2
Yoo

T
0y ={-%¢ —fa} -

Applicando la decomposizione si avra

con
[ 1 31
2 2 2
_ 1 V21
Wi=| § ¥ 5|
V2 NG
-5 0 %5
V20
Al=10 1],
0 0
[ 2 2
o |77 T2
V2 A2
| 2 2

)" = | wal w1 | u]”
[0]
¢ immediato dedurre
_1 _\V2
2 2
(Wil = % = g )
2 1
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ovvero
—1 —

5] {4} = [\Dq]T {7} _J
(W] {0}

= sl el
no

In definitiva, 'applicazione della (2.49) fornisce 'equazione differenziale

2
(m+Ig)p+§gmcosq: 0.

2.2.2 Decomposizione QR

Applicando questo metodo di decomposizione, la matrice Jacobiana [\Ifq]T

viene riscritta come segue

T [’ |
[Wo]" = [[@1] [Q2]] =[][R] (2.50)

[0]

con le matrici aventi le dimensioni seguenti:
- [¥,] matrice ny X ny,
- [@Q1] matrice n, x ny,
- [Q2] matrice n, x (n, —ny),
- [Ry] matrice ny x ny,

[0] matrice (ng — ny) X ny .

Il numero n, delle variabili indipendenti coincide con quello F' = n, —ny
dei gradi di liberta. Il vettore {y} delle variabili dipendenti ha dimensione

n, = ng — n,, mentre ny ¢ pari al rango r della matrice Jacobiana se i vincoli
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sono tutti indipendenti. Stante 'ortogonalita tra le colonne delle matrici [@Q]

e [Qs], sussistono le condizioni

(2.51)

Premoltiplicando la matrice Jacobiana trasposta [¥,]" per [Qs]" e conside-

rando la prima delle (2.51) si ottiene la condizione di ortogonalita:

(@] [W,]" = Q) (@] [R1] = [0] (2.52)

Confrontando la (2.52) con [¥,][V] = [0] e la seconda delle (2.51) con la
[B] [V] = [I], si possono dedurre le matrici [V] e [B] come

VI =i s
[B] = [Q2]"
Pertanto, sostituendo [Q]" al posto di [V] nella (2.25) si ha
Q2" [M]{i} = [Q]" {E.} -
Quest’ultima, tenuta presente la (2.40), diventa
(Qa]" [M][Qa] {3} = [Q2]" {Fe} — [Qe]" [M][S]{} (2.54)

con [S]| matrice costituita dalle prime n, colonne dell’inversa

-1

[V,]
[Qs)"

E’” appena il caso di osservare che (2.54) € un sistema di equazioni differenziali
ordinarie nelle incognite {p}.

Il confronto della (2.40) con la (2.24) fornisce

V] = [s147} - (2.55)
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Set di coordinate ridondanti {g} Calcola {p}
e . . h e A

Determina matrice Trasforma

. ortogonale [V] ) {p} in {G}
\_ J

e + ™ +

Definisci un set
minimo di coordinate {p} Integra {q}

v

Trasforma le equazioni
del moto

[M]ipi={F}

Figura 2.3: Fasi di calcolo per I'integrazione numerica

Da ultimo si fa notare che gli elementi del vettore {p} potrebbero essere
combinazioni di elementi di {¢} e 'equazione differenziale cui si perviene
non e di immediata interpretazione. Inoltre, calcolato il vettore {p} si usera
la (2.40) per ottenere {G} e da quest’ultimo, per integrazione, la stima dei
vettori {¢} e {q} all’istante successivo.

Ai fini dell’integrazione numerica, la Figura 2.3 riassume le fasi di calcolo.
Esempio

In questo caso si applica la decomposizione QR all’esempio del pendolo

riportato in precedenza per la decomposizione SVD (Figura 2.2).
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Il vettore delle equazioni di vincolo e la relativa matrice Jacobiana sono,

rispettivamente,
q1 — Lcosqs
{\II} = . )
q2 — Lsings
10 Lsings
[\I'q] =
01 —Lcosgs

L’applicazione della fattorizzazione QR alla [\I/q]T fornira

v = [ Q] [ﬁ]

con

L2 sin g3 cos g3

2 i 2
[Rl] _ 1 — L?sin“ q3 N Lismiqs |
0 Ve
1—L2sin? g3
T
Q2] = [—LSiDQ3 L cos q3 1} .

Pertanto, essendo [Q2] = [V], la relazione {¢} = [V]{p} si particolarizza
nella seguente

a1 —Lsings

i p = | Leosas | ()

ds 1
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Inoltre, la (2.41) diventa

- -1

s =| ] 3
Q| | (0
| 1 0 Lsin g3 B —Lg3 cos q3
= 0 1 —L cos qs3 —Lg3sings
—Lsings Lcosqs 1 0
( — L3 cos g3
=9 —Lg3sings
0

\

In definitiva, tenuto conto che e

m 0 0
Ml={0moO]| ,
00 I,

la matrice delle masse,
T
{F.} = {0 —mgO} )
il vettore delle forze esterne, la relazione (2.54),
Q2" IM][Qo] {5} = (@] {Fo} — [@2]" IM][S] {0}
si particolarizza nella seguente equazione differenziale
(mL2 + Ig) p+mgLcosqs =0

in cui 'unica incognita ¢ la p.

(2.56)
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2.3 La formulazione di Udwadia-Kalaba

Ponendo le equazioni della Dinamica di un sistema meccanico nella forma

M oT q F
e = , (2.57)
v, 0 A y
se la matrice Jacobiana associata al sistema di equazioni di vincolo ha tutte

le righe indipendenti, la matrice dei coefficienti possiede I'inversa. Operando

quindi sui singoli blocchi si ottiene
-1

MOT || M = M (U, M) T M T (U, M)
v, 0 (U, M0T) " g, M — (M)
(2.58)

per cui, dalla (2.57), indicato con

. —1
{Gr} =M {F}, (2.59)
il vettore delle accelerazioni che si sarebbero registrate in assenza di vincoli,

segue

-1

{a = Ly + ()7 [wg)" (%) )7 107 (0 = 1) i) (2:60)

0= (w7 ) - ) - @6

Introdotte le posizioni
(M) = (M) (M) 2 (2.62)
(D] = [w,] [M]# (2.63)

la (2.60) puo riscriversi nella forma
{a ={ar} + )7 (1) ()" (1w} (]
({7} = Wl {dr})

(i + DT (IDIDT) () - (W) (264)

N[
I
NI
K
el
S
~—
L
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Quindi, tenuta presente la definizione di matrice pseudoinversa destra si puo

porre

D" = (D" (D] D)) (2.65)

e la (2.64) diventa

NI

{@} = {as} + M2 D] ({0} = [0 {r}) (2.66)

equazione dedotta per la prima volta da Kalaba ed Udwadia [14] avvalendosi
del principio di Gauss.
Principio di Gauss. Per un sistema di n masse discrete il principio di Gauss
asserisce:

“per ogni istante di tempo ['accelerazione che compete al sistema soggetto
a vincoli ¢ quella che piu si avvicina all’accelerazione del medesimo sistema
non vincolato.”’

Cio si ottiene minimizzando la seguente quantita

G(§) = = (i — )" M (G — i) =

5 (Gn — dgy)” (AN — dpy)

| —

dove il pedice y indica le seguenti accelerazioni normalizzate

La funzione scalare G(q) ¢ definita Gaussiana del sistema mentre la quantita
Aq = ¢ — Gy rappresenta quanto l'accelerazione del sistema vincolato si di-
scosta da quella del medesimo sistema non vincolato. Generalmente 1’espres-
sione (Gn — Gpy)” (Gn — dpy) = |G — c'jf||?u ¢ definita come la norma cinetica
in analogia con l'espressione dell’energia cinetica di un sistema. Cio consi-
derato il principio di Gauss consiste nel minimizzare la distanza cinetica tra

le accelerazioni generalizzate ¢ e Gf su tutti i set di possibili accelerazioni

compatibili con i vincoli.
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A questo punto e importante far osservare che la formulazione (2.66):

e puo applicarsi anche nel caso in cui i vincoli del sistema siano so-
vrabbondanti o variabili nel corso della simulazione, oppure la matrice

Jacobiana W, non abbia rango pieno [15];

e anche se si impiega un numero non minimo di coordinate per descrivere
la Cinematica del sistema, consente di avvalersi nella simulazione di so-
lutori di equazioni differenziali ordinarie pervenendo simultaneamente

a tutte le variabili del sistema;

e richiede che i vincoli siano tra loro congruenti, ma non necessariamente

indipendenti.

Nella presente trattazione si ¢ implicitamente ammesso che la matrice [M]
delle masse fosse diagonale, ipotesi rispettata nel caso di sistema costituito
da sistemi di punti materiali e per il moto rigido piano. Poiché nel moto
spaziale di corpi rigidi la generica matrice associata alla massa dell’s™° corpo
assume |’espressione

[M;] = [T’g[ H i=1,2,....N (2.67)

I'ipotesi & valida solo se la matrice [J;] dei momenti d’inerzia ¢ valutata

rispetto ad assi principali d’inerzia.

2.3.1 La matrice pseudoinversa di Moore-Penrose

Diverse sono le metodologie disponibili per il calcolo della matrice pseudoin-
versa di Moore-Penrose. Le principali differenze risiedono nell’accuratezza
della soluzione e nel numero di passaggi matematici necessari per la sua

determinazione che si riflettono, di conseguenza, sui tempi di calcolo.
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Le principali proprieta della matrice pseudoinversa di Moore-Penrose [A]+

di una generica matrice [A] sono:

Quando la matrice [A] & quadratica ed ha rango pieno la sua pseudoinversa
coincide con la matrice inversa.
La matrice pseudoinversa di Moore-Penrose e generalmente associata alla

soluzione ai minimi quadrati di un sistema lineare di equazioni del tipo

(A {z} = {0} (2.68)

dove il numero m di equazioni non e necessariamente uguale al numero n
delle incognite, e la matrice [A] non ha rango pieno. In particolare possono
distinguersi i seguenti casi

Sistemi di equazioni sovra-determinati (m > n)

Assumendo che
h=[|[Al{z} — {0}I3 (2.69)
sia un minimo, si ottiene
[A]" [A] {z} = [A]" {0} . (2.70)
Di conseguenza la soluzione del sistema (2.68) puo essere formulata come
{z} =[4]" {0} (2.71)

dove

A1 = (11" [4])  [A)" (2.72)
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e la matrice pseudoinversa destra.
Sistemi di equazioni sotto-determinati (m < n)
La soluzione in questo caso si ottiene imponendo il minimo della norma
Euclidea
g=lzl? (2.73)

con {x} soddisfacente il sistema (2.68). In questo modo, introducendo la

nuova funzione obiettivo come

g =g+ N\ (A {z} - (b)) (2.74)

la soluzione puo essere ottenuta risolvendo il sistema

0 AT x 0
= , (2.75)
A0 A b
oppure
o} = [ {5} (2:76)
dove
Al = A" (") (2.77)

e la matrice pseudoinversa sinistra.
Il metodo dei minimi quadrati
Data la notevole diffusione di procedure per il calcolo della soluzione ai

minimi quadrati di un sistema lineare di equazioni algebriche

(A {z} = {0} (2.78)

la matrice pseudoinversa puo essere ottenuta come tale sistema. In par-
ticolare possono essere impiegate per questo scopo l'ortogonalizzazione di

Gram-Schmidt o la fattorizzazione QR di Householder.
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Siano

{M}={1oo.no}T,
{@}:{OIO.HO}T,
{%}:{001.“0}T,

%m}z{ooo.“1}T.

Le procedure differiscono secondo le dimensioni di [A].

Casom >n

1. Si risolve m volte?* il sistema
[A]" [A] {z} = [A]" {b} . (2.79)

2. Mediante le m soluzioni {z1}, {x2},... ,{z;m} puod essere definita la

matrice pseudoinversa
AT = [{an} oo} fa} . ) (2.80)

Cason >m

1. Si risolve m volte il sistema

0 AT x 0
= (2.81)
A0 A b
Anche in questo caso la matrice pseudoinversa viene data dall’equazione

(2.80).

4Dal punto di vista computazionale, il sistema viene risolto una sola volta. Le matrici
di fattorizzazione calcolate per la prima soluzione vengono salvate ed impiegate per le

successive.



2.3 La formulazione di Udwadia-Kalaba 69

Dato che le matrici in (2.79) e in (2.81) sono singolari o mal condizionate,
la loro soluzione richiede particolare cura. Per questo motivo per la soluzione
di sistemi lineari mediante minimi quadrati si ricorre alla fattorizzazione QR
di Householder o all’ortogonalizzazione di Gram-Schmidt.

Decomposizione al valore singolo

1. Si applica la decomposizione al valore singolo ad una matrice [A]

01 0
0 On,
X] =
0---0
0 0
€ una matrice diagonale.
2. Si calcola
(A" = VI o), (2.82)
dove ) )
o 0
0 o
Z]* = '
0 -0
0 0
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con

ol = (2.83)

peri=1,2,... n.

Il metodo di Varga

1. Si applica la decomposizione QR ad una matrice [A] ottenendo:

Gy
4] = [U]16] = |0y 0
0
con [G4] matrice con rango pieno sulle righe e [U]" [U] = [L,,]-

2. Si applica di nuovo la decomposizione QR alla matrice [G4]

v _ar | G2
[Gh]" = V] o | (2.84)

con [G,)" matrice non singolare e [V][V]" = [L,)].

3. Dato che

Gy 0
[A] = [U] Vi,
00

la matrice pseudoinversa si ottiene come

= | o 2:55)
0 0
Il metodo di Greville
1. Si decompone la matrice [A] . nei vettori riga {a;}, (1 =1,2,...,m)
(A= |af o -+ af
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2. Si definisce la matrice

A
[Ailin = : (2.86)
a;
con [Al]lxn = {al}lxn'
3. Per i =2,...,m si calcolano le matrici [A;]" come

(A = [ AT = (0 {3 0" |

dove

{di} 1y = {ad [Aia]”
{eition = {ait — {di} [Ai-1]

(
e (el #0)

dy[ar )"
(Lt (el =0)

| @it (el #0)

{a}" (lall=0)

{bi}lxn =

+

4. Dopo m ripetizioni [A,,]” definisce la matrice pseudoinversa [A]'

della matrice [A].

Il problema della determinazione del rango

Il maggiore problema che si incontra nell'implementazione del calcolo del-
la matrice pseudoinversa risulta la accurata determinazione del rango della
matrice. L’utente dovra infatti stabilire un valore di soglia al di sotto del
quale tutti i valori numerici siano considerati nulli. Questo valore limite puo
ragionevolmente essere posto uguale alla precisione hardware del calcolato-

re impiegato. Tuttavia cio non evita perturbazioni nella soluzione numerica
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dovute, principalmente, alla necessita di impiegare algoritmi in cui sia richie-
sto il calcolo dei reciproci di tali valori numerici prossimi allo zero. Per tale
motivo metodi di stabilizzazione o regolarizzazione della soluzione, quale per
esempio la troncatura, sono necessari per avere risultati accettabili.
Procedure Fortran impiegate

Per I'implementazione delle metodologie precedentemente introdotte per il
calcolo della matrice pseudoinversa, sono state impiegate le librerie matema-

tiche IMSL del Fortran [16]. In particolare sono state adoperate:

e Pseudoinversa mediante decomposizione al valore singolo

Le subroutine IMSL DLSGRR.

¢ Pseudoinversa mediante il metodo di Varga
Le due fattorizzazioni QR di Householder richieste per il calcolo sono
state implementate mediante 1'uso combinato delle procedure IMSL
DLQRRR e DLQERR. Per il calcolo dell’inversa della matrice Gy & stata
inoltre impiegata la procedura DLINRT. La trasposta di una matrice ed
il prodotto tra matrici sono stati efettuati mediante DTRNRR e DMRRRR,

rispettivamente.

¢ Pseudoinversa mediante il metodo di Greville
E’ stata realizzata un’apposita procedura Fortran mediante I'impiego

della libreria LAPACK.

¢ Pseudoinversa mediante soluzione ai minimi quadrati e fatto-
rizzazione QR di Householder
Per la soluzione ai minimi quadrati di un sistema di equazioni sono state
adoperate le procedure DLQRRR e DLQRSL. In particolare la DLQRRR for-
nisce informazioni riguardo alla fattorizzazione QR, mentre la DLQRSL

calcola la soluzione ai minimi quadrati.
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e Pseudoinversa mediante metodo ai minimi quadrati e fatto-
rizzazione QR modificata di Gram-Schmidt

In questo caso e stato impiegato il codice realizzato da R.H. Wapler

[17].

Esempio 1
Si vuole applicare la formulazione dinamica di Udwadia-Kalaba alla si-
mulazione di un pendolo semplice soggetto all’azione della gravita ed in
cui le equazioni della Dinamica si presentino quale sistema di equazioni
algebrico-differenziali nella forma (Figura 2.2)
Mg\l EL (2.87)
v, 0 A ¥
Per facilitare 'implementazione di un software multibody si consiglia
di considerare il membro telaio alla stregua dei membri mobili. Si dovran-
no quindi introdurre delle equazioni algebriche di vincolo che obblighino le
coordinate generalizzate assegnate al telaio a rimanere costanti.

Si indicheranno con

T
- {fh ¢ 3 } , 1l vettore delle coordinate generalizzate del pendolo;

T
- {q4 0 6 } , 1l vettore delle coordinate generalizzate del telaio;

my=1, I5,=0.1, massa e momento d’inerzia del pendolo valutato attor-

no all’asse baricentrico;

ma, Ig,, massa e momento d’inerzia del telaio®.

e [, la distanza del baricentro dal centro della coppia rotoidale.

5Tali grandezze, qui indicate solo per congruenza, possono assumere qualsiasi valore

numerico, tranne lo zero, in quanto non influenzano il processo di calcolo.
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Cio premesso

e il vettore dei vincoli si presentera nella forma

( )

q1 — Lcosqs —qu
¢2 — Lsingsz — gs
{v} = G = {0} ;

a5

de

\ V

e il vettore formato dagli elementi della diagonale della matrice [M] delle

masse sara

T
{m1 my Ig, ma my [GQ} ;

e il vettore delle forze esterne risulta essere
T
£y ={0-mygo}
Adottate quali condizioni iniziali del moto i vettori

2

{Q}:{oooooo}T,

T
{q}z{ﬁ—g%ooo} :

all’istante ¢ = 0, la matrice pseudoinversa [D]* (v. eq. (2.65)), vale

0.5455 —0.4545 0.0000 0.0000 0.0000_
—0.4545 0.5455 0.0000 0.0000 0.0000
—0.2033 —0.2033 0.0000 0.0000 0.0000

0.0000  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.0000  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.0000  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
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' ' ! L
04 06 08 1 12

Tempo (s)

b)

Figura 2.4: Confronto dell’entita della violazione dei vincoli di posizione: a)

Senza stabilizzazione b) Con stabilizzazione di Baumgarte
Infine, tramite la (2.66), si ottiene il vettore delle accelerazioni al tempo ¢

T
{q} = { —6.2997 —6.2997 —8.9091 0.0000 0.0000 0.0000}

da impiegare per la stima, tramite differenze finite, dei vettori posizione {q}
e velocita {¢} al tempo ¢ + At.

L’integrazione numerica ¢ stata eseguita impiegando la subroutine DIVPRK
della libreria IMSL. Tale subroutine si avvale del metodo di Runge-Kutta-
Verner del quinto ordine, nel presente esempio utilizzata con un parametro
di tolleranza all’errore pari a TOL = 1078,

Appare interessante mettere in luce in questo esempio il fenomeno della
deriwa nell’integrazione numerica dei sistemi di equazioni algebrico — dif-
ferenziali, nonché gli effetti dell’applicazione del metodo di Baumgarte per
contenere 'entita dell’errore. Con la stabilizzazione, qui operata imponendo
a = (3 =200, lerrore viene mantenuto entro limiti accettabili (v. Figura 2.4
b), mentre tende a crescere con andamento monotono senza stabilizzazione

(v. Figura 2.4 a). Nellinterpretare i grafici si richiama I’attenzione del lettore
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sulle differenti scale degli assi delle ordinate. La stabilizzazione comporta un
non trascurabile incremento del tempo di calcolo. Per il caso in argomento,
il tempo necessario per completare la simulazione aumenta di un fattore 2.5
circa.
Esempio 2

La formulazione di Udwadia-Kalaba ben si presta all’analisi dinamica
diretta di meccanismi a vincoli sovrabbondanti. Ad esempio, il meccanismo
schematizzato in Figura 2.5 appartiene a tale categoria in quanto la sua
mobilita dipende dalle particolari dimensioni delle aste.

Le caratteristiche geometriche ed inerziali dei membri sono le seguenti:

e lunghezza, massa e momento d’inerzia dei tre membri paralleli L=1,

m=1 e [=0.1, rispettivamente;
e lunghezza, massa e momento d’inerzia della biella Ly=2, m=2 e [=0.2.

Le coppie cinematiche sono tutte rotoidali ed il moto dei membri e ipotizzato
piano per semplicita. Poiché la posizione di ciascun corpo ¢ definita tramite
tre coordinate, vi sono n=12 coordinate. Le sei coppie rotoidali danno luogo a
k=12 equazioni algebriche di cui solo undici indipendenti. La forza di gravita
viene applicata, mentre vengono trascurati gli effetti dissipativi di energia.
Il grafico di Figura 2.6 rappresenta la posizione angolare assoluta delle
aste parallele. Sono stati inoltre confrontati al variare della tollerenza ri-
chiesta nel calcolo della soluzione i vari metodi proposti per il calcolo della
matrice pseudoinversa. In particolare si e fatto riferimento a: il risultato rag-
giunto, l'accuratezza della soluzione ed i tempi di calcolo. Il tutto e stato

riportato nelle Tabelle 2.1, 2.2, 2.3.
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Figura 2.5: Pentalatero articolato piano

Tabella 2.1: TOL=1071°. Metodo di integrazione: Adams-Moulton.

Passo temporale iniziale, At = 0.66 - 1072 s.

Metodo Risultato >, 2 NFUNC NSTEPS CPU
SVD Fallisce! 3.7-1077 - - -
Varga Fallisce? 9.9.10~2 - - -
Greville Corretto fino a 17.5s  4.5-107%  2.961.955 2.633.811 0.93

LS-Householder  Corretto fino a 16.5s  2.3-10~%  6.131.159 4.177.395 11.57
LS-Modified GS  Corretto fino a 17.0s  1.1-107% 3.749.766 3.015.354 36.85

I Dopo 9.1 s in cui la simulazione & corretta, I’integrazione viene arrestata a causa di un
errore ripetuto (si veda [16], p. 668).

2 . . . . N 5 . . .
Dopo 8.0 s in cui la simulazione & corretta, I’integrazione viene arrestata a causa di un

errore ripetuto (si veda [16], p. 668).

5.6

5.4

52

Il 48
| 46
4.4

42 JRESI R S .

3.8

0 5 10 15 20
Tempo (s)

Figura 2.6: Posizione angolare delle aste parallele
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Tabella 2.2: TOL=10"%. Metodo di integrazione: Adams-Moulton.

Passo temporale iniziale, At = 0.66 - 1072 s.

Metodo Risultato >, 2 NFUNC NSTEPS ~ CPU
SVD Fallisce! 3.4-1076 - - -
Varga Fallisce? 9.9.102 - - -
Greville Corretto fino a 17.5s  1.86-10"% 1,648,055 1,422,689  0.53

LS-Householder  Corretto fino a 18.0 s 7.9-10% 1,641,751  1.422.297 1.28
LS-Modified GS  Corretto fino a 18.0 s 5.2-10% 1,644,341 1,424,864 6.03

I Dopo 12.07 s di simulazione corretta, 'integrazione si interrompe per errore fatale di
tipo 1 dalla DIVPAG (si veda [16], p. 668).
2 Dopo 8.06 s di simulazione corretta, I’integrazione si arresta a causa di una precisione

eccessivamente bassa nel soddisfacimento delle equazioni di vincolo.

Tabella 2.3: TOL=1075. Metodo di integrazione: Adams-Moulton.

Passo temporale iniziale, At = 0.66 - 1072 s.

Metodo Risultato >, 2 NFUNC NSTEPS ~ CPU
SVD Corretto fino a 17.5 s 4.1-10=% 1,033,381 847,294 0.28
Varga Fallisce! 9.9.10~2 - - -

Greville Corretto fino a 19.0 s 9.7-10~% 1,017,558 1.422.689  0.37
LS-Householder Corretto 7.9-107%  1.641.751  1.422.297 0.76
LS-Modified GS Corretto 6.9-107% 1,013,795 839,020 3.40

I Dopo 7.3 s di simulazione corretta, l'integrazione si arresta a causa di una precisione
p K

eccessivamente bassa nel soddisfacimento delle equazioni di vincolo.



CAPITOLO

Sistemi a vincoli sovrabbondanti

Nel Capitolo 2 sono state esaminate diverse metodologie di integrazione del
sistema di equazioni algebrico—differenziali descriventi la dinamica di un si-
stema meccanico mediante approccio multibody. Il limite maggiore di alcune
delle metodologie proposte risiede nella difficolta di gestire sistemi con vincoli
sovrabbondanti che, nella realta costruttiva, rappresentano la maggioranza.
Si pensi, infatti, che un quadrilatero articolato costituito da telaio e tre mem-
bri mobili collegati tra loro da quattro coppie rotoidali, nello spazio presenta
tre gradi di vincolo in eccesso.

La metodologia di seguito presentata consente, per mezzo di trasforma-
zioni algebriche a contenuto costo computazionale, di ridurre l'insieme di
equazioni algebrico differenziali in un sistema di sole equazioni differenziali
del primo ordine, integrabile a partire dalle condizioni iniziali per mezzo di

una qualsiasi metodologia nota.

79
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3.1 Decomposizione QTZ della matrice Jaco-
biana dei vincoli

Il sistema sia descritto per mezzo di n coordinate generalizzate, con relative

derivate
T
{Q} - {q17 qz, ... 7Qn}

. . . . T
{Q} = {Q17q27'--7Qn} (31)
{G} = {1, G2, - - Gin}
e da m vincoli, in generale reonomi, ossia dipendenti esplicitamente dal

tempo:
{¥({q},0)} = {0} . (3.2)

La trattazione di Kim e Vanderploeg [13] ipotizzava m < n e la matrice
Jacobiana dei vincoli a rango pieno, ovvero rank ([¥,]) = m, che si traduce
in sistemi a vincoli non sovrabbondanti. Nell’intento di realizzare un codice
multibody general purpose questa ipotesi viene rimossa.

Sia [¥,] matrice (m x n) di rango r < min (m,n). B sempre possibile
effettuare la decomposizione QR con pivoting delle colonne della matrice

Jacobiana trasposta, ovvero

[, [F] = [Q][R] (3.3)

dove [P] & una matrice di permutazione ! delle colonne di [¥,]”, [Q] & una ma-

trice ortogonale di dimensioni (n X n) ed [R] € una matrice (n X m) composta

ITramite la matrice di permutazione, la decomposizione individua un set di colonne
indipendenti del Jacobiano trasposto, ovvero di righe indipendenti del Jacobiano, cioe di
vincoli indipendenti, in numero pari al rango. Gli algoritmi correntemente implementati,
ad esempio nel pacchetto LaPack 3.0, consentono di operare una prima selezione, spostan-
do alcune colonne, scelte adeguatamente, nelle prime posizioni della matrice permutata.
Questo permette, se opportunamente implementato, di ridurre il numero di correzioni

necessarie nella soluzione ottenuta, riducendo leggermente i tempi di calcolo complessivi.
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come segue, nel caso in cui r < m < n:

[Ri1] [Rio]
[R] = [321] [322] (3-4)
0] [0]

dove:
e [Ry1] matrice triangolare superiore (r x r)
e [Ry] matrice nulla (esattamente) ((m —r) x r)
e [Rg] matrice nulla (almeno numericamente) ((m —r) x (m —r))
e [Ri3] matrice non nulla (r x (m —r))

o altrimenti, nel caso in cui sia r < n < m:

N (35)

[Ra1] [Rao]

dove:
e [Ry1| matrice triangolare superiore (r X r)
e [Ry] matrice nulla (esattamente) ((n —r) x r)
o [Ry| matrice nulla (almeno numericamente) ((n —7) X (m — 1))
e [Ry2] matrice non nulla (r x (m — 7))

Dalla forma che assume la matrice [R] se ne ricava una metodologia molto
rapida ed efficiente per il calcolo del rango della matrice Jacobiana. E suf-
ficiente infatti contare gli elementi della diagonale principale che risultano

significativamente diversi da zero.
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In tutti i casi, la matrice Jacobiana trasposta si decompone come:

T [R]
[Vl [P] =[] (3.6)

dove [R'] € una matrice trapezoidale superiore di dimensioni (r x m),
mentre il blocco [0] ha dimensioni ((n —7) x m).

E molto importante osservare che, con una opportuna scelta della soglia
di significativita per la determinazione del rango 2, la matrice [Ry;] & sempre

ben condizionata.

3.1.1 Decomposizione ortogonale di [R’]
La matrice trapezoidale [R’] puo essere decomposta come
[R/] = HRH] [R12H = “T] [OH [Z] (3.7)

dove [T] & una matrice triangolare superiore a rango pieno di dimensioni

(r x r) e [Z] & una matrice ortogonale di dimensioni (m x m).

3.1.2 Decomposizione QTZ

Da quanto sopra esposto, si deduce che la matrice Jacobiana trasposta puo

essere decomposta come segue:
(W, [P] = [Q] 2] (3.8)

Questa decomposizione e ottenibile per una qualsiasi matrice di qualsivo-
glia rango. Da notare che, nel caso in cui la matrice sia a rango pieno, cioe

r = m per un sistema con almeno un grado di liberta, [Z] = [I] ., .

2Ad esempio, nel codice sviluppato in doppia precisione, si & scelto un valore di soglia
di 1 x 10719 che ha sempre fornito risultati attendibili. Cid non toglie che in casi particolari

possa essere necessario modificare questo valore
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Piu in dettaglio, si possono individuare due parti distinte della matrice

[Q], ovvero:

T (17 [0]
[T, [P] = [[@1] Q2] 2] (3.9)
[0] [0]

dove [Q1] ha dimensioni (n X 1) e [@2] (n X (n — r)). Dalla (3.9) si ricava

w Pz = o] @) | D S jedm o] 6.0
0] [0
W, [P = ([ 7] [0 (7] (311)

Questo mette in evidenza che, a meno della trasformazione ortogonale,
quindi rigida, introdotta da [Z], le colonne di [Q1] formano una base ortonor-
male dello spazio delle colonne di [\Ifq]T, ovvero dello spazio delle righe della

matrice Jacobiana. Premoltiplicando la (3.11) per [Qs]” si ha

(@] [%,]" [P] = [Q:)" [[@[7] [0]] 2] = [0] (3.12)

da cui si perviene alla seguente condizione di ortogonalita

(W] [@Q2] = [0] - (3.13)

La (3.13) mette in evidenza come le colonne di [()s] siano vettori di base
del kernel della matrice Jacobiana.

Data la matrice di permutazione [P] e la matrice ortogonale [Z], si di-
mostrera, per mezzo dell'unicita della decomposizione di Cholesky, che la
matrice [()1] € unica. Lo stesso pero non avviene per [(s], la cui unica con-
dizione e che le sue colonne formino una base ortonormale del sottospazio

complemento ortogonale allo span delle colonne di [@Q;] in R™.
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3.1.3 Riduzione del numero di vincoli

I vincoli sovrabbondanti, individuati dalla decomposizione QR con pivoting

delle colonne, possono essere agevolmente eliminati dal sistema in esame. Si

pone:
[w;]" = [w,]" [P [2]" (3.14)
ottenendo, dalla (3.9)
T (7] [0]
vl = (@] Q] = [[@:] 1] [0]] - (3.15)
= | | [0] [0] | |

A seguito quindi della trasformazione ortogonale della matrice Jacobiana
riordinata ne segue che le ultime colonne di [\I/;}T, ovvero le ultime righe di
[¥], vengono annullate. Il numero di righe nulle & pari a (m —r), ovvero
pari al numero di colonne nulle a destra della matrice triangolare [T7].

Quindi la matrice [\I/;], di dimensioni (m x n) puo essere partizionata

come
[v] = i (3.16)
dove:

e [U7], matrice (r x n), individua un insieme di vincoli indipendenti;

e [0] ¢ una matrice nulla di dimensione ((m —r) x n).

La decomposizione QTZ completa permette quindi di individuare, in

modo diretto, la matrice Jacobiana dei soli vincoli indipendenti:

T [T]
‘I'Z = |[@1] Q2] : (3.17)
)" = (@l el | |
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3.1.4 Unicita della matrice [Q]

Dalla (3.17) si ottengono immediatamente le seguenti proprieta
LARERCAI (3.18)

(2] [Qs] = [0] (3.19)

che confermano l'interpretazione geometrica della matrice [Q] fatta in prece-
denza.

Dalla (3.17) si ricava, inoltre

W QQ" [wr]" = [[1]" [0]

[wy] [w;]" = (1) [7] (3.20)

La (3.20) & la decomposizione di Cholesky della matrice [W7], la cui
unicita prova l'unicita della matrice triangolare [T']. Dalla (3.18) si ottiene

immediatamente
T g
(@] =[] (11 (3.21)
da cui discende I'unicita di [@Q4].
Per [Qs] valgono le considerazione sopra riportate, cioé non & unica,

ma le sue colonne formano una qualsiasi base ortonormale del sottospazio

ortogonale allo span delle colonne di [Q4].
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3.2 Definizione di velocita indipendenti

Si assuma che, al tempo o, il vettore delle coordinate generalizzate {qo},

soddisfi le equazioni di vincolo

{T({q0}.t0)} = {0} (3.22)

La derivata prima rispetto al tempo delle equazioni di vincolo, calcolata

al tempo ty, fornisce

(74 ({g0} . t0)] {do} = {bo} , (3.23)

dove
{bo} = —{¥:({a} .t0) } - (3.24)

Premoltiplicando la (3.23) per [Z][P]", precedentemente introdotte, si

ottiene
1Z)[P)" [%,({a0} - to)] {do} = [Z] [P]" {bo} (3.25)

Dal confronto della (3.25) con la (3.14) si puo scrivere

(W, ({qo} . t0)] {do} = {0} (3.26)
dove
{t6} = [Z][P]" {bo} (3.27)

Dovendo essere verificata la (3.26), si vede che anche {b}} deve avere gli

ultimi elementi nulli, in misura pari ad (m — r), infatti

o b gy gy = L
0 (0}

dove {bj} € un vettore ad r elementi coincidente con i primi elementi, tutti

[V, ({a0} . t0)] {do} = (3.28)

e soli non nulli, di {bf}.
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Ci si e quindi ricondotti all’equazione

(W7 ({q0} - t0)] {do} = {b} - (3.29)

Sostituendo [\IIZ]T = [@1][T] nella (3.29) si ottiene
QI {ao} = (117) " oy = {ie}e (3.30)

La soluzione ottenuta {go} deve soddisfare sia la (3.29) che la (3.30). Da

quest’ultima si ricava la soluzione particolare, ovvero
{in} = [Qu {i} .
mentre dalla prima si ricava la soluzione omogenea di [/ ({qo} ,t0)] {do} =
{0}, ovvero
{0} = [@1{z} v{z}.
Quest’ultima rimane giustificata quando si consideri che le colonne di [Qs]
sono una base del kernel di [\Il;’] La soluzione del sistema e quindi comples-

sivamente data dalla somma delle due precedenti, ovvero

{io} = i} +{af} = (@i {it } + Qa1 121 . (3.31)

3.2.1 Verifica della soluzione

In questa sezione si dimostra come la (3.31) soddisfi sia la (3.29) che la (3.30)
e si chiarisce il significato del nome di velocita indipendenti con cui si indicano

le componenti del vettore {Z}.

311 vettore {l;g } puo essere agevolmente ottenuto senza dover invertire la matrice [T]T
risolvendo il sistema lineare [T]" {56’ } = {b{j}, operazione resa ancor pilt semplice dalla

triangolarita di [T], che risulta inoltre essere sempre ben condizionata.
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Verifica del primo sistema

Sostituendo la soluzione proposta (3.31) nel sistema da verificare, ovvero

(¥ ({q0} - t0)] {do} = {b5}

e tenendo presente la definizione di {13'0’ } data in (3.30), si ottiene:

(07 ({ao} o) ] {36'} + (W ({ao} . to)] [Qa2) {2} = (b0} (3.32)

Considerando che

I’espressione precedente diviene

-1

T Q" @1 (1) (o} + (117 Q7 [Qa 2} = {46} . (333)

Dal momento che
1

T 1" Qi (1)) = 1]
[QI]T [Q2] = [0] )

la (3.29) risulta cosi essere verificata.

Verifica del secondo sistema
Sostituendo la soluzione proposta (3.31) nel sistema da verificare, ovvero
@) {ao} = {0}

sl ottiene:

QU@ {5} + @I 1@ (2 = {5} (3:34)
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Considerando le proprieta della matrice [@)] precedentemente discusse, anche
la (3.30) risulta essere verificata.

Dalle precedenti verifiche si vede come il vettore {Z} non contribuisca
mai alla soluzione, in quanto si trova sempre moltiplicato per una matrice
identicamente nulla. Questo giustifica il nome di velocita indipendenti e fa
si che gli elementi del vettore siano effettivamente liberi, possano cioe essere

scelti arbitrariamente.

3.3 Metodo di aggiornamento della base del
kernel

La matrice [@2], quindi una base ortogonale del kernel della matrice Jacobia-
na ridotta, puo essere ricavata ad ogni tempo t di simulazione decomponendo
la matrice Jacobiana stessa. Non essendone pero garantita l'unicita, non e
numericamente semplice garantirne la continuita. Inoltre gli algoritmi di de-
composizione QR reperibili, seppur molto robusti ed affidabili, non danno
alcuna indicazione al riguardo.

Si sceglie, quindi, analogamente a quanto proposto da Kim e Vander-
ploeg [13], di seguire quanto possibile uno schema di aggiornamento del kernel
che ne mantenga la continuita direzionale.

Nel corso della simulazione, pero, come descritto piu avanti, sara di quan-
do in quando necessario procedere nuovamente alla decomposizione della ma-
trice Jacobiana, da cui seguira una nuova base per il kernel, data dalle nuove
colonne di [Qs].

Il vettore velocita al tempo ¢ puo essere immaginato come somma delle

sue proiezioni sui sottospazi, tra loro ortogonali, individuati dalle colonne di
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[@Q1] e [@s], rispettivamente, ovvero:

{q¢} = [[Ql] [Qz]] i . (3.35)

Al tempo t le velocita devono anche soddisfare le relazioni di vincolo

(7] {q} = {v"} . (3.36)

Sostituendo la (3.35) nella (3.36) si ottiene

(W] (@i {e} + [wy] (@2 {2} = {v"} (3.37)

dove & importante notare che le matrici [Q] e [@Q2] sono calcolate al tempo
tg, mentre le altre quantita si riferiscono al tempo t.

Se il rango della matrice Jacobiana non cambia? da t; a ¢, la matrice
[\Il;’] [@Q1] & una matrice quadrata, di dimensioni (r X r) non singolare e ben

condizionata. E quindi possibile esplicitare il vettore {¢}:

(&} = (v Q)) " (0"} — [97) Q2] {2) - (3.38)

4La variazione del rango della matrice Jacobiana, ¢ perd fortemente condizionata dal

valore di soglia scelto per effettuarne il calcolo.
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Definendo quindi®

[Ql] = [Q1] ([\I’/ql} [Ql])_l (3.39)
Q2] = (@2 = | @] [w5] (@d] . (3.40)
e sostituendo la (3.38) nella (3.35) si ottiene

([W2] (@) (10"} — (9] [@2] {2})
{2}

{ay = [[@1] (@] (3.41)

da cui, con alcuni passaggi, si ricava

{g} = (@) ([wy] (@) ({0} — [¥)] [Qa] {}) + (@] {2}
= (@] ) + Q{5 - | @] [ (@) (2)
O] 'y + [@:] )

l—l

che, in forma pit compatta, si scrive

{q} = [[Ql} [Qz]] {{i,}} . (3.42)

5Per il calcolo di [Ql} ¢ possibile evitare il calcolo esplicito della matrice inversa. La

(3.39) puo essere riscritta come
1T
([l @)" [@&] = @]

La precedente puo essere vista come un sistema lineare in cui la matrice dei coefficienti
([wr] [Ql])T & associata a pilt vettori dei termini noti, ovvero le colonne di [Q]”. I van-
taggio computazionale di questa lettura e chiaro quando si nota che ¢ sufficiente effettuare
una sola decomposizione LU della matrice dei coefficienti per risalire alle soluzioni dei
sistemi associati ad ogni vettore di termini noti, e quindi alle colonne della matrice [Ql} T.

Trasponendo quest’ultima, si ricava la matrice cercata.
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Relazione sulle accelerazioni

Derivando la (3.42) rispetto al tempo, si ottiene la relazione che permette di

risalire alle accelerazioni generalizzate. Riscrivendo infatti la (3.42) come

(i} = = @] [N21P]" (W} + Q2] {2) (3.43)

dove [ﬂ ¢ una matrice (r X n) avente elementi pari ad 1 sulla diagonale

principale e 0 altrove, e derivandola rispetto al tempo si ottiene

Sy =2 (- [Ql] m {\Ift}+[cz2} {:})
= [@] (112 )+ @] &
- (@] Mz <—[ qt]{q}—{wttm[@] {2}

Che, con le posizioni
{a} = = [Wul{d} —{Tu} (3.44)
[} = [1211P" {a} (3.45)

diventa

{G} = [[ ] [Qz}] {{i;} (3.46)

dove {Z} rappresenta il vettore delle accelerazioni indipendenti, avente di-

mensione pari al numero di gradi di liberta del sistema, cioe pari a (n — 7).

3.3.1 Proprieta della matrice {@}

La matrice [@1} e la inversa destra della matrice Jacobiana ridotta, che ¢ in

generale rettangolare:

vl @] = el (wle) ™ =M, . (647
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Inoltre e anche una base delle colonne di [\I’;’]T al tempo ty, poiché

span ([Ql] ([\If'q'} [Ql])_1> € spcm([Ql]) )

Le colonne della matrice [Q2:| definiscono invece la base del kernel della
matrice Jacobiana ridotta aggiornata al tempo ¢, senza pero incorrere nei

problemi di continuita che si avrebbero con una nuova decomposizione:

[w;] [@2] = [90)(Qa] = [w3] [@u] [9)] (@2) = (0] - (348)

Superficie dei
vincoli

Figura 3.1: Interpretazione geometrica dei sottospazi [Ql} e [QQ]

In figura 3.1 viene riportata una interpretazione geometrica nel piano dei
sottospazi individuati da [Ql] e [QQ] E importante mettere in evidenza,
come si vede dalla figura, che il primo rimane parallelo® al sottospazio indivi-
duato dalle colonne di [Q1], mentre il secondo rimane tangente alla superficie

dei vincoli. I due sottospazi non sono quindi, in generale, ortogonali tra loro,

ovvero [QJT [Qg] # [0].

6Tn realta, le colonne di [Ql} sono una base del sottospazio individuato dalle colonne di
[@1], non di uno spazio ad esso affine, come si potrebbe essere portati a pensare osservando

la figura.
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3.3.2 Ciriteri per determinare quando decomporre nu-

ovamente la matrice Jacobiana

Col procedere della simulazione dal tempo %, in cui era stata calcolata la
matrice ortogonale [@Q)], i sottospazi effettivi della matrice Jacobiana possono
scostarsi eccessivamente da quelli definiti dalla matrice [Q] stessa. E dun-
que necessario individuare un criterio per determinare quando sia necessario
procedere con una nuova decomposizione.

Notando che quando cambia il rango della matrice Jacobiana o quando
uno dei vettori di base del suo spazio delle righe giace sul kernel [Qs] la
matrice [\I/ﬂ [@1] diventa singolare, si puo individuare un criterio generale
basato sul controllo del numero di condizione di tale matrice. Quando questo
diventa troppo grande si procede con una nuova decomposizione.

Nel caso in cui le equazioni di vincolo non siano esplicitamente dipendenti
dal tempo, la componente normale della velocita, {¢}, si annulla. Notando
che {g}" {q} = {&}" {¢} + {£}" {2}, essendo {z} la componente di velocit
tangente alla superficie dei vincoli, ’allontanamento del kernel attuale da

[@Q2] puo essere identificato dal parametro

a = w . (3.49)

{¢t {4}
Quando « scende sotto un prefissato valore, la matrice Jacobiana viene
nuovamente decomposta. Non & superfluo notare che o < 1, e che un valore
del parametro esattamente pari all’'unita implica che la matrice Jacobiana

venga decomposta ad ogni passo temporale.
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3.4 Equazioni del moto in forma di stato

In questa sezione vengono proposte due differenti metodologie che permet-
tono di eliminare le reazioni vincolari dalle equazioni del moto per mezzo
della matrice [Q} precedentemente introdotta. Il primo passo da compiere
per entrambe le formulazioni e quello di dedurre ’equazione del moto in for-
ma ridotta, eliminando cioe i vincoli sovrabbondanti. La differenza risiede

nel modo in cui tale sistema ridotto viene formulato:

- mediante le accelerazioni indipendenti {Z} precedentemente dedotte,

nel primo caso;
- mediante un set minimo di coordinate (pari al numero di g.d.l. del

sistema), nel secondo.

3.4.1 Equazione del moto in forma ridotta

L’equazione del moto di Lagrange per un sistema vincolato si scrive
(M) {a} + v {2} = {g} - (3.50)
Dalla (3.14) discende, per semplice inversione:
T T
W] = W P2 = [ =[] (2P (3.51)
che, sostituita nella (3.50) fornisce
. 1T T
[M]{q} + [P [Z1[P) {A\} = {9} . (3.52)
Sapendo che, come mostrato in precedenza,

[w,]" = [[w]" (0] (3.53)
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e definendo

(N} = [Z][P]" {A}T (3.54)
si arriva alla relazione

an g+ [e]” o7 4 YL gy (3.55)
o)

dove {\|} & un vettore di dimensione r formato dai primi r elementi di
{N'}, mentre {\,} & un vettore di dimensione (m — r) formati dagli elementi
restanti, tutti nulli a seguito della trasformazione introdotta da [Z]. Dalla
(3.55) si ottiene l'equazione del moto in forma ridotta, dove cioe sono stati

eliminati 1 vincoli sovrabbondanti:

(M) {g} + [w2]" N = {g} (3.56)

3.4.2 Ortogonalizzazione dei vincoli

Premoltiplicando la (3.56) per Q] ! e ricordando le proprieta (3.47) e (3.48)
si ha: -
~ 17T r. 1T . 1T
Q Q Q
2 Vang = (121 - 112 o
[y Q| [
quindi

o) vo@w]  [le] @] [le] W
o] @] o] W] (]
che puo essere riscritta come
@] g = @] ter - 00
@] @ = [@]

"Sia {A} che {\'} sono vettori a m elementi
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ovvero

{{)\’1} = [Ql} ({g} — [M]{q}) (3.57)

A T . A T
Q] M1{a} = |@:] {9}
3.4.3 Formulazione mediante le accelerazioni indipen-

denti

Sostituendo 'equazione delle accelerazioni (3.46) nella seconda delle (3.57)

si ottiene:
@) b ([@] @y + [0 1) = [@] 1 @)
da cui

@)t [0 1y + @)t (@] 123 = @] 1) 359

1] = (@] a [@n)* (3.60)
(M = [QQ}T[M] [Ql (3.61)

(W] ) = [@] (o) - ] (21127 (- [0l {0} — (W) (3:62)

Ricordando inoltre, come trovato in (3.42), che
. A1 ) '
far = Q] § " (3.63)
{2}

(M"] = [M] [1][Z][P]" (3.64)

e con la posizione

8Poiché la matrice delle masse generalizzata [M] & definita positiva e le colonne di [Q2:|

sono tra loro linearmente indipendenti, anche la matrice []\7[ ] risulta definita positiva.
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si puo costruire il seguente sistema di equazioni differenziali del primo

ordine:

-1 ) {"}
[Q} {2} . (3.65)
(M} { s} + [Qz] {9}

o | [
=[] [wgl] [M1] ]\

E importante notare che la matrice dei coefficienti al primo membro della
(3.65) e quadrata di dimensioni ((2n — r) X (2n — r)), triangolare a blocchi e
con i blocchi sulla diagonale definiti positivi, ed e quindi sempre ben condizio-
nata. Nel caso particolare in cui i vincoli non siano esplicitamente dipendenti
dal tempo, [¥,;] = [0], la matrice dei coefficienti diventa diagonale a blocchi.
Dalla risoluzione del sistema (3.65) si possono ottenere direttamente le posi-
zioni {q}, le velocita {¢}, come uscita dellintegratore utilizzato o per mezzo
delle velocita indipendenti {Z}, le accelerazioni {G} mediante la (3.46), es-
sendo ormai calcolabile il vettore {Z}, ed infine, se richiesti, i moltiplicatori
di Lagrange.

E molto importante mettere in evidenza come 1’algoritmo possa procede-
re con la simulazione senza mai calcolare le accelerazioni {§}, essendo suffi-
cienti le accelerazioni indipendenti per il passaggio allo step di integrazione
successivo.

Il sistema differenziale in (3.65) non descrive perd globalmente il sistema
meccanico in esame, ma ne fornisce solamente una rappresentazioni locale.
Per questo motivo non e possibile lasciare all’integratore ODE il compito di
calcolare l'intera soluzione dall’istante iniziale a quello finale, ma e necessario
intervenire dopo ogni step temporale per correggere la soluzione ottenuta e
modificare il sistema differenziale stesso, con lo scopo di far rientrare I’errore

al di sotto di una specifica tolleranza. Questo aspetto verra approfondito



3.4 Equazioni del moto in forma di stato

99

in seguito, quando verra discussa I'implementazione della metodologia sopra

proposta.

3.4.4 Formulazione mediante un set minimo di coordi-

nate

Con riferimento a quanto riportato nel paragrafo 2.2, si introduce una matrice
[B], avente le righe indipendenti dalle righe del Jacobiano ridotto [\Il;’], tale

che
{p} = [B]{d} - (3.66)

Inoltre deve essere soddisfatta la

il | gy = {0 (367
B {n}

M] {{%} = 1151 V) { {?;'}} -
B {p} {p}

= — [S1{v/} + [VI{p} (3.68)

ovvero

{q} =

Dalla precedente si puo dedurre

—1 —

[wal | | vl ]
- 15 V] =

B | | 18] 3]
_ (s | fmen) e
BIs) BV 01
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Dal confronto della precedente con le proprieta (3.47) e (3.48) si ricava °
[S] = | @ (3.70)
V] = | Q2 (3.71)
e
[B] = | Q2 (3.72)

Una relazione sulle accelerazioni puo essere ricavata differenziando rispet-

to al tempo la (3.67). Cosi facendo si ottiene

w] gy - [ o
[B] {p}

dove 10

("} = [ 12][P)" {7} (3.74)

{vi = = (Wl {dp) {d} = 2[Yal {d} — {¥u} . (3.75)
Dalla definizione di [S] e [V] le accelerazioni possono essere quindi otte-

nute come

(@} = S+ VY = @] 0+ | @] 3} (3.76)

Integrando rispetto al tempo la (3.66) si puo ricavare la relazione che lega le

posizioni in termini di coordinate generalizzate e coordinate indipendenti. Si

~ 17T 1 A
9In precedenza si era detto che |:Q2:| [Ql] # 0. Nonostante cio, nella pratica computa-
zionale, se la decomposizione QR viene svolta abbastanza spesso e il passo di integrazione

¢ sufficientemente piccolo, la differenza tra la matrice [S], formata esattamente dalle prime

(B

zando quest’ultima, si evita il calcolo esplicito dell’inversa di una matrice (n X n), con i

" -
r colonne di |: [ q} ] , e la matrice [Ql} € numericamente trascurabile. Inoltre, utiliz-

conseguenti benefici dal punto di vista della velocita e della stabilita della simulazione.
0Come detto in precedenza, la matrice [ﬂ estrae le prime righe della matrice a cui

viene premoltiplicata
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ottiene quindi
{r} = [B]({q} +{a}) (3.77)

dove il vettore di costanti di integrazione {g} puo essere facilmente valutato
prima di ogni step di calcolo a partire dai valori delle coordinate {q}. Si
hanno a questo punto tutti gli strumenti necessari per poter arrivare ad
una formulazione in forma di stato delle equazioni del moto del sistema.
L’ortogonalizzazione dei vincoli aveva portato alla relazione (3.57), che viene

di seguito riscritta

1T
= @] (e} - M1{a})
. 1T . 1T
Q2] M@y = Q2] {9}
La seconda equazione del precedente sistema puo essere riscritta in funzione
del set minimo di variabili {p} anziché dell’insieme completo di coordinate

generalizzate {q}. Sostituendo, infatti, la (3.76) nella seconda delle (3.57) si

ottiene
@] [@] ) = [@] 10 - [@] m[a]en 6w
che, con le posizioni (3.60) e (3.61), si riscrive in forma pit compatta come
1] ) = @] {0y -0y (379

Questa e la formulazione cercata. Integrando due volte, infatti, a partire da
condizioni iniziali sulle {p} immediatamente ricavabili da quelle sulle {q},
si ottengono {p}, {p} e di conseguenza {p} al passo temporale successivo.
Da queste si ricavano, sfruttando le relazioni sopra riportate, le posizioni,
velocita e accelerazioni in termini di coordinate generalizzate {¢}. Dopo aver
aggiornato, quindi, la matrice Jacobiana, il vettore {7} e tutto cio che dipen-

de dalle coordinate generalizzate e dal tempo, si costruisce un nuovo sistema
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di equazioni differenziali (3.79), con nuove condizioni al contorno, e si procede
integrando per un altro passo temporale.

E importante notare che il sistema di equazioni differenziali (3.79) ha un
numero di equazioni pari ai gradi di liberta del sistema, quindi minore di
quante se ne avrebbero se si considerassero tutte le coordinate generalizzate

e comunque minore della soluzione basata sulle accelerazioni indipendenti.



CAPITOLO

Il codice

Nel presente capitolo vengono descritte le caratteristiche principali del codice
NumDyn3D (acronimo dell’inglese Numerical Dynamic 3D System). L’obiet-
tivo principale da perseguire era quello di realizzare un codice general purpose
per 'analisi dinamica, mediante approccio multibody, di sistemi spaziali di
corpi rigidi vincolati. Il codice venne per la prima volta implementato in
linguaggio Fortran nel 2001 [18], ed utilizzato per I'analisi del comfort vibra-
zionale per gli occupanti di autoveicoli [19]. Tl limite maggiore di questa prima
versione risultava nell’impossibilita di gestire sistemi con vincoli sovrabbon-
danti. Per questo motivo nel 2003 si aggiorno il codice [20], implementando
tutte le metodologie teoriche sviluppate nel Capitolo 3 e migliorandone le

prestazioni computazionali.

4.1 Interfaccia utente

I codice NumDyn3D si interfaccia ad un utilizzatore tramite delle card,
ovvero dei file di testo formattati in maniera tale da contenere tutte le

informazioni necessarie al codice per svolgere la simulazione.

103
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Per rendere pit agevole la creazione e la modifica di tutte la card e stato
sviluppato il programma Card Manager cui si fara riferimento durante la

descrizione del contenuto di ogni file.

4.2 Descrizione delle card di dati

Come anticipato, il codice NumDyn3D riceve i dati di ingresso tramite dei
file di testo, dall’estensione .s3d, chiamati card, generabili sia mediante un
qualsiasi editor di testo, sia mediante una pitt comoda interfaccia grafica.

Il programma Card Manager ¢ stato sviluppato in Visual Basic 6, per
sfruttarne le potenzialita nel generare agevolmente un ambiente grafico con
gestione degli eventi del sistema operativo. La lettura delle card gia esistenti,
pero, viene effettuata richiamando le stesse routine Fortran implementate
in NumDyn3D, tramite una DLL scritta appositamente per interfacciarsi al
Visual Basic. Questo garantisce che le informazioni lette da file e visualizzate
all’interno di Card Manager siano esattamente le stesse che verranno poi lette
dal codice Multibody, scavalcando gli eventuali problemi di formato dei file
di testo e di impostazioni internazionali nella rappresentazione dei numeri.

La finestra principale (Figura 4.1) del programma consente di selezionare
la directory dove sono presenti o si vogliono salvare le card relative al pro-
getto corrente e successivamente di gestire tutte le informazioni necessarie al
NumDyn3D per eseguire la simulazione.

L’utente viene guidato ad inserire i dati in un preciso ordine, per quanto
riguarda le prime due card. Infatti inizialmente permette di lavorare solo sulla
card General, in cui, tra le altre cose, vengono definiti il numero e il nome
di tutti i corpi che costituiscono il sistema meccanico da simulare. Una volta

creata o caricata da disco questa, si passa alla definizione della topologia
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=, Card Manager
File ?

1, Select directory containg cards

|C:'\F‘rogrammi\N umDyn3DANPUT CARDS

2. General card

‘ Load

‘ Edit ’ ‘ New ’

4. Select card to manage

3. Constraints card

Browse folder

Figura 4.1: Card Manager: Finestra Principale

del sistema, assegnata tramite le coppie cinematiche presenti tra i vari corpi.

Tutte le altre card, invece, possono essere definite senza dover seguire alcun

ordine prestabilito.

4.2.1 La card General.s3d

In questa card vengono definiti il titolo, istante iniziale e finale della simu-
lazione, il numero di linee di output che si vogliono ottenere, a intervalli

costanti tra di esse, I’eventuale post processing dei dati calcolati ed il nome

di tutti i corpi che costituiscono il meccanismo.

Come si vede in Figura 4.2, possono essere impostati sia il numero di

intervalli di tempo, sia la lunghezza di ogni intervallo. Sulla card, in ogni

caso, ¢ presente solo il numero degli intervalli.
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w| General Card @

Title of simulation: | TS T \

Time informations Bodies informations
Start |,
Biella
End |15, Pistone

Manovella
Number of steps | 30000

Time Step | 0.0005

Name: ; Name

Post Processing (for dummy]  []

‘ Add ‘ Delete

Save Clear Card Cancel ’

Figura 4.2: Card Manager: Card General

Di seguito si riporta il contenuto del file General.s3d come generato a
partire dai dati riportati in Figura 4.2. Va notato che il numero identificativo
dei diversi corpi deve essere progressivo e cominciare da 1. Nelle altre card,

dove necessario, con l'identificativo 0 verra indicato il telaio.

General.s3d

Manovellismo

NB 3

TI 0.

TE 15.

ST 30000
PP N

ID | BODY NAME

1 Manovella
2 Biella
3 Pistone
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4.2.2 La card Connection.s3d

In questa card viene definita la topologia del sistema meccanico attraverso
la definizione di tutte le coppie cinematiche esistenti tra i diversi corpi co-
stituenti il meccanismo. Le informazioni vengono lette tramite una matrice,
detta di connettivita, in cui ogni riga rappresenta una coppia cinematica,
mentre le colonne sono, nell’ordine, un identificativo della coppia, gli iden-
tificativi dei due corpi da essa collegati, il tipo di coppia cinematica (e.g.
rotoidale, prismatica, etc.), le coordinate dei punti P, @) ed R che individua-
no univocamente il riferimento del giunto su ogni corpo, come descritti nel
paragrafo 1.2.1.

L’interfaccia grafica, pero, consente di introdurre per ogni tipo di coppia
il numero minimo di informazioni significative, generando poi automatica-
mente le eventuali informazioni mancanti. Ad esempio, nel caso di coppia
rotoidale, basta definire su ogni corpo il centro del riferimento del giunto
e la direzione dell’asse di rotazione, non necessariamente normalizzato, en-
trambi nel sistema di riferimento locale del corpo stesso. E poi il programma
ad occuparsi di normalizzare il vettore dell’asse di rotazione, a calcolare un
qualsiasi versore ad esso ortogonale ed infine a traslare entrambi nel centro
del riferimento del giunto, ottenendo cosi i tre punti cercati a partire da dati
di piu facile individuazione da parte dell’utente.

Non sempre e stato possibile ridurre la quantita di informazioni neces-
sarie, come nel caso della coppia prismatica, e rimane comunque possibile
modificare o creare la card di input attraverso un editor di testo. Di seguito

si illustrano i moduli per 'inserimento di informazioni di ogni tipo di coppia.
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= Joint Manager @

Joint type Summary
) Revolute Number of joints 4
Rotl |
O Prismatical Rot?
Rot3
O Cilindrical P
O Spherical

Ot

Figura 4.3: Card Manager: Finestra principale di gestione delle coppie

cinematiche

Finestra principale

La Figura 4.3 fa riferimento alle coppie cinematiche presenti nel progetto de-
finito nella card General. Le quattro coppie necessarie a definire la topologia
di un manovellismo di spinta sono state gia inserite. E inoltre possibile sia

modificare quelle gia esistenti, sia crearne delle altre.

Coppia rotoidale

Come si vede dalla Figura 4.4, assegnato un nome alla coppia, attraverso due
menu a tendina si possono scegliere i due corpi collegati. Successivamente,
nei rispettivi riquadri individuati dal nome del corpo, bisogna introdurre il
centro del riferimento del giunto (punto P) e la direzione dell’asse di rota-
zione, entrambi naturalmente nel sistema di riferimento locale. Verranno cosi
generate automaticamente le coordinate dei punti ) e R definiti nel paragrafo

1.2.1 richiesti in ingresso dal NumDyn3D.
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= Coppia Rotoidale
Name | Rott
!
Between body 'Flame—vu‘ and body ‘Wvﬂ
Frame
Manovella
Frame & Direction of Biella
entre rotating axis Pistone
+ [0 | [o |
vy o | |o |
Manovellac Direction of
entre rotating axis Cancel
% [0125 | [o |
v [o [0 ?
z “j | |1 |

Figura 4.4: Card Manager: Finestra di gestione della coppia rotoidale

Coppia prismatica

In questo caso non ¢ possibile ridurre il numero di informazioni necessarie
al fine di individuare interamente la coppia prismatica. Si e preferito quindi
far riferimento alla definizione di riferimento del giunto data nel paragrafo
1.2.1, chiedendo all’utente I'introduzione, per entrambi i corpi collegati dalla

coppia, dei punti P, @) ed R come precedentemente specificati.

Coppia cilindrica

Nel progetto relativo al manovellismo di spinta che si sta utilizzando come
esempio non e presente alcuna coppia cilindrica. I dati richiesti all’utente,
pero, come appare chiaro in figura 4.6, sono gli stessi richiesti per una coppia
rotoidale. Quello che cambia ¢ il gruppo di equazioni di vincolo associate a

questa coppia e generate automaticamente dal NumDyn3D.
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=, Coppia prismatica @

Name gp,n ‘
!
Betweenbody | pistone v| andbody ‘Frame v|
Pistone
P a R
x [o | 1 | |0 |
¥ |o | o | o |
z [o .o | I | Save
Frame
P g i Cancel
# |os | 15 | |05
v o | [o N
z [0 Lo | o

Figura 4.5: Card Manager: Finestra di gestione della coppia prismatica

Coppia sferica

Anche questa coppia non e presente nel manovellismo di spinta in esame.
Viene comunque richiesto all’'utente di introdurre, nei rispettivi sistemi di
riferimento locali dei due corpi collegati, solamente le coordinate del centro

della coppia.

Guida

Anche questa coppia non e presente nel manovellismo di spinta in esame.
All’utente viene richiesto di introdurre le coordinate del centro della sfera per
un corpo, le coordinate di un punto sull’asse della guida e la direzione dell’asse
stesso per l'altro, tutto naturalmente nei rispettivi sistemi di riferimento

locali.
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= Cylindrical Joint X]

Name | l
Between body ‘ v } and body o ’
Body 1 c Direction of
entre rotating axis
[0 | [0
v |0 [
z | '
|0 | |0 Salva
Body2 C Direction of
entre rotating axis Annulla
% [0 | [o |
v [0 | o |
2 |0 o |

Figura 4.6: Card Manager: Finestra di gestione della coppia cilindrica

=, Spherical Joint @

Name |
Between body l v‘ and body | vl
Body 1 Body2
Centre Centre
: - Save
o (I x|
- o |
£ LU—I 2 {U l Cancel

Figura 4.7: Card Manager: Finestra di gestione della coppia sferica

Esempio di file di input

Con i dati introdotti per tutte le coppie cinematiche presenti nel meccanismo

in esame viene generata la card di seguito riportata.
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Name ‘
L

Between body [sphere]‘ - ‘I and body [quide) |

Body 1 Body2

Centre of the Point on the Direction of the
sphere awis axis
|0 [ s [p [ {n
v [o | || v 1 b ]
z |p [ z [p [ m

Save

Cancel

I I(

Figura 4.8: Card Manager: Finestra di gestione della guida

Connection.s3d

NumDyn3D ver. 7.0a
IKinematic pairs

begin(1)

name=Rot1

type=1

body1=0

body2=1

P1=0. 0. O.

Q1=0. 0. 1.

R1=0.70710678119 0.70710678119 O.

P2=-0.125 0. 0.

Q2=-0.125 0. 1.

R2=0.58210678119 0.70710678119 O.
end (1)

begin(2)
name=Rot2
type=1
body1=1
body2=2
P1=0.125 0. O.
Q1=0.125 0. 1.
R1=0.83210678119 0.70710678119 O.
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P2=-0.25 0. O.

Q2=-0.25 0. 1.

R2=0.45710678119 0.70710678119 0.
end(2)

begin(3)

name=Rot3

type=1

body1=2

body2=3

P1=0.25 0. O.

Q1=0.25 0. 1.

R1=0.95710678119 0.70710678119 O.

P2=0.04 0. O.

Q2=0.04 0. 1.

R2=0.74710678119 0.70710678119 O.
end (3)

begin(4)
name=Pril
type=2
body1=3
body2=0
P1=0. 0. O.
Q1=1. O. .
R1=0. 0. 1.
P2=0.5 0. O.
Q2=1.5 0. 0.

R2=0.5 -1. O.

end (4)

La struttura del file di testo e data da diversi blocchi begin(i) ...
end (i), all’interno di cui sono contenute tutte le informazioni relative al-

la coppia i—esima. In particolare, ’etichetta name identifica il nome della

1

coppia, type identifica il tipo ' , bodyl e body2 corrispondono agli identi-

LT tipi di coppia cinematica riconosciuti sono gli stessi descritti sopra, in particolare:

1 Coppia rotoidale; 2 Coppia prismatica; 3 Coppia cilindrica; 4 Coppia sferica; 5 Guida.
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ficativi dei corpi collegati dalla coppia, come definiti in General.s3d, P1,
Q1 e R1 per il corpo identificato da bodyl, P2, Q2 e R2 per l'altro hanno il
significato descritto nel paragrafo 1.2.1.

Ogni riga che inizia con il carattere ! viene considerata commento e non
processata, cosi come non vengono considerate le righe vuote. Non e superfluo

sottolineare il fatto che tutto il contenuto delle card ¢ case sensitive.

4.2.3 La card Inertial.s3d

Con questa card vengono definite le caratteristiche inerziali di tutti i corpi
costituenti il meccanismo, calcolate nel sistema di riferimento locale di cia-

scun corpo, che non deve necessariamente coincidere col sistema principale

d’inerzia.
=, |pertial card @
Manovella | Properties of Pistone
Biella Center of Mass
(Pistore | ——
v L -0.15|
Mass: | —_—
z [ g
Matrix of Inertia
% y z
x| UUQ§§§ \ ol | 0
» | 0o | 00037 | 0
= 0 | 0 | 00037
Save Cancel

Figura 4.9: Card Manager: Finestra di gestione delle caratteristiche inerziali



4.2 Descrizione delle card di dati

115

Per ogni corpo definito nella card General, selezionandone il nome che
compare nella lista a sinistra nel form, e possibile definire massa, tensore
d’inerzia e posizione del baricentro nel sistema di riferimento locale. 11 file
generato, nel caso del sistema che si sta utilizzando come esempio, ¢ di seguito

riportato.

Inertial.s3d

NumDyn3D ver. 7.0a
IMatrici d’inerzia e masse....
begin(1)

mass=0.2

CoM=0. 0. O.
inertia=[
0.0000034 0. 0.

0. 0.001 O.

0. 0. 0.001

]

end (1)

begin(2)
mass=0.4

CoM=0. 0. 0.
inertia=[
0.00000679 0. O.
0. 0.008 0.

0. 0. 0.008

]

end(2)

begin(3)
mass=3.22
CoM=-0.15 0. 0.
inertia=[
0.0022 0. O.

0. 0.00378 0.
0. 0. 0.00378

]

end(3)
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Ogni riga che inizia con il carattere ! viene considerata commento e non
processata, cosl come non vengono considerate le righe vuote.

In ogni gruppo begin(i) ... end(i) vengono inserite le caratteristiche
inerziali del corpo i—esimo, nel suo sistema di riferimento locale. I numeri
possono esseri espressi con quante cifre significative si voglia o in notazione
scientifica, purché separati tra loro da almeno uno spazio, o una tabulazio-
ne, all’interno delle righe della matrice d’inerzia. Non e inoltre importante
I'ordine in cui vengono inseriti i corpi, né genera errore l’eventuale presenza
nel file di gruppi facenti riferimento a corpi non esistenti (es. begin(4) ...
end (4) nell’esempio precedente), che vengono ignorati. Viene invece genera-
to un errore nel caso in cui vengano omesse informazioni relative ad uno dei
corpi dichiarati.

I valori seguenti 1’etichetta CoM rappresentano le coordinate, x, y e z del
centro di massa del corpo nel sistema di riferimento locale del corpo. Questa
informazione viene utilizzata solamente dall’interfaccia grafica per la corret-
ta determinazione della forza peso. Nel caso in cui sia omessa la riga conte-
nente questa etichetta, vengono automaticamente considerati coincidenti il

baricentro e l'origine del sistema di riferimento, ovvero x =y = z = 0.

4.2.4 La card Force.s3d

Questa card contiene informazioni riguardo le coppie e le forze esterne agenti
sul sistema. Se sono presenti piu forze, o coppie, agenti su uno stesso cor-
po, ¢ sufficiente specificarle separatamente nella card, lasciando poi che sia

NumDyn3D a sommarne gli effetti, istante per istante.
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=, Forces Card @

Values T
lCoppia |
Name: |Coppia
Acting onbody: | Manavella v|
O Force () Global
® Toue O Local =>
Torque Point
iy o x| 0125 <
v Ul ¥ ‘ U:
@ Soseply 2| 0
E
Gravity Direction
Gravity On O ur Ox o
s | Or O
O O

Figura 4.10: Clard Manager: Finestra di gestione di forze e coppie

L’aggiunta di un’azione agente su di un corpo si effettua semplicemente
selezionando il corpo, scegliendo se si tratta di una forza o di una coppia,
definendo il sistema di riferimento in cui sono espresse le sue componenti
(riferimento locale o globale), specificando le componenti del vettore forza
o momento nel sistema di riferimento scelto, specificando le coordinate del
punto di applicazione nel sistema di riferimento locale del corpo ed infine
premendo il bottone => per aggiungerla alla lista sulla parte destra del form.

Selezionando inoltre in tale lista un’azione gia inserita se ne visualizza-
no i dettagli, mentre premendo il bottone <= viene rimossa dalla lista ed e
possibile, se si desidera, modificarla.

Un’altra caratteristica e la possibilita di aggiungere automaticamente 1’a-

zione della forza peso, selezionando l'apposita opzione nella parte bassa del
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form e la direzione, nel sistema di riferimento globale, dell’accelerazione di
gravita, di cui ¢ inoltre possibile specificare un valore qualsiasi. L’aggiunta
della forza peso genera nel file di testo 'aggiunta di tante righe quanti so-
no i corpi, corrispondenti ad una forza globale pari al prodotto della massa
del corpo stesso per 'accelerazione di gravita specificata, nella direzione ri-
chiesta. Tali forze hanno nome Gravl, Grav2, ... e, nel caso la card venga
caricata in un secondo momento da file per la modifica, compaiono come
forze qualsiasi nella lista delle azioni gia dichiarate.

La card generata con le impostazioni in Figura 4.10 viene qua di seguito

riportata.

Force.s3d

NumDyn3D ver. 7.0a
I Forces and torques

begin(1)
name=Coppia
body=1
type=1
Fx=0
Fy=0
Fz=0
Tx=0
Ty=0
Tz=50*step(4-t)
px=-0.125
py=0
pz=0

end (1)

begin(2)
name=Gravl
body=1
type=1
Fx=0
Fy=0
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Fz=-1.962
Tx=0

Ty=0

Tz=0
px=0.
py=0.
pz=0.

end(2)

begin(3)
name=Grav2
body=2
type=1
Fx=0
Fy=0
Fz=-3.924
Tx=0
Ty=0
Tz=0
px=0.
py=0.
pz=0.

end (3)

begin(4)
name=Grav3d
body=3
type=1
Fx=0
Fy=0
Fz=-31.5882
Tx=0
Ty=0
Tz=0
px=-0.15
py=0.
pz=0.

end (4)
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Il file di testo e costituito da una riga contenente la versione del program-
ma per il quale ¢ stato generato e da una sequenza di blocchi begin(i) ...
end (i) contenenti tutte le informazioni necessarie per identificare corretta-
mente la forza i—esima.

Ogni blocco e costituito da un campo name che identifica il nome della
forza, o coppia, da un campo body che identifica il corpo sul quale agisce
la sollecitazione, type che ne identifica il tipo (1 per sollecitazione espressa
nel sistema di riferimento globale, 2 nel sistema locale), Fx, Fy e Fz che
identificano le componenti del vettore forza nel sistema di riferimento scelto,
Tx, Ty e Tz che identificano le componenti del vettore momento nel sistema
di riferimento scelto, px, py e pz che identificano le coordinate del punto di
applicazione della sollecitazione nel sistema di riferimento locale del corpo.

Una caratteristica interessante, che si evince dal file di testo sopra ri-
portato, ¢ la possibilita di assegnare leggi di variabilita qualsiasi a tutte le
componenti della sollecitazione e alle coordinate del punto di applicazione.
E possibile quindi introdurre forze o coppie variabili nel tempo o in funzione
di posizione, velocita o accelerazione dei corpi?

La forza peso, infine, viene correttamente applicata nel baricentro di ogni
corpo, le cui coordinate sono state inserite nella card riguardante le carat-
teristiche inerziali, come si vede dalla forza identificata dall’etichetta Grav3,
generata automaticamente dall’interfaccia. Il pistone, infatti, & descritto in
un sistema di riferimento locale la cui origine non coincide con il centro di
massa.

Per quanto sia possibile specificare, in uno stesso blocco, un vettore for-

2Nel file di testo riportato come esempio, la prima sollecitazione & una coppia del valore
di 50Nm che agisce per i primi 4 secondi di simulazione. Successivamente la funzione

step(4-t) vale 0, quindi la sollecitazione si annulla.
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za ed uno momento, l'interfaccia grafica consente I'introduzione di una sola
azione alla volta. Questo non costituisce un limite, perché NumDyn3D ¢ in
grado di sommare azioni diverse agenti sullo stesso corpo, come scritto so-
pra. L’unica accortezza sta nell’aprire con Card Manager file scritti con un

normale editor di testo, in quanto una delle due azioni presenti nella stessa

riga verrebbe persa al momento del salvataggio.

4.2.5 La card Initial Configuration.s3d

Questa card contiene la configurazione iniziale di tutti i corpi costituenti il

sistema meccanico, sia in termini di posizione che in termini di velocita.

=, |nitial Conditions @

[_777 ] Rotation Axis 5Eu|e[ pa[ame[e[s;
Biella | N A% e e
Pistoria Initial Conditions of Manovella
Center of Local SoR Yelocity of Cob
w010 wl 0
¥ -0.0825 wl 0
z | 1) vz | Uj
Rotation Axis Angular velocity
ug: | 0 omex: | ojr
uy: | 0 omey: | 0}
uz: | 1 omez: | 0|
Global O Local &
Rotation Angle
phi: [4 pit] () Radiants
Save Cancel

Figura 4.11:

Card Manager: Condizioni

iniziali tramite asse di rotazione
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=, |nitial Conditions @

ao‘.fella 1 Rotation Axis | Euler parameters
P::t;ne | Initial Conditions of Manovella
Center of Mass Yelocity of Cob
| 0.108] v | [
¥ -0.0825 W | 0)
2| 0| vz | UJ
Euler Parameters Derivatives of EP
0| osesarassl e[ 0
el: | al elp: | 0}
e2: | ol 2p: | 0}
5| ozsgmam| % [
Save Cancel

Figura 4.12: Clard Manager: Condizioni iniziali tramite parametri di Eulero

Per ragioni di affidabilita e di univocita di interpretazione dell’orienta-
mento, questo viene espresso internamente al codice NumDyn3D in termini
di parametri di Eulero. Per facilitare 'introduzione delle condizioni iniziali,
in particolar modo per quanto riguarda l'assegnazione di velocita angolare
non nulla ad un corpo, che viene richiesta dal NumDyn3D in termini di de-
rivate dei parametri di Eulero, viene data la possibilita all’'utente di scegliere
tra due diverse rappresentazioni.

Come si vede dalle figure 4.11 e 4.12, si puo scegliere la maniera pit1 como-
da di introduzione dei parametri, normalmente la prima, potendo visualizzare

subito, cambiando scheda, come siano stati modificati i parametri omologhi
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nell’altra.

Una caratteristica importante di questo form e la possibilita di introdurre
espressioni matematiche comunque complesse oltre ai semplici numeri, come
ad esempio sqrt(2)*sin(pi/3), in una qualsiasi casella di testo. Questo ri-
sulta molto utile sia quando si ha a che fare con angoli espressi in radianti, sia
quando si voglia lavorare direttamente con i parametri di Eulero, utilizzando
le (1.2).

Il file di testo generato per il meccanismo utilizzato come esempio e di

seguito riportato.

Initial configuration.s3d

NumDyn3D ver. 7.0a
'INITIAL CONFIGURATION RELATED TO THE COORDINATES
begin(1)

q1=0.108

q2=-0.0625

q3=0.

q4=0.9658738845942

g5=0.

q6=0.

q7=-0.259012816399

begin(2)
q1=0.459
q2=-0.0625
q3=0.
q4=0.9920095389772
g5=0.
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q6=0.
q7=0.1261628890689

end (2)

begin(3)
ql=0.661
q2=0.
q3=0.
q4=1.
g5=0.
q6=0.
q7=0.
gp1=0.
qp2=0.
qp3=0.
qp4=0.
qp5=0.
qp6=0.
qp7=0.

end (3)

Come si puo notare, il file riporta nella prima riga 'indicazione della
versione di NumDyn3D per cui e stato generato, per far si che il codice
multibody possa provare ad aprire i file di configurazione e condizioni iniziali
utilizzati nelle versioni precedenti. Ogni riga che ha come primo carattere il
simbolo ! viene considerata commento, cosl come vengono saltate tutte le
righe vuote. All'interno di ogni blocco begin(i) ... end(i), che non deve
essere collocato necessariamente in ordine crescente rispetto agli altri, sono

contenute, in qualsiasi ordine, le sette coordinate di posizione e le sette di
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velocita. Nel caso in cui non venga trovata un valore iniziale per una velocita,
questa viene letta come nulla dal NumDyn3D, mentre ¢ necessario assegnare
un valore a tutte le coordinate posizionali di ogni corpo. L’interfaccia grafica
Card Manager genera, come si evince da quanto sopra riportato, un file
ordinato ed assegna tutti i valori di velocita, compresi quelli nulli.

Le sette coordinate rappresentano da ¢; a g3 le coordinate X, Y e Z dell’o-
rigine del sistema di riferimento locale, espresse naturalmente nel riferimento
assoluto, mentre da g4 a ¢; i quattro parametri di Eulero.

Nel caso in cui vengano assegnate velocita non nulle e non congruenti a
coordinate tra loro dipendenti, o a un numero di coordinate maggiore del
numero di gradi di liberta del sistema, NumDyn3D determina automatica-
mente la soluzione piu vicina ai valori immessi tramite il metodo dei minimi
quadrati.

E molto importante evidenziare il fatto che le coordinate di posizione
assegnate come configurazione iniziale rappresentano in realta solo una sti-
ma della posizione effettivamente assunta dal sistema. NumDyn3D provvede
ad un calcolo iniziale di una configurazione il piu possibile vicina a quella
indicata dall’utente e congruente con i vincoli cinematici. Non e necessario

indicare quante e quali siano le coordinate indipendenti del sistema.

4.2.6 La card SPDamp.s3d

Questa card contiene l'elenco di gruppi molla—smorzatore—attuatore even-
tualmente presenti nel sistema da simulare. I parametri richiesti cambiano
nel caso in cui il gruppo sia di tipo traslazionale o torsionale, come si puo
osservare nelle figure 4.13 e 4.14.

Nel caso in cui venga introdotto un gruppo traslazionale, infatti, vengono

richiesti i punti di applicazione sui due corpi collegati dal gruppo stesso.
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=, Springs, Dumpers and Actuators
Yalues
Name: 1 |
Between body: lFrame v‘
and body: | pistone v ‘
(® Traslational O Rotational ~
Spring -
K| o 0] 0
Dumper
c] 15]
Actuator
Al gi
Paint on Frame Paoint on Pistone
* | o | * ‘ 0} Save
v | of | | ¥ | 0|
: | OUER 0 C
Cancel

Figura 4.13: Card Manager: Gruppi molla—smorzatore—attuatore estensionali

Nel caso si richieda invece quello torsionale viene richiesto di selezionare
una coppia cinematica che permetta movimenti rotazionali a cui associare il
gruppo.

Una caratteristica innovativa ¢ la possibilita di inserire molle, smorzatori
o attuatori non lineari, legandone i valori alle coordinate assolute dei corpi
del sistema meccanico.

Un esempio di file generato da Card Manager viene riportato di seguito.

SPDamp . s3d

NumDyn3D ver. 7.0a
!Springs, dampers and actuators



4.2 Descrizione delle card di dati

127

=, Springs, Dumpers and Actuators @

Values

Name: ’ Smorz¥

Between body: lFrame v‘
and body: lManoveIIa vl
=
O Traslational (¥ Rotational
Spring -
K| o Lo l ul
Dumper
| 5
Actuator
A 0)
Connection
Connection for rotational spring:
Rotl v

=n

Cancel

Figura 4.14: Card Manager: Gruppi molla-smorzatore-attuatore torsionali

begin(1)
name=Molla
type=1
body1=0
body2=3
K=10*abs (q15-0.661)
L0=0.661
C=0
A=0
plx=0.
ply=0.
plz=0.
p2x=0.
p2y=0.
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p2z=0.
end (1)

begin(2)
name=SmorzV
type=2
body1=0
body2=1
K=0
L0=0.
C=2x*abs (qp4) *step(t-4)+step(4-t)*8
A=0
ConnectionID=1
end(2)

Nella card sono specificati due diversi gruppi molla—smorzatore—attuatore.
I primo & in realta una sola molla traslazionale (tipo 1) dal coefficiente ela-
stico variabile linearmente con I’allontanarsi dalla condizione di riposo (L),
applicata nell’origine del pistone (corpo 3) e del telaio (corpo 0). Il secondo
¢ uno smorzatore viscoso angolare (tipo 2) dalla viscosita costante durante
i primi 4 secondi, variabile linearmente con la velocita angolare (tramite la
derivata del primo parametro di Eulero del primo corpo) successivamente,
connesso alla coppia rotoidale 1 (ConnectionID 1), ovvero quella che colle-
ga manovella (corpo 1) e telaio (corpo 0), come riportato nella matrice di
connetivita.

La struttura del file di testo e analoga a quanto visto per altre card, ovvero
la prima riga contiene la versione del simulatore per cui e stata scritta la
card, le righe che cominciano con ! o vuote vengono saltate, tra ogni begin
ed il rispettivo end sono presenti tutte le informazioni necessarie a definire il
gruppo molla—smorzatore—attuatore

In particolare, senza un ordine prestabilito, vengono richiesti il nome del
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gruppo, il tipo (type=1 indica traslazionale, 2 torsionale), i corpi collegati
(bodyl e body?2), il coefficiente elastico della molla (K), la sua lunghezza a
riposo (LO), il coefficiente di viscosita dello smorzatore (C) e 'attuatore (A),
per entrambi i tipi di gruppo. Per quello traslazionale vengono richieste an-
che le coordinate dei punti di applicazione sui rispettivi corpi, nel sistema
di riferimento relativo ad ognuno di essi (p1x, ply e plz per il corpo indica-
to nel campo bodyl, p2x, p2y e p2z per quello indicato in body2), mentre
per il gruppo torsionale viene richiesto soltanto 'identificativo della coppia
cinematica associata (ConnectionID).

Una caratteristica interessante ¢ la possibilita di introdurre tramite una
legge opportuna su un attuatore, una legge di controllo funzione della posi-
zione e della velocita dei diversi corpi costituenti il sistema, o del tempo di

simulazione.

4.2.7 La card Driving Pos.s3d

Questa card contiene tutte le informazioni necessarie per la dichiarazio-
ne completa dei vincoli di moto agenti sul sistema. In particolare, detto
U ({q},t) un generico vincolo di moto, & necessario definire in forma analitica,

oltre al vincolo stesso, le seguenti quantita

W ({0 =2
v lla},0 = 57
U, (g}, 1) = gi’ i=1...Tx NB
\Ifqim{q},t):%, i—1..TxNB

(4.1)

Poiché, normalmente, la maggior parte delle derivate parziali rispetto al-
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le coordinate generalizzate ¢; sono nulle, e sufficiente riportare nella card
solamente quelle significative, mentre le altre verranno automaticamente im-
postate pari a 0.

Un esempio di file di input viene di seguito riportato.

Driving Pos.s3d

NumDyn3D ver. 7.0a
I Card delle leggi di moto

begin(constants)
A=0.125
omega=3

end(constants)

begin(1)
position = ql-Ax*cos(omegaxt)+A-.108
PSIt = Axsin(omega*t)*omega
PSItt = A*cos(omegax*t)*omega”2
PSIq(1) =1
PSIqt(1) = 0
end (1)

Come si vede, il file ¢ suddiviso in diversi blocchi. Uno, delimitato da
begin(constants) ... end(constants), contiene la dichiarazione di un nu-
mero arbitrario di costanti utilizzate nelle leggi di moto. Gli altri blocchi
contengono invece le espressioni analitiche delle leggi di moto con le relative
derivate. La legge sulle posizioni ¥ ({¢},t) viene identificata con l'etichetta
position, la sua derivata parziale prima rispetto al tempo con PSIt e la
seconda con PSItt. Le espressioni analitiche di queste quantita sono neces-
sarie e, se non trovate, viene generato un errore. Le successive quantita sono
invece opzionali e poste uguali a zero se non trovate. In particolare, nell’e-

sempio precedente, I'unica derivata rispetto alle coordinate non nulla e quella
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rispetto a q1, e viene quindi riportata. Viene espressa, solo per completezza,
2y
anche la derivata mista ———, ma non sarebbe necessaria, essendo nulla.

0q.0t

E importante sottolineq;re che le coordinate sono espresse nel sistema di
riferimento assoluto e che, per maggior generalita, si e preferito non legare la
legge di moto ad un singolo corpo. Cosi le coordinate sono identificate da ¢y,
q2, - - -, @rx~nB, dove N B indica il numero di corpi costituenti il meccanismo.
Quindi al corpo con identificatore 1 nella card General fanno riferimento
le coordinate ¢; ... g7, al 2 le coordinate ¢g ... qi4, all’i—esimo le coordinate
qr(i—1)+1 - - - q97i-

La gestione di questa card non e prevista all'interno di Card Manager, ma
e stato sviluppato un programma in Maple V che, inserendo la legge di moto
ed il numero di corpi costituenti il sistema, restituisce tutte e sole le derivate
significative in formato adatto per essere interpretato correttamente dal Nu-

mDyn3D. Rimane quindi da fare manualmente una semplice operazione di

copia—incolla per inserire le funzioni calcolate all’interno della card.

4.2.8 La card QRTol.s3d

Questa card contiene alcune opzioni che permettono di configurare, secon-
do le proprie esigenze o secondo il particolare sistema meccanico, la riso-
luzione delle equazioni del moto della simulazione. I parametri impostabili
possono influenzare molto sia la velocita di esecuzione, sia I'accuratezza del-
la simulazione o la stabilita per tempi lunghi, sia l'effettiva soluzione del
problema.

NumDyn3D utilizza dei parametri di default, che possono essere una buo-
na scelta per la maggior parte dei sistemi o comunque come impostazioni di
primo tentativo. Nel caso in cui lo si desideri, si possono modificare i seguenti

parametri:
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= Resolution Options Q@@

Resolution Method

' OTZ with Radau v [
0GR Dptions
ODE Integrator Radau
ODE Method:é Runge Kutta 23 ‘ Tolerance [ 1.E-8§
Tolerance:{ 1.E-4! Updating of decqmposition ——
— (TZ Update:| 0.9999/
Zero Threshold: | 1.E-18| —_
Rank evaluation_ -
Constraints violation Rank tolerance: | 1.E-10]
Perform Constraints Correction Output
Max violalion:g 1.E-5§ F’rogresszi 5'
After correction: | 1.E-10| Delta Wwrite:| 1 U
Save Cancel

Figura 4.15: Card Manager: Opzioni di risoluzione

Metodo di risoluzione

Consente di scegliere fra I'uso del codice Radaub per la risoluzione di equa-
zioni algebrico—differenziali con indice di formulazione 3 per sistemi a vincoli
non sovrabbondanti, QTZ in forma di stato o QTZ con ortogonalizzazione

dei vincoli.

Radau. Consiste nel risolvere, tramite il codice Radaub [6], appunto, il siste-
ma di equazioni algebrico differenziali come scritto nella (2.1). Rappre-
senta una buona scelta sul fronte della stabilita della simulazione, ma
e vincolato dalla possibilita di risolvere solamente sistemi meccanici

a vincoli non sovrabbondanti. Ad esempio, il manovellismo di spin-
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ta utilizzato come esempio non ¢ risolvibile tramite questo metodo, in
quanto nella sua rappresentazione spaziale presenta tre gradi di vincolo

di troppo.

QTZ in forma di stato. Come descritto in linea teorica nel paragrafo 3.4,
tramite una decomposizione QTZ completa della matrice jacobiana dei
vincoli e possibile formulare le equazioni del moto in forma di stato,
o in termini di accelerazioni indipendenti o su di un set minimo di
coordinate. La selezione tra i due metodi viene fatta automaticamente
all’interno di NumDyn3D, a seconda delle caratteristiche del sistema
meccanico. Entrambe le metodologie sono in grado di eseguire simula-
zioni di sistemi a pit gradi di liberta e a vincoli sovrabbondanti, con una
velocita maggiore della formulazione algebrico—differenziale, soprattut-
to all’aumentare del numero di corpi. Di contro presentano maggiori
problemi di stabilita della soluzione per simulazioni lunghe e di viola-
zione dei vincoli cinematici, che puo comunque essere limitata a valori

fisicamente trascurabili tramite le altre opzioni di risoluzione.

QTZ con ortogonalizzazione. Consiste nel risolvere, tramite il codice Ra-
daub, il sistema algebrico differenziale (3.57), ottenuto dopo l'ortogo-
nalizzazione dei vincoli cinematici per mezzo della matrice [Q}, come
descritto nel paragrafo 3.4.2. Questa metodologia, utilizzata di default,
e in grado di risolvere sistemi a vincoli sovrabbondanti con un qual-
siasi numero di gradi di liberta, con maggiore velocita dei precedenti
per sistemi di piccole dimensioni, pagando qualcosa invece per sistemi
piu complessi. Presenta inoltre un’elevata stabilita della soluzione e un
rispetto dei vincoli limitato principalmente dalla precisione dell’'unita

di virgola mobile del processore, ben al di sotto, comunque, di qualsia-
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si apprezzabilita fisica. Di contro puo presentare problemi ad iniziare
la simulazione di sistemi con elevato numero di vincoli ridondanti, nel

qual caso si consiglia I'uso della QTZ in forma di stato.

Integratore ODE

Le opzioni contenute in questa sezione hanno effetto solo nel caso in cui si
utilizzi come metodo di risoluzione la decomposizione QTZ con equazioni in
forma di stato. E stato utilizzato I'integratore per sistemi di equazioni dif-
ferenziali ordinarie (ODE) RKSuite per Fortran [22], basato su metodologie
Runge-Kutta esplicite, che permette di scegliere fra diversi ordini di sviluppo

e di fissare tolleranze diverse. In particolare si ha:

Metodo ODE. Permette di selezionare la coppia Runge-Kutta che si vuole
utilizzare, (2,3), (4,5) o (6,7). Piu & alto 'ordine della coppia, maggiore
e la precisione del risultato e maggiore ¢ il tempo di calcolo. Per gli usi
normali all’interno di una simulazione con NumDyn3D, la coppia di
ordine minore (2,3) restituisce risultati paragonabili a quella di ordine
massimo, con un risparmio di tempo di calcolo dell’ordine del 60%. Tra
le tre diverse scelte varia I'accuratezza, che ¢ dell’ordine di 1073, 10~°

e 1078, rispettivamente.

Tolleranza. Permette di impostare un valore dell’accuratezza richiesta, ed
e legato al metodo ODE utilizzato. I metodi consigliati sono:
1072:107* coppia (2,3)
1073 : 1075 coppia (4,5)
1075 coppia (6,7)

Soglia. Da scegliere in maniera tale che il valore di una coordinata e trascu-

rabile se sta al di sotto del valore di soglia.
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Radau5b

E possibile impostare I'errore massimo relativo ammesso da Radaub durante
I'integrazione. Questo parametro incide sulla possibilita di eseguire o meno
una simulazione, in particolare per sistemi a vincoli sovrabbondanti. Nel caso
in cui, durante I’esecuzione del codice, si ricevesse un messaggio di errore da
Radau sulle dimensioni troppo piccole del passo di integrazione interna che
dovrebbe adottare, si puo tentare di aumentare il valore di questa tolleranza

e lanciare nuovamente la simulazione.

Violazione dei vincoli

Il codice NumDyn3D, nel caso in cui si utilizzi come metodo di risoluzione
la decomposizione QTZ con equazioni in forma di stato, puo avere bisogno,
di quando in quando, di correggere le posizioni trovate nel corso della simu-
lazione per far scendere al di sotto di un valore fissato I’eventuale violazione
dei vincoli cinematici imposti. Questa eventualita non e cosi remota, soprat-
tutto per simulazioni lunghe, in quanto la riscrittura in forma di stato del
sistema di equazioni algebrico differenziale che viene risolto ha validita solo
locale. Piu ci si allontana dalla configurazione nella quale e stata svolta la
decomposizione e sono state corrette le posizioni, piu cresce la possibilita
che vengano violati alcuni vincoli cinematici al di sopra di valori fisicamente
tollerabili. Per questo motivo e prevista la possibilita di effettuare, in fase di
simulazione, la correzione delle posizioni quando la violazione delle equazio-
ni dei vincoli cinematici superi un valore assegnato. Nel caso in cui I'utente

voglia effettuare la correzione, viene richiesto:

Violazione massima. Valore massimo che puo assumere la somma dei va-
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lori assoluti delle violazioni dei vincoli cinematici prima che venga

effettuata la correzione.

Violazione massima dopo la correzione. Valore sotto il quale deve ve-
nir riportata la somma dei valori assoluti delle violazioni dei vincoli

dopo la correzione.

Questa operazione richiede la soluzione di un sistema sovrabbondante di
equazioni algebriche non lineari. Di conseguenza impostare un valore troppo
basso della violazione dopo la correzione puo significare aumentare molto il
numero di iterazioni necessarie per portare la soluzione al di sotto di tale
soglia.

I1 valore di soglia prima di effettuare la correzione se scelto molto piccolo
puo portare a correggere le coordinate posizionali praticamente ad ogni step
temporale, mentre se viene scelto troppo alto puo portare problemi di con-
gruenza tra velocita (non corrette) e posizioni (corrette) all’inizio del passo
temporale successivo all’esecuzione della routine.

E evidente che il valore della violazione massima dopo la correzione deve

essere inferiore al valore ammesso prima di effettuarla.

Aggiornamento della decomposizione

Questo parametro e esattamente «, come definito nel paragrafo 3.3.2. Un
valore tanto piu vicino all’'unita, quindi, implica una sempre piu frequente
decomposizione QTZ della matrice Jacobiana del sistema.

Per sistemi meccanici a piu di un grado di liberta, questo valore non
dovrebbe essere posto esattamente pari ad 1, perché questo potrebbe intro-
durre instabilita dovute a problemi di risoluzione dell'unita a virgola mobile

del processore che non consentono il calcolo di nuovi sottospazi ortogona-
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li sufficientemente vicini ai precedenti®. Questi problemi non si presentano,

invece, per sistemi ad un grado di liberta.

Valutazione del rango

E il valore di soglia al di sotto del quale viene considerato nullo un elemen-
to sulla diagonale della matrice [T] della decomposizione QTZ. Il numero
di gradi di liberta del sistema meccanico in esame coincide col numero di
elementi nulli sulla diagonale di tale matrice. Il valore di questo parametro
puo essere incrementato nel caso in cui si incontrino problemi nel simulare
un sistema meccanico con vincoli ridondanti di cui non siano state assegnate

con sufficiente accuratezza le caratteristiche geometriche.

Output

Il valore dell’output a schermo rappresenta la percentuale dei passi da calco-
lare per ogni incremento dell’indicatore di processo. Il valore del parametro
che regola I'output su file indica invece il numero di passi intermedi che si
richiedono tra due linee consecutive sul file di output, che corrispondono ad

uno step temporale definito nella card General.

Esempio di card

Viene qui di seguito riportato un esempio della card descritta in questa

sezione, come generata da Card Manager.

(RTol.s3d

NumDyn3D ver. 7.0a
Integration method

3Vedere la figura (3.1) per un’interpretazione geometrica dei sottospazi ortogonali citati

nel testo.
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ResMethod = 2

ITolerances required by ODE integrator
ODEmethod = 2

tol0ODE = 1.E-7

threshold = 1.E-18

ITolerances required by Radau
tolRadau = 1.E-8

ITolerances for constraints violation
tolConst = 1.E-9
tolCorr = 1.E-12

IQTZ Updating
tolQRUpdate = 1

IRank evaluation
tolRank = 1.E-10

IConsole progress indicator
DeltaPerc = 5

INumber of time steps between two consecutive lines in output file
DeltaWrite = 10

IPerform constraints correction
Correzione = 1

4.3 Metodi numerici

4.3.1 La libreria LAPACK

Come visto nella sezione teorica, nella metodologia proposta si fa largo uso di
operazioni di algebra lineare, come trasformazioni QR, risoluzioni di sistemi

lineari sovrabbondanti e non, e molto altro. Si & scelto quindi di avvalersi il
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pit possibile della libreria di algebra lineare LAPACK [23], distribuita gra-
tuitamente dagli autori e proveniente da anni di uso da parte della comunita
scientifica internazionale.

In particolare e stata da poco rilasciata la versione 3, in cui sono state ri-
scritte alcune delle routine piu frequentemente utilizzate nell’attuale versione
di NumDyn3D. Le variazioni hanno riguardato, in particolare, I'introduzione
di algoritmi di decomposizione a blocchi, che permettono un piu efficiente
utilizzo dei processori di recente generazione, per via della pipeline multiple
di cui praticamente tutti sono dotati e che consentono notevoli miglioramenti
nelle prestazioni senza riscrittura del codice nel caso si utilizzino architetture
multiprocessore.

Un altro parametro di scelta per ’adozione di questa libreria risiede nell’u-
tilizzo che viene fatto, nella libreria, dei BLAS, ovvero Basic Linear Algebra
Subprograms. Questo set di routine, ormai standard consolidato, viene svi-
luppato dai diversi produttori di CPU appositamente per ogni processore di
alto livello della loro produzione *. Solo questo fattore puo fornire un eleva-
tissimo incremento delle prestazioni della libreria Lapack e, di conseguenza,
del codice NumDyn3D.

Cio premesso, durante la scrittura di NumDyn3D si e prestata particolare
attenzione ad una organizzazione del codice che permettesse di sfruttare il
piu possibile le potenzialita di tutti questi strumenti. Ad esempio si € com-
pletamente evitato 1'uso del comando Fortran matmul per eseguire prodotti
matriciali, sostituendolo con il piu veloce e robusto DGEMM contenuto all’inter-

no dei BLAS, che esegue 'operazione C' «+— aAB+(C, con «a e [3 valori scalari

4Ad esempio, AMD include i BLAS all'interno della AMD Core Math Library (ACML),

scritte appositamente per i processori AMD Opteron™

e distribuite gratuitamente per i
piu diffusi sistemi operativi. Intel, invece, rilascia una versione a pagamento ottimizzata

per tutti i suoi processori.
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e A, B e C matrici di dimensioni qualsiasi, purché ovviamente compatibili
fra loro.

Di Lapack si utilizza frequentemente anche la subroutine per eseguire
la decomposizione QR completa, con pivoting delle colonne, di una matrice
di dimensioni qualsiasi, sia per arrivare alla decomposizione QTZ descritta
nella sezione teorica, sia per risolvere i sistemi di equazioni sovradeterminati
che si incontrano, ad esempio, quando vengono calcolate le velocita iniziali

congruenti.

4.3.2 Risoluzione di sistemi non lineari

Per eseguire correttamente la simulazione e necessario poter risolvere dei
sistemi di equazioni algebriche non lineari, eventualmente sovradimensiona-
ti, ovvero con piu equazioni che incognite. In particolare, sistemi di questo
tipo, all’interno del codice sviluppato, vengono impiegati sia per la determi-
nazione di una configurazione congruente con i vincoli imposti ed attinente
alle condizioni iniziali specificate dall’utente, sia, nel corso della simulazione,
per la minimizzazione dell’errore commesso nel rispettare i vincoli imposti,
qualora si impieghino metodologie che prevedano la riscrittura del sistema
algebrico differenziale in forma di stato. Per la risoluzione di tali sistemi
si ¢ scelto I'impiego della routine Lmder, contenuta nel pacchetto Minpack®
costituito da strumenti per I'ottimizzazione di molte classi di problemi mate-
matici. Lmder e in grado di minimizzare la somma dei quadrati di m funzioni
non lineari in n variabili, con m > n, utilizzando una variante dell’algorit-
mo di Levenberg-Marquardt. E necessario fornire una routine che calcoli le

funzioni ed il relativo Jacobiano in corrispondenza di assegnati valori delle

5Argonne National Laboratory — Minpack project — march 1980. — AA.: Burton S.
Garbow, Kenneth E. Hillstrom, Jorge j. More
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variabili. Questa strategia risolutiva ben si adatta all’approccio Multibody

implementato nel codice NumDyn3D.

4.3.3 Soluzione di sistemi differenziali ordinari

Come accennato in precedenza, le metodologie che prevedono la riscrittura
del sistema in forma di stato comportano la soluzione di sistemi di equazioni
differenziali ordinarie (ODE), o in termini di accelerazioni indipendenti o di
un set minimo di coordinate, a seconda del metodo scelto dal codice. Per la
risoluzione di tali sistemi si e fatto uso di una libreria di integratori ODE

[22], basati sull’algoritmo di Runge-Kutta con coppie di diversi ordini.

4.3.4 Soluzione di sistemi algebrico—differenziali

Per la risoluzione di sistemi algebrici-differenziali si ¢ fatto uso del codice
Radau5b, sviluppato da Ernst Hairer e da Gerhard Wanner [6] appartenen-
ti al dipartimento di matematica dell’'universita di Ginevra. Questo codice
consente di risolvere sistemi algebrico—differenziali impliciti od espliciti, con
Jacobiano fornito dall’utente o calcolato internamente per differenze finite.
Il sistema (2.1) viene riscritto come un sistema differenziale del primo ordine

nellincognita {y}:

Ky} = {o(w)} (4.2)

dove:

_IOOO_
0700
0000

_0000_
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Lo svantaggio maggiore nell'impiego del codice Radaub risiede nel fatto che
non accetta sistemi sovradimensionati. A meno di una ortogonalizzazione dei
vincoli, non puo quindi essere impiegato per la soluzione di sistemi meccanici

a vincoli sovrabbondanti.

4.4 Lettura delle card

Per facilitare I'introduzione delle caratteristiche del sistema meccanico da si-
mulare, e quindi I'uso complessivo del programma, si sono impiegati dei file
di input descriventi le caratteristiche del sistema meccanico. Come gia prece-
dentemente descritto, si e cercato di rendere la formattazione dei file di input
molto libera e intuitiva. Cio e stato possibile grazie all'uso di strumenti resi
disponibili dallo standard Fortran90 e successivi, in particolare la ricorsivita

delle subroutine e i tipi di dati puntatori. Ogni subroutine di lettura delle
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card e quindi suddivisa essenzialmente in due sezioni, delle quali la prima
esegue la lettura da file vera e propria, con separazione delle etichette dai
valori assegnati, riconoscimento delle etichette stesse e memorizzazione dei
valori in una lista dinamica di dati strutturati; la seconda scansiona la lista
appena creata e memorizza i dati in essa contenuti, dopo averle allocate in
memoria secondo le dimensioni dedotte dalla lettura del file, nelle matrici
utilizzate all’interno del codice. Per comprendere meglio come cio avvenga,
si prenda come riferimento la struttura dati dedicata alla lettura della card
con le caratteristiche inerziali dei corpi. La definizione del tipo utilizzato e di
seguito riportata e ne viene fornita una rappresentazione grafica nella Figura

4.16.

type, public :: TInertiallList

integer :: body

double precision :: mass

double precision :: CoM(3)

double precision :: MatInerzia(3,3)
type(TInertiallist), pointer :: next => null()

end type TInertiallList

| body | | body |
| mass | | mass |
| Com (3) | | Com (3) |
| | | |

Matlnerzia (3,3) Matlnerzia (3,3)

| Next | | Next |

Figura 4.16: Struttura dati per lettura card

All’interno del codice NumDyn3D, le informazioni inerziali sono richieste

come facenti parte di una matrice avente una riga per ogni corpo e, all’interno
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di ogni riga, 11 elementi rappresentanti, nell’ordine, il numero identificativo
del corpo, la massa e i nove elementi del tensore d’inerzia. I dati letti da file e
memorizzati nella lista tramite una sola scansione di questa vengono riportati
nella matrice delle inerzie e la lista viene successivamente eliminata dalla
memoria mediante una compatta procedura ricorsiva, riportata di seguito
come esempio.

recursive subroutine PuliscilInertialList(Current)
implicit none
type (TInertiallList) :: Current

if (associated(Currentinext)) then

call Puliscilnertiallist(Current’next)
end if
if (associated(Currentinext)) deallocate(Currentinext)
end subroutine Puliscilnertiallist
Non ¢ quindi necessario dichiarare preventivamente il numero di corpi, o il
numero di dati contenuti all’interno della relativa card, poiché questi vengo-
no dedotti durante la lettura del file e memorizzati in strutture dati flessibili
come la lista sopra riportata. Non ¢ inoltre necessario riportare i dati, all’in-
terno di un blocco begin ... end di una card, in un ordine prestabilito, perché

le subroutine di lettura sono in grado di riconoscere I'etichetta che identifica

il valore e memorizzare questo nel campo corrispondente della struttura dati.

4.5 Risoluzione mediante QTZ

In questa sezione, piuttosto che descrivere singolarmente tutte le subroutine
scritte per implementare le tre diverse metodologie sviluppate nella sezione
teorica, si vuole centrare ’attenzione su alcuni accorgimenti di tipo compu-
tazionale e su quanto e stato aggiunto rispetto alla trattazione strettamente

matematica.
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4.5.1 Ricerca di una configurazione iniziale congruente

Tutti i metodi implementati in NumDyn3d hanno bisogno, per poter co-
minciare 'integrazione del sistema algebrico—differenziale generato, di una
configurazione iniziale in termini di posizione e velocita il piu possibile con-
gruente con i vincoli cinematici. Per questo motivo i valori dati in ingresso
dall'utente vengono utilizzati solo come primo tentativo per la ricerca della
configurazione piu vicina a quanto indicato.

In particolare, la ricerca di un set di coordinate che soddisfino le equa-
zioni di vincolo, richiede la soluzione del sistema algebrico non lineare delle
equazioni di vincolo cinematico. Nel caso in cui siano presenti vincoli sovrab-
bondanti, ovvero si abbiano piu equazioni che incognite, la routine Lmder
descritta nel paragrafo 4.3.2 ¢ in grado di trovare la soluzione che minimizzi
lo scarto quadratico medio della violazione dei vincoli, anche se questi sono
dipendenti tra loro. Nel caso in cui si abbiano invece meno equazioni che
incognite, ovvero vincoli non sovrabbondanti, bisogna completare il sistema.
In questo caso vengono generate automaticamente un insieme di equazioni di
vincolo in piu, basate sull’ipotesi di inestensibilita dei corpi e sulla caratte-
ristica di alcune coppie cinematiche di mantenere un punto fisso nel sistema
di riferimento locale di almeno uno dei membri da esse connessi. Non biso-
gna preoccuparsi dell’effettiva indipendenza di queste equazioni dalle altre,
poiché si e gia detto sopra che la routine utilizzata consente di trovare la
configurazione piu vicina a quella proposta che rispetti le equazioni di vinco-
lo, anche se queste sono fra loro dipendenti. Per quanto riguarda la ricerca
delle velocita iniziali congruenti, questa viene effettuata per mezzo della ri-
soluzione di un sistema algebrico lineare che puo essere anch’esso sovra o
sottodimensionato. La routine usata, basata su una minimizzazione dei mi-

nimi quadrati per mezzo di decomposizione QR con pivoting, ¢ in grado di
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gestire entrambe le situazioni, restituendo sempre il risultato ottimale. Nel
caso in cui vengano assegnate velocita non nulle ad alcune coordinate del
sistema meccanico, queste vengono aggiunte come ulteriori equazioni del si-
stema lineare sopra citato. Se tali coordinate sono indipendenti tra loro ed
in numero minore o uguale ai gradi di liberta, tutte le altre vengono modifi-
cate in modo da rispettare quelle imposte. Se invece i valori impostati sono
incongruenti tra loro, il codice minimizza automaticamente lo scarto quadra-
tico tra le velocita calcolate e quelle assegnate dall’utente, modificandole in

maniera opportuna.

4.5.2 Correzione delle posizioni

Durante la simulazione mediante la riscrittura in forma di stato delle equa-
zioni del moto, puo essere necessario, qualora richiesto dall’utente, corregge-
re le posizioni calcolate per limitare la violazione dei vincoli cinematici. La
metodologia seguita e esattamente la stessa della ricerca di una configurazio-
ne iniziale congruente. Si faccia riferimento al paragrafo 4.5.1 per maggiori

dettagli.

4.5.3 Scelta del metodo di risoluzione

Oltre alla scelta effettuata dall’'utente riguardo la metodologia risolutiva da
adottare per eseguire la simulazione, nel caso in cui sia stata scelta la riscrit-
tura in forma di stato tramite decomposizione QTZ, il codice decide auto-
nomamente tra 1'utilizzo delle accelerazioni indipendenti o di un set minimo
di variabili indipendenti. L’uso di un set minimo di variabili indipendenti
¢ generalmente la migliore soluzione, poiché conduce alla risoluzione di un
sistema differenziale composto dal minor numero possibile di equazioni, otte-

nendo quindi notevoli miglioramenti sul piano delle prestazioni, soprattutto
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per sistemi complessi. Nel caso in cui, di contro, siano presenti tanti vincoli di
moto indipendenti quanti sono i gradi di liberta del sistema, questo metodo
non e piu utilizzabile, in quanto il set minimo di variabili avrebbe un numero
di elementi pari a 0. In questo caso & dunque indispensabile ricorrere alla for-
mulazione sulle accelerazioni indipendenti. Di contro quest’ultima, che puo
avere comportamenti indesiderati quando i gradi di liberta sono in numero
superiore o uguale a due, a causa di una non sempre garantita continuita del
sottospazio vettoriale in R™¥? di dimensione pari proprio ai gradi di liberta,
si comporta in maniera efficiente quando i gradi di liberta sono pari a 0,

ovvero quando la soluzione richiesta e puramente cinematica.

4.6 Accorgimenti computazionali

In questa sezione si vogliono esaminare le soluzioni piti importanti utilizzate
all’interno del codice per l'incremento delle prestazioni di calcolo. Si vuole
sottolineare, comunque, che si € in ogni occasione cercato di preservare il pit

possibile la leggibilita del codice.

4.6.1 Allocazione di variabili locali

Le subroutine richiamate dalla decomposizione QTZ della matrice Jacobiana,
nonché tutte quelle dedicate al calcolo delle quantita vettoriali o matriciali
in forma ridotta, fanno uso di una serie di variabili utilizzate per lo piu local-
mente, le cui dimensioni o rimangono costanti durante tutta la simulazione,
o cambiano solamente nel caso in cui cambino i gradi di liberta del sistema
durante il moto.

Per limitare sia il tempo necessario per 'allocazione di una variabile di-

namica e per la sua deallocazione in uscita dalla subroutine, sia I'uso fram-
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mentario della memoria del calcolatore, che puo portare in molti casi ad un
accentuato decadimento delle prestazioni, anche alcune variabili ad uso locale
sono state dichiarate globali e vengono allocate solamente nella subroutine
di preparazione alla risoluzione mediante decomposizione QTZ oppure deal-
locate e riallocate nuovamente solo quando cambiano i gradi di liberta del

sistema.

4.6.2 Trattamento dei vincoli di moto

Nella struttura del sistema di equazioni generato automaticamente da Num-
Dyn3D, le ultime si riferiscono ai vincoli di moto definiti dall’utente.

In alcuni casi, ad esempio se il sistema e soggetto a soli vincoli di moto
e la sezione di matrice Jacobiana ad essi relativa, all’istante iniziale, risulta
linearmente dipendente dalle altre righe della matrice stessa, potrebbe capi-
tare che la decomposizione QR con pivoting delle colonne vada ad eliminare
proprio le righe relative ad i vincoli di moto, lasciando di fatto il sistema fer-
mo. Per ovviare a questo problema, e stata data una priorita maggiore alle
righe facenti riferimento ai vincoli di moto all’interno della decomposizione,
cosl da eliminare, eventualmente, altre informazioni che possono poi essere
ricostruite con le trasformazioni inverse, una volta che il meccanismo si sia

mosso rispettando il movimento imposto.

4.7 Esempi numerici

In questa sezione vengono presentati alcuni esempi numerici riguardanti siste-
mi meccanici a vincoli sovrabbondanti. In particolare il pentalatero articola-

to, il manovellismo di spinta in configurazione critica ed il giunto Cardanico.
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4.7.1 Pentalatero articolato

In Figura 4.17 viene riportata la configurazione iniziale del pentalatero arti-
colato in cui le aste sono inclinate rispetto all’orizzontale di 45°. Sul sistema
agisce la sola forza peso. I sistemi di riferimento locali sono disposti nel bari-
centro di ciascuna asta. Il sistema ¢ quindi libero di oscillare sotto il proprio

peso.

o

Figura 4.17: Pentalatero — Configurazione iniziale

Da un conto preliminare dei gradi di liberta mediante la formula di

Kutzbach (1.11)

F=6(-1) i6—fl_
i=1

il sistema risulterebbe non avere alcuna possibilita di movimento. In realta,
date le caratteristiche geometriche delle aste (di uguale lunghezza e parallele
fra loro), presenta un grado di liberta. Questo comporta la presenza di 7
vincoli sovrabbondanti. Si vede, infatti, che una qualunque delle tre aste
uguali non e necessaria per la determinazione del moto del sistema, ma ha
influenza sotto i punti di vista dinamico e strutturale. Dal punto di vista

computazionale, quindi, la simulazione dinamica del pentalatero articolato
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risulta un problema di non facile soluzione. In Figura 4.18 si riportano le

traiettorie dei baricentri dei corpi sul piano X 7.

Traiettorie baricentri
0.0

0.1
.0_2 _-
0.3
04 \\/ \/ \/
.0.5_-

0.6

0.7
-0.8] \/
0.9
1.0

1]
12
1.3
14
-15 T T T T T T 1

Z(m)

Figura 4.18: Pentalatero — Traiettorie dei baricentri

In Figura 4.19a e 4.19b vengono riportati gli andamenti nel tempo rispet-
tivamente della coordinata X del baricentro e della velocita angolare dell’asta
piu a sinistra. In particolare vengono confrontati i risultati ottenuti mediante
diverse metodologie: rappresentazione in forma di stato, ortogonalizzazione
dei vincoli e Working Model. Non si rilevano significative discrepanze fra i
risultati ottenuti con le diverse metodologie. Significativo invece risulta il
confronto, tra le medesime metodologie, riguardante la violazione dei vincoli
cinematici sulle posizioni. In Figura 4.20 si vede come la maggiore violazione
si riscontra nella riduzione in forma di stato del sistema algebrico — differen-
ziale, mentre pressoché nulla e la violazione dei vincoli nella risoluzione del

sistema mediante ortogonalizzazione dei vincoli con 1'uso del codice Radaub.
A titolo di esempio si riportano le card impiegate per la descrizione del
sistema meccanico in esame. Per brevita non si riportano le card impiegate

per gli altri esempi applicativi.
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QTZ in forma di stato
Visual Nastran
—— QTZ con Radau

QTZ in forma di stato
—— Visual Nastran
044 —— QTZ con Radau 34

Posizione X Asta Sx
Velocita angolare (rad/s)

Figura 4.19: Pentalatero — Confronto risultati

General.s3d

Pentalatero articolato 1 gdl

NB 4

TI 0.

TE 8.

ST 5000

PP N

ID | BODY NAME
1 Asta Sx
2 Biella
3 Asta Dx
4 Asta Ce

Connection.s3d

NumDyn3D ver. 7.0a
'Kinematic pairs

begin(1)
name=C1
type=1
body1=1
body2=0
P1=-0.5 0. 0.
Q1=-0.5 0. 1.
R1=0.2071067811865 0.7071067811865 O.

P2=0. 0. O.

Q2=0. 0. 1.

R2=0.7071067811865 0.7071067811865 O.
end (1)

begin(2)
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Errore (m)

Figura 4.20: Pentalatero — Violazione vincolo cinematico

name=C2
type=1
body1=1
body2=2
P1=0.5 0.
Q1=0.5 0.

P2=-1.25 0.
Q2=-1.25 0.

-1.00E-008

-2.00E-008

-3.00E-008

-4.00E-008

-5.00E-008

1.00E-008 —

0.00E+000

QTZ in forma di stato
Visual Nastran
—— QTZ con Radau

A e et e e e

0.
1.
R1=1.2071067811866 0.7071067811865 O.

0.
1.

R2=-0.5428932188135 0.7071067811865 0.

end (2)

begin(3)
name=C3
type=1
body1=3
body2=2
P1=0.5 0.
Q1=0.5 0.

P2=1.25 O.
Q2=1.25 0.

0.
1.
R1=1.2071067811866 0.7071067811865 O.

0.
1.

R2=1.9571067811866 0.7071067811865 O.

end (3)

begin(4)
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name=C4

type=1

body1=3

body2=0

P1=-0.5 0. 0.

Q1=-0.5 0. 1.

R1=0.2071067811865 0.7071067811865 O.

P2=2.5 0. 0.

Q2=2.5 0. 1.

R2=3.2071067811866 0.7071067811865 O.
end (4)

begin(5)

name=C5

type=1

bodyl=4

body2=0

P1=-0.5 0. 0.

Q1=-0.5 0. 1.

R1=0.2071067811865 0.7071067811865 O.

P2=1.256 0. 0.

Q2=1.25 0. 1.

R2=1.9571067811866 0.7071067811865 O.
end (5)

begin(6)

name=C6

type=1

bodyl=4

body2=2

P1=0.5 0. 0.

Q1=0.5 0. 1.

R1=1.2071067811866 0.7071067811865 O.

P2=0. 0. 0.

Q2=0. 0. 1.

R2=0.7071067811865 0.7071067811865 O.
end (6)
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NumDyn3D ver. 7.0a

IMatrici d’inerzia e masse....

begin(1)
mass=78.
CoM=0. 0. 0.
inertia=[
0.13 0. 0.
0. 6.565 0.
0. 0. 6.565
]

end (1)

begin(2)
mass=195.
CoM=0. 0. O.
inertia=[
0.325 0. 0.
0. 101.725 0.
0. 0. 101.725
]

end(2)

begin(3)
mass=78.
CoM=0. 0. O.
inertia=[
0.13 0. 0.
0. 6.565 0.
0. 0. 6.565
]

end (3)

begin(4)
mass=78.
CoM=0. 0. O.
inertia=[
0.13 0. 0.
0. 6.565 0.
0. 0. 6.565
]

end (4)

Inertial.s3d

NumDyn3D ver. 7.0a

!INITIAL CONFIGURATION RELATED TO THE COORDINATES

begin(1)
q1=0.3535533905
q2=-0.3535533905

Initial Configuration.s3d




4.7 Esempi numerici 155

q3=0.
94=0.9238795325
q5=0.
q6=0.
q7=-0.3826834323
qp1=0.
qp2=0.
qp3=0.
qp4=0.
qp5=0.
qp6=0.
qp7=0.
end (1)

begin(2)
ql1=1.957106781
q2=-0.707106781
q3=0.
qé=1.
q5=0.

end (2)

begin(3)
q1=2.85355339
q2=-0.3535533905
q3=0.
94=0.9238795325
q5=0.
q6=0.
q7=-0.3826834323
qp1=0.
qp2=0.
qp3=0.
qp4=0.
qp5=0.
qp6=0.
qp7=0.

end (3)

begin(4)
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q1=1.60355339
q2=-0.3535533905
q3=0.
94=0.9238795325
q5=0.

q6=0.
q7=-0.3826834323

end (4)

Force.s3d

NumDyn3D ver. 7.0a
! Forces and torques

begin(1)
name=Gravl
body=1
type=1
Fx=0
Fy=-765.18
Fz=0
Tx=0
Ty=0
Tz=0
px=0.
py=0.
pz=0.

end (1)

begin(2)
name=Grav2
body=2
type=1
Fx=0
Fy=-1912.95
Fz=0
Tx=0
Ty=0
Tz=0
px=0.
py=0.
pz=0.

end (2)
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begin(3)
name=Grav3
body=3
type=1
Fx=0
Fy=-765.18
Fz=0
Tx=0
Ty=0
Tz=0
px=0.
py=0.
pz=0.

end (3)

begin(4)
name=Grav4
body=4
type=1
Fx=0
Fy=-765.18
Fz=0
Tx=0
Ty=0
Tz=0
px=0.
py=0.
pz=0.

end (4)

@RTol.s3d

NumDyn3D ver. 7.0a
!Integration method
ResMethod = 2

!Tolerances required by ODE integrator
ODEmethod = 1

tolODE = 1.E-4

threshold = 1.E-14

!'Tolerances required by Radau
tolRadau = 1.E-8

!Tolerances for constraints violation
tolConst = 1.E-10
tolCorr = 1.E-13

'QTZ Updating
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tolQRUpdate = 0.999

'Rank evaluation
tolRank = 1.E-10

!'Console progress indicator
DeltaPerc = 5

!Number of time steps between two consecutive lines in output file
DeltaWrite = 10

|Perform constraints correction
Correzione = 1

4.7.2 Manovellismo in configurazione critica

Figura 4.21: Configurazione iniziale

Si consideri un manovellismo di spinta, soggetto a sola forza peso negativa
rispetto all’asse X, caratterizzato dall’avere biella e manovella della stessa
lunghezza. Il meccanismo si trova quindi a passare per una configurazione cri-
tica, in cui biella e manovella risultano sovrapposte, la coppia rotoidale che
unisce pistone e biella si trova ad essere coincidente con quella che unisce ma-
novella e telaio ed il sistema assume, istantaneamente, due gradi di liberta.

Da notare, inoltre, che anche in questo caso il sistema e a vincoli sovrab-
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bondanti. Una rappresentazione grafica del meccanismo nella configurazione
iniziale, in cui la manovella ¢ inclinata di 30° rispetto all’orizzontale, vie-
ne riportata in Figura 4.21. Il passaggio attraverso la configurazione critica
viene risolto efficacemente dal codice NumDyn3D, mentre genera un com-

portamento anomalo e fisicamente inaccettabile in Working Model. Questo

—— NumDyn3D
—— Working Model
@
3 80
g
8
°
>
o
C
£
o 07
<
o
[=2)
e
<
s
5]
o
T -80
>
T T T T T
0 1 2 3 4

Tempo (s)

Figura 4.22: Velocita angolare manovella

appare evidente osservando la Figura 4.22, in cui viene riportata la velocita
angolare della manovella, ottenuta con entrambi i programmi. Altre conferme
di cio vengono dagli andamenti nel tempo delle coordinate X (Figura 4.23a)
ed Y (Figura 4.23b) del centro di massa della manovella. In particolare, dalla
Figura 4.24 si vede come il pistone, raggiunta la posizione critica®, nella si-
mulazione di Working Model (Figura 4.24b) rimanga fermo per un periodo di

tempo, durante il quale biella e manovella, appaiate, compiono una rotazione

6Si ricorda che la coppia rotoidale che unisce pistone e biella ha centro, sul primo, nel

punto {0.04,0,0}
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di 180° attorno alle coppie rotoidali ora coincidenti. Successivamente, il moto

del pistone riprende nella stessa direzione.

——NumDyn3D —— NumDyn3D

—— Working Model —— Working Model
0.5 015
0.10{ 010
005 0054
0.00{ 0,00

-0.05 -0.05

Coordinata X manovella (m)
Coordinata Y manovella (m)

-0.10 -0.10

T T T T -0.15

o
~
©
IS
o
-
~

Tempo (s) Tempo (s)

a) b)

Figura 4.23: Coordinata X ed Y del CM della manovella

—— NumDyn3D
—— Waorking Model

Coordinata X pistone (m)
Coordinata X pistone (m)
o
S
I

T T . .
2 2

1
Tempo (s) Tempo (s)

P
=4

a) b)
Figura 4.24: Posizione del CM del pistone

E stato inoltre analizzato il contenuto energetico del sistema durante la
simulazione. In Figura 4.25a ¢ rappresentata 1’energia cinetica, scomposta in
parte traslazionale e parte rotazionale, mentre in Figura 4.25b viene riporta-
ta I'energia totale, come somma di energia cinetica complessiva e di energia

potenziale. Si possono notare dei leggeri picchi di energia cinetica rotazionale
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in corrispondenza delle configurazioni critiche, che influiscono sul mancato
rispetto del bilancio energetico complessivo in quegli istanti, ma complessi-

vamente il risultato ottenuto e rilevante, vista la peculiarita del meccanismo.

EcTrasl EcTot
—— EcRot 50 —EpTot
45 EcTot EtTot
40
40
35 30
! f 1
30 | f | i 20
s | \ g
S %9 & f ! <
g } ! ) 104
3 20 / | 3
& / \ & o
15 | \ |
10 / [ f / -10
o] / \ / \ / \/ /
30
5 T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Tempo (s) Tempo (s)
a) b)

Figura 4.25: Contenuto di energia cinetica a) e totale b)

4.7.3 Giunto cardanico

Si vuole qui simulare il comportamento del giunto cardanico riportato in
Figura 4.26.

Il sistema qui preso in esame e di difficile trattazione, in quanto presen-
ta una notevole ridondanza di vincoli cinematici. Da un conto sui gradi di
liberta del sistema, infatti, risultano essere presenti ben 13 equazioni di vin-
colo dipendenti dalle altre 20, per un totale di 33 vincoli, compresi quelli di
normalizzazione dei parametri di Eulero. Ai fini dell’effettivo moto del siste-
ma assume fondamentale importanza la precisione con cui viene assegnata
la geometria al meccanismo. Se, infatti, gli assi di rotazione delle forchette

non si intersecano esattamente nel centro della crociera, il giunto non puo
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=

Figura 4.26: Configurazione iniziale

muoversi. Questa esigenza e responsabile della difficolta nell’eseguire la simu-
lazione utilizzando come strumento risolutivo il codice Radaub, naturalmente
previa ortogonalizzazione dei vincoli. I risultati di seguito riportati sono sta-
ti ottenuti mediante la trasformazione in forma di stato delle equazioni del
moto.

Il sistema, non soggetto a forze esterne, si muove a seguito di un vincolo di
moto assegnato ad una delle due forchette, inclinate tra loro di un angolo pari
a 10°. Nella formulazione utilizzata ¢ possibile assegnare solamente vincoli
sulle posizioni, non sulle loro derivate. Per ottenere, quindi, il vincolo voluto
di velocita angolare costante in ingresso, sono state assegnate le due seguenti
leggi di moto, tra loro dipendenti, agenti sui due parametri di Eulero diversi

da 0 dell’asse di ingresso.

Driving Pos.s3d
begin(constants)

omega=2
end(constants)
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begin(1)
position = g4-cos(1/2*omegaxt)
PSIt = 1/2%sin(1/2*omega*t)*omega

PSItt = 1/4*cos(1/2*omega*t)*omega”2
PSIq(4) =1

end (1)

begin(2)

position = g5-sin(1/2*omega*t)
PSIt = -1/2xcos(1/2*omega*t)*omega

PSItt = 1/4*sin(1/2%omega*t)*omega”2
PSIq(5) =1
end(2)

I1 valore indicato con omega rappresenta la velocita angolare voluta, men-
tre le leggi di moto sono derivate direttamente dalle definizioni dei parame-
tri di Eulero. La necessita di introdurre la seconda, evidentemente ridon-
dante rispetto alla prima, sta nella non univocita nella determinazione di
g5 assegnando solo q4. Infatti, dalla condizione di normalizzazione generata

automaticamente dal codice NumDyn3D si ha
G +a+a+d—1=0
da cui, poiché, a seguito di come e orientato il corpo nel sistema di riferimento

g = +4/1—qf

Questo portava ad una errata valutazione del secondo parametro di Eulero

globale, g5 = q7 = 0,

e1, corrispondente alla coordinata g5, come si vede nella Figura 4.27.

Con la legge di moto corretta, e stato dunque possibile simulare il fun-
zionamento del giunto in esame, per il quale si deve avere, a seguito di una
velocita angolare costante in ingresso, una velocita variabile in uscita. In

Figura 4.28a viene riportata la velocita angolare degli alberi di ingresso ed
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Figura 4.27: Errato calcolo di un parametro di Eulero

uscita, in Figura 4.28b le tre componenti di velocita angolare della crociera.

In Figura 4.29 si riportano gli andamenti corretti dei parametri di Eulero dei
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Figura 4.28: Velocita angolare dei corpi

corpi costituenti gli assi di ingresso e di uscita. In quest’ultimo, la variazione
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degli ultimi due parametri ¢ dovuta come ¢ orientato il corpo nel sistema di

riferimento assoluto.

) Asse di uscita —e
Asse di ingresso —e, —e,
— & 1.0 e,
104 e,

e:l

0.5+
0.5

0.0+
0.0

0.5 05

Valore parametro di Eulero
Valore parametro di Eulero

. . . . . . T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tempo (s) Tempo (s)

a) b)

Figura 4.29: Parametri di Eulero dell’asse di ingresso a) e di uscita b)

4.8 Modellazione cuscinetti a strisciamento

In molti campi applicativi della meccanica ’analisi dei sistemi rotativi me-
diante accurati modelli numerici gioca un ruolo fondamentale per migliorare
le prestazioni e 'affidabilita. L’assunzione di coppie rotoidali ideali spesso si
dimostra essere una semplificazione eccessiva poiché, con questa modellazio-
ne, vengono trascurate tutte le elasticita e le eccentricita che in molti casi
influiscono in maniera notevole sulla dinamica dell’intero sistema rotante. In
questa sezione si affrontera il problema della modellazione dei cuscinetti a
strisciamento in regime di lubrificazione idrodinamica (fluid film bearings).
Un generico cuscinetto di questo tipo ¢ composto da due gusci cilindri-
ci coassiali, uno solidale con 1’albero rotante, I'altro montato sulla cassa di
supporto (Figura 4.30). Un film fluido di lubrificante viene interposto tra la

superficie esterna del guscio dell’albero e quella interna del guscio di sup-
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Figura 4.30: Cuscinetto a strisciamento in regime di lubrificazione

idrodinamica

porto. Tra i due gusci viene lasciato, pertanto, un opportuno gioco radiale
(dell’ordine dei decimi di millimetro) che permette al lubrificante di disporsi
nel meato durante la rotazione in maniera tale da generare un campo di pres-
sioni che garantisca la separazione tra le superfici stesse (sostentamento) an-
che sotto I'applicazione di un carico elevato. In letteratura vengono riportati
diversi modelli di cuscinetti a strisciamento per investigazioni sulla dinamica
dei rotori [24, 25, 26, 27, 28, 29, 30]. Molti di questi modelli non appaiono
adeguati per un’implementazione in programmi di simulazione multibody vi-
sta la loro complessita, altri non si prestano ugualmente poiché prevedono
una linearizzazione delle elasticita che appare spesso riduttiva. Nei paragra-
fi successivi, pertanto, verranno proposti due approcci distinti al problema.
Il primo riguardera un modello di cuscinetto adatto per implementazioni in

sistemi piani, il secondo un modello completo tridimensionale.



4.8 Modellazione cuscinetti a strisciamento

167

4.8.1 Modello di cuscinetto bidimensionale

In questo paragrafo verra proposta una modellazione di un cuscinetto a stri-
sciamento valido per sistemi piani che si basera sulla scrittura di equazioni
di vincolo opportunamente modificate. Questo permettera di non stravolge-
re la deduzione delle equazioni del moto mediante I'approccio illustrato nei
capitoli precedenti, ma di integrarsi agevolmente.

La descrizione di una coppia rotoidale piana prevede che si imponga la coinci-
denza degli assi delle due superfici cilindriche tra i due corpi ¢ e 5 da vincolare,
condizione che puo essere espressa mediante la coincidenza di due punti P; e

P.-

g

——

Nel caso in cui si preveda che le superfici a contatto debbano avere un
certo gioco radiale (4) le equazioni si modificano in:

=

P=P+¢ (4.8)

dove € rappresenta l’eccentricita dell’accoppiamento e il suo modulo resta
compreso tra 0 (assenza di eccentricita) e 6 (contatto tra le due superfici). In
un funzionamento a regime il valore e la posizione angolare (anomalia) del-
I’eccentricita risulta una funzione dell’entita e della direzione del carico. I loro
valori possono essere calcolati con le teorie della sostentazione idrodinamica.
Come ¢ stato accennato il sottosistema cuscinetto a strisciamento a regime
di lubrificazione idrodinamico ¢ composto da due corpi e da un fluido che si

interpone tra essi. Nell'ipotesi di stazionarieta’, le equazioni che governano

7 In realtd per la corretta introduzione delle equazioni di Reynolds nelle equazioni

della dinamica bisognerebbe includere nell’espressione anche i termini non stazionari (%).

Questi termini comportano notevoli complicazioni computazionali che verranno tuttavia
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Figura 4.31: Nomenclatura del cuscinetto bidimensionale

la fluidodinamica del fluido nel meato sono quelle dedotte da Reynolds [26]:

0 ([ 30p 9 (,30p\ dh

dove p e la pressione, h e l'altezza del meato, u e la viscosita del fluido, Vj e
la velocita periferica relativa nel punto ad eccentricita minima, x rappresenta
la coordinata curvilinea circonferenziale e z quella assiale.

Aggiungendo 'ulteriore ipotesi (detta ipotesi di Michell) secondo la qua-
le si trascura in direzione longitudinale la portata indotta dal gradiente di

pressione si riesce a semplificare la (4.9) in:

0 (,50p dh
=\ = — 4.1
0z <h 8,2) Opeoro dx (4.10)

affrontate nel paragrafo successivo riguardo la modellazione di un cuscinetto completo.
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Poiché il meato h & una funzione solo della z (i.e. h = h(x)) I'equazione

(4.10) puo essere riscritta come:

&p _ o rodh
0z a h3 dx

Imponendo adesso come condizioni al contorno che la pressione sia nulla

(4.11)

per z = £B/2 ovvero sia nulla ai bordi del cuscinetto e che presenti un mas-
simo per z = 0 (condizione di simmetria) e risolvendo rispetto alla pressione

I'equazione (4.11) otteniamo:

. To dh 2 32
p= 3,uwh3 o (z 1 (4.12)

Se si impone adesso un andamento del meato del tipo:

h=46(1+ncosb) , (4.13)

dove
el
)

e detto rapporto di eccentricita. Considerato che x = ryf si ottiene:

wn sin 6 B?
e 4.14
P are (1+ncos€)3< 4) (4.14)

La pressione p agisce radialmente lungo ’arco definito dai valori 0 < 4 <
7. Se si scompone la pressione secondo le due direzioni X e Y & possibile,

. T
integrando sull’intero arco, calcolare il carico W = { W, W, } risultante:

~B/2 0 3
B ) _ pwroB z n
W, = i /ﬂ psin Orodfdz = 2A( P (4.15)
—B/2 (0 B3 2
W, = / pcosOrodfdz = ,uwrg r 5 (4.16)
B2 Jx 0% (1—n2)
W= /W2 + W2 (4.17)
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Dalle (4.15), (4.16) e (4.17) si definisce la capacita di carico del cuscinetto
in funzione delle caratteristiche geometriche (rg, B, §), cinematiche (w) e delle

proprieta del fluido (u).

Esempio numerico: manovellismo di spinta con cuscinetto a stri-

sciamento

Per meglio comprendere come inserire le (4.15) e (4.16) nella simulazione di
un sistema multibody si analizzi il seguente esempio. Si consideri il mano-
vellismo ordinario mostrato in Figura 4.32. Il meccanismo si compone di tre
membri (manovella, biella e pattino) piu il telaio. Ai fini della modellazione
si puo ridurre a due i membri mobili e trascurare il pattino preservandone
pero la condizione di vincolo. E’ stata inoltre modellata la coppia rotoidale
tra manovella e telaio come ideale mentre quella tra manovella e biella come
un cuscinetto con regime di lubrificazione idrodinamico.

Con riferimento alla nomenclatura di Figura 4.32 e possibile scrivere le

equazioni cinematiche di vincolo come:

[
‘1’1:CJ1—§COSC]3
[ .
\I’QZCJQ—§SIHCJ3
l L
Uy = q + 5005(]3 —qu+ Ecosqﬁ + € (4.18)
l . L .
\114=qz+§smq:a—%+§smq6+62

L .
Uy = (J5+§Sln%‘

dove €; e €3 sono rispettivamente le proiezioni di € lungo X e Y. La strategia

risolutiva sara la seguente:
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Y Cuscinetto a strisciamento

Y4

Coppie idealt

Figura 4.32: Manovellismo di spinta con cuscinetto a strisciamento

1. Per ogni step di integrazione si calcolano le reazioni vincolari, A3 = W

e)\4:Wy8

2. A partire dalla conoscenza del carico totale W = /W2 + W2 = /W + W¢

e della velocita angolare relativa w = gg — ¢3 per mezzo delle (4.15) e
(4.16) si calcola n da cui W, e W, e quindi € e le sue componenti €; e

€5 rispettivamente lungo X e Y.

3. T valoridi ¢ e ey calcolati al punto precedente serviranno per aggiornare

le equazioni di vincolo (4.18).

4. 1l procedimento si ripete iterativamente fino a convergenza per ogni

step di integrazione.

8 Attenzione a non confondere le W, e W, con le Wx e Wy, in quanto le prime sono
le proiezioni del carico nel sistema locale del cuscinetto (Figura 4.31) mentre le seconde

sono le componenti del carico nel sistema inerziale (Figura 4.32).
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Assumendo per il manovellismo in esame i dati numerici riassunti in Ta-
bella 4.1, I'integrazione delle equazioni del moto offre risultati interessanti,
specie se confrontati con la simulazione dello stesso manovellismo con tutte

le coppie cinematiche ideali.

Massa della manovella my | 0.20 kg

Massa della biella mso | 0.40 kg
Momento di inerzia baricentrico della manovella | I; | 0.15e-4 kg m?
Momento di inerzia baricentrico della biella I, | 4.03e-4 kg m?
Lunghezza manovella [ 10.030 m
Lunghezza biella L |0.110 m
Raggio perno o | 0.025 m
Lunghezza perno B | 0.040 m

Gioco radiale 0 | .254e-4 m
Viscosita dell’olio i | 0.0242 kg/(ms)

Tabella 4.1: Dati numerici

Si considerino i risultati relativi alla biella. Mentre le differenze tra la
traiettoria del suo baricentro sono praticamente nulle, esaminando le acce-
lerazioni (Figura 4.33), si nota che la modellazione del cuscinetto a striscia-
mento porta ad una leggera differenza tra i grafici (particolare a destra).
Questa diversita ¢ dovuta al sovrapporsi al moto periodico della biella, di
un moto dovuto alla variazione di posizione del guscio interno rispetto a
quello esterno. Graficando infatti 'andamento della traiettoria del centro del
guscio interno del cuscinetto rispetto al guscio esterno si ottiene la legge ora-
ria dell’eccentricita (Figura 4.34). Come ¢ facile notare dopo un brevissimo
transitorio la traiettoria risulta periodica. E’ importante notare che tale pe-

riodicita si giustifica considerando che ’eccentricita e funzione dell’entita del
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Figura 4.33: Confronto tra le accelerazioni della biella: a scala piena sulla

sinistra, un particolare sulla destra

carico agente sulla coppia cinematica, della sua direzione e della velocita di

rotazione relativa tra il guscio interno ed esterno.

4.8.2 Modello di cuscinetto tridimensionale

In questo paragrafo verra descritto un modello che permetta 'implementa-
zione di un cuscinetto a strisciamento comprensivo degli effetti di squeeze, di
inclinazione del proprio asse e comprensivo di effetti di attrito.
L’introduzione di una coppia rotoidale in un sistema multibody spaziale
comporta 'aggiunta di 5 equazioni scalari (5 gradi di vincolo cinematico). Il
modello proposto non comportera la scrittura di equazioni di vincolo, bensi
verranno introdotte nelle equazioni del moto 5 reazioni generalizzate (forze e
coppie). Cosi facendo anzicheé avere vincoli cinematici sulle posizioni avremo
dei vincoli per cosi dire di forza. Questa soluzione ha l'ulteriore vantaggio
di lasciare inalterati i gradi di liberta del sistema, evitando in molti casi di
avere a che fare con sistemi sovrabbondanti. A tale proposito si consideri il

caso di un rotore (ovvero un albero con al centro un volano) montato tra
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Figura 4.34: Traiettoria del centro del guscio interno rispetto a quello del

guscio esterno del cuscinetto

due cuscinetti a strisciamento. La modellazione di tali cuscinetti mediante
coppie rotoidali ideali comporta che le equazioni di vincolo siano sovrabbon-
danti, rendendo impossibile il calcolo esatto delle reazioni vincolari®. Con la
modellazione dei cuscinetti mediante vincoli di forza, per contro, non si corre
il rischio di avere sistemi sovrabbondanti e si riesce correttamente ad avere
una stima di tutte le reazioni vincolari.

Anche per questo caso il sottosistema cuscinetto a strisciamento a regime
di lubrificazione idrodinamico & composto da due corpi e da un fluido che
si interpone tra essi. Nell’ipotesi di bidimensionalita del fluido, le equazioni
che governano la sua dinamica nel meato sono quelle dedotte da Reynolds

(comprensive dei termini dipendenti dal tempo) [26]:

9E appena il caso di notare che per la risoluzioni di sistemi con vincoli sovrabbondanti
le strategie di soluzione comportano I’eliminazione di alcuni vincoli. Questo procedimento
non permette la determinazione delle reazioni di tali vincoli eliminati e la stima errata di

quelle dei vincoli preservati.
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zona di cavitazione

anello esterno anello interno

Figura 4.35: Nomenclatura del cuscinetto

10 (,50p 0 (,30p\ dh _dh
o 00 (h ae) > (h 82) G (“"Ode +2dt) (4.19)

dove p e la pressione del fluido, h e l'altezza del meato, u € la viscosita del
fluido, rg il raggio del guscio interno, wy € la velocita angolare del guscio
interno relativa a quello esterno, ¢ rappresenta la coordinata angolare e z

quella assiale. L’altezza del meato h si puo calcolare (Figura 4.35) come:

h =4 —x;cos0 — y; cosf (4.20)

dove ¢ e il gioco massimo tra i due gusci e x; e y; sono le coordinate del
centro del guscio interno rispetto ad un sistema di riferimento centrale sul
guscio esterno (Figura 4.35).

Nel caso in cui per il cuscinetto valga l'ipotesi geometrical® B/2ry < 1

10Tale ipotesi e soddisfatta da molti cuscinetti a strisciamento di comune applicazione.
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dove con B si e indicata ’estensione assiale del cuscinetto, si puo semplificare

nella (4.19) il termine h3% e ottenere:

0 (,,0p\ dh  _dh

Integrando la (4.21) tenendo conto della (4.20), si ottiene per il profilo di

pressione il seguente andamento:

_ 3pz (z— B)

p(0,2) 73 [wo (z;sin 0 — y; cos @) — 2 (2;cos 0 — y;sin )] (4.22)

Il primo termine della (4.22) dentro le parentesi quadre ¢ il contributo
dovuto alla velocita tangenziale relativa tra il guscio esterno e quello interno;
il secondo termine e il contributo dovuto all’effetto di squeeze e dipende dalla
velocita relativa tra i due gusci in direzione radiale.

Si e inoltre considerato 'effetto di una possibile leggera inclinazione del-
I'asse del cuscinetto (Figura 4.36). In tali condizioni lo spessore del meato

puo essere calcolato mediante la seguente espressione:

h=0— [:cl — (@; — xj) %] cosf — [yi — (i — y)) % sin 0 (4.23)

nella quale z; e y; sono le coordinate del centro del guscio interno all’estremita
z = 0 rispetto al corrispondente centro del guscio esterno, mentre le z; e y;
sono le coordinate del centro del guscio interno all’estremita z = B rispetto
al corrispondente centro del guscio esterno.

In questo caso il meato diventa dipendente anche dalla variabile z e cio
rende alquanto complessa l'integrazione della (4.21). A questo punto, consi-

derando che la possibilita di inclinazione dell’asse del cuscinetto ¢ comunque



4.8 Modellazione cuscinetti a strisciamento 177

asse inclinato del |\
cuscinetto ™~

Figura 4.36: Cuscinetto con asse inclinato

ridotta, € possibile considerare la soluzione (4.22) ancora valida con la dif-
ferenza che adesso si sostituira al suo interno ’espressione di h data dalla

(4.23), ottenendo pertanto:

p(8,2) 3z (= — gy Lo 30 —ycost) = 2(cosd = ysin )

(4.24)

0 —xcos —ysinf

dove:

Y; — yj)

’

<
I
<
|
|
S m
SRIVIRSESS e

Il modello descritto, quindi, richiede la conoscenza della posizione e ve-

locita delle due estremita di ciascun cuscinetto rispetto al corrispondente
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guscio esterno. In tal caso le reazioni del cuscinetto possono essere calcolate

come:

B 2
W, = —/ / p (0, 2) rocosfdidz (4.25a)
B o
W, = / / p (0, 2) rosin 0dOdz (4.25b)
’ BO 2
M, = —/ / p (0, 2) zrgsin 0dOdz (4.25¢)
B o
M, = / / p (0, 2) zrg cos 0dfdz (4.25d)
o Jo

Per tenere in conto gli effetti della cavitazione le formule precedenti do-
vranno essere calcolate solo nel dominio di integrazione nel quale la pressione

p assume valore positivo.

L’attrito nei cuscinetti a strisciamento

Si esaminera ora come tenere in conto gli effetti dell’attrito nel cuscinetto
a strisciamento. Sebbene sia possibile calcolare I'attrito mediante complesse
forme integrali [24], la pratica mostra che formule semiempiriche alquanto
semplici riescono a stimare tali effetti in una maniera soddisfacente [31]. Un
importante parametro tipico di un cuscinetto a strisciamento e il numero di

Sommerfeld S, che puo essere definito come:

_ Pm®?
Hwo

nella quale la pressione media p,, e il gioco relativo ¢, possono essere calcolati

S

(4.26)

come

_ VW3+W§ ¢_ )

Pm = "5, B
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A partire dalla (4.26) & possibile calcolare il coefficiente di attrito f

mediante la seguente espressione semiempirica:

;- % S<1 (4.27a)
=22 s (4.27h)

e >

Appare chiaro che si possono avere due comportamenti distinti: il primo
e quando S < 1 ovvero il cuscinetto sta ruotando ad alta velocita; il secondo
e quando S > 1 ovvero quando il cuscinetto sopporta elevati carichi e ruota
a velocita basse. A partire dalla conoscienza del coefficiente f di attrito, la

coppia resistente M, puo essere calcolata come:

Mz :fTQN/WxQ*FWyQ (428)

E interessante notare che nel caso di S < 1 la coppia d’attrito non dipende

dai carichi applicati ma solo dalla velocita di rotazione, ovvero:

_ 6r§ Buwop

M,
¢

S<1 (4.29)

Il modello d’attrito espresso dalla (4.28) puo essere inserito anche in una
coppia rotoidale ideale come coppia di azione-reazione lungo l’asse di rota-
zione relativa e ben si presta all'implementazione anche in un sistema piano
come integrazione del modello di cuscinetto a strisciamento bidimensionale
proposto nei precedenti paragrafi.

Un ulteriore vantaggio nell’applicazione della (4.28) & quello di avere un coef-
ficiente di attrito che dipende dalla velocita di rotazione, dal carico, dalla vi-

scosita del lubrificante e dalle proprieta geometriche del cuscinetto. In Figura
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Figura 4.37: Coefficiente di attrito per un cuscinetto a strisciamento

zione del carico e della velocita di rotazione. Le altre proprieta del cuscinetto
ficiente di attrito per cuscinetti a strisciamento con regime di lubrificazione

4.37 un tipico andamento di tale coefficiente di attrito e stato tracciato in fun-
sono deducibili dalla Tabella 4.3. Si tenga presente che valori usuali del coef-

idrodinamica e compreso tra 0.015 e 0.03.

ione numerica

Pimplementaz

ioni utili per

Osservaz

Si Affrontera adesso il problema dell'implementazione del modello di cusci-
netto proposto all’interno di sistemi multibody spaziali. Gli input costanti
durante l'integrazione sono le proprieta geometriche del cuscinetto e la vi-
scosita del lubrificante!!. Gli input variabili sono la velocita angolare relativa

1A rigore la viscositd dipende dalla temperatura del lubrificante che a sua volta di-

pende dalla potenza dissipata e dalla tipologia di raffreddamento utilizzata. Per normali
applicazioni si puo scegliere una viscosita alla temperatura supposta di funzionamento.
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Input costanti Input variabili
Geometria del cuscinetto Posizione e velocita relativa
Proprieta del lubrificante dei gusci del cuscinetto

Campo di pressione
approssimato

I

Calcolo delle forze e
delle coppie

Equazioni dinamica
multibody

Figura 4.38: Schema di calcolo per un cuscinetto a strisciamento

tra i due gusci, la posizione e la velocita relativa tra i centri estremali del
cuscinetto (ovvero dei punti O e O’ rispetto a O e Oy, si veda a tal proposito
la Figura 4.36). Ad ogni passo di integrazione le espressioni (4.25) e (4.28)
devono essere calcolate (Figura 4.38).

La funzione p assume rapidamente elevati valori quando h — 0 e la sua
integrazione risulta spesso inaccurata o impossibile. A tal proposito, un con-
trollo intelligente sul valore di h puo essere eseguito per evitare che lo spessore
del meato sia insufficiente a garantire la separazione delle superfici e il valore
del coefficiente di attrito raggiunga valori troppo elevati. In questi casi un al-
goritmo ibrido che tenga in conto anche un possibile contatto tra le superfici
[28] puo essere impiegato con successo. In alcuni casi si possono introdurre
ulteriori semplificazioni per risolvere gli integrali (4.25): se il cuscinetto ruo-
ta con elevata velocita il termine 2 (& cos — ysin @), che descrive effetto di
squeeze nella (4.24), puo essere trascurato. Nel caso in cui la velocita di rota-
zione sia costante e i carichi siano pressoche costanti, il coefficiente d’attrito

f puo essere assunto costante e si puo evitare di aggiornare il suo valore ad
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Figura 4.39: Rotore non bilanciato tra due cuscinetti a strisciamento

ogni step di integrazione.

Inoltre, l'effetto di inclinazione dell’asse puo essere trascurato se il cusci-
netto e sufficientemente lungo. In questa evenienza il campo di pressioni che
entra negli integrali (4.25) puo stimarsi con la (4.22) anziche con la (4.24) e

gli integrali possono essere risolti algebricamente.

Un esempio

Si consideri un rotore montato tra due cuscinetti a strisciamento lubrificati. Si
assume che tale corpo stia ruotando a velocita costante e che sia sbilanciato,
ovvero che il suo baricentro non si trovi sull’asse di rotazione determinato
dai cuscinetti (Figura 4.39).

Le proprieta geometriche e di massa del rotore sono riassunte in Tabella

4.2, mentre le caratteristiche dei cuscinetti e del lubrificante sono riportate

in Tabella 4.3.
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Massa del rotore

m

1.0 kg

Momenti di Inerzia baricentrici

[11;12;13] | [0.01: 0.01; 0.3] kg m?

Eccentricita e 0.001 m
Distanza del cuscinetto 1 da G D1 0.2 m
Distanza del cuscinetto 2 da G D2 0.1m
Velocita di rotazione w 100.0 rad/s

Tabella 4.2: Proprieta geometriche e inerziali del rotore

Raggio dei cuscinetti ro | 0.02 m
Lunghezza dei cuscinetti | B | 0.02 m

Gioco radiale 0 | 0.0003 m
Viscosita del lubrificante | p | 0.0242 kg/ms

Tabella 4.3: Proprieta dei cuscinetti e del lubrificante

con vincoli ideali

1.2x10° ‘ —=— con cuscinetti a strisciamento
22X A

1.0x10°
8.0x10* 4
6.0x10* 4
4.0x10° o
2.0x10" 4

0.0
-2.0x10* 4
-4.0x10* 4
-6.0x10* 4
-8.0x10™ o

-1.0x10° o

-1.2x10° T T T T T
-1.5x10°  -1.0x10°  -5.0x10" 0.0 50x10*  1.0x10°

posizione X del baricentro del rotore [m]

posizione Y del baricentro del rotore [m]

Figura 4.40: Traiettoria del baricentro del rotore e traiettoria del centro di

uno del cuscinetti a strisciamento

Coordinata Y del centro del cuscinetto [m]

2.7x10"

1.8x10* 4

9.0x10°

0.0 4

-9.0x10° 4

-1.8x10" 4

2.7x10* 4

T T T T T T T
-2.7x10* -1.8x10* -9.0x10° 00  9.0x10° 1.8x10* 2.7x10*
Coordinata X del centro del cuscinetto [m]
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La posizione nello spazio del rotore puo essere descritta mediante 7 coor-

dinate generalizzate {¢} = {X Y Z ey e €3 e3}" . Le equazioni della di-

namica possono essere scritte usando una formulazione di indice 3 (vincoli

imposti sulle posizioni) come:

[M] {q} + 19" {2} ={Q)
{v} = {0}

(4.30)

Le equazioni di vincolo presenti saranno quella relativa alla normalizza-

zione dei parametri di Eulero e quella di impedimento della traslazione lungo

Passe Z:

Uy =cl+el+es+es—1=0

\112 z=0

Il vettore delle forze generalizzate () si calcola come:

Waa +Wyp
Wya + Wyp
0
s[] 1[E] ten o1 er e} +20E (7))

{Q} =

dove il vettore delle coppie {7} si calcola come:

My + Myp — WyaD1 + W, D2
{7} =< Mya+ Myp + WoaD1 — W,zD2
MZA + MzB

(4.31)

(4.32)

Uno dei risultati interessanti dalla soluzione delle equazioni del moto ¢ il

grafico della traiettoria del baricentro del rotore (Figura 4.40, a sinistra). Nel
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= con cuscinetti a strisciamento 00015 con vincoli ideali

0.0015 ~ con vincoli ideali —=— con cuscinetti a strisciamento

0.0010 4 0.0010

0.0005 ~ 0.0005 +

0.0000 +

0.0000

-0.0005 + -0.0005

Coordinata X del baricentro [m]
Coordinata Y del baricentro [m]

-0.0010 + -0.0010 4

0.50 0. 52 0.214 0.‘06 o.ba 0.10 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Tls] T[s]

Figura 4.41: Coordinate del baricentro in funzione del tempo

caso di sistema vincolato con coppie rotoidali ideali, tale traiettoria sarebbe
una circonferenza con raggio pari all’eccentricita del centro di massa. Dalla
simulazione si evince che, quando il rotore ¢ montato su cuscinetti a striscia-
mento, la sostentazione idrodinamica modifica la traiettoria del baricentro
creando, dopo un breve transitorio, delle orbite nell’intorno della traietto-
ria circolare ideale. Tale comportamento € imputabile al fatto che i centri
dei cuscinetti descrivono una traiettoria circolare (Figura 4.40, a destra). A
completamento dell’indagine in Figura 4.41 gli andamenti della coordinata
X e Y del baricentro del rotore calcolati mediante la simulazione sono stati

confrontati con quelli di un rotore montato su due coppie rotoidali ideali.



CAPITOLO

Algebra duale

In questo capitolo vengono richiamate le basi teoriche dell’algebra duale.
In particolare mediante questa formulazione e stato possibile modellare la
presenza di giochi, tolleranze ed errori di montaggio nei sistemi meccanici.
Come esempio applicativo si riporta ’analisi del rendimento di un giunto
Cardanico in condizioni di funzionamento reali. I risultati ottenuti hanno
permesso di condurre una identificazione dei parametri validata dai risultati
ottenuti dall’analisi sperimentale per mezzo del banco giunti allestito presso

il Laboratorio del Dipartimento di Ingegneria Meccanica.

5.1 Algebra dei numeri duali
Si definisce numero duale @ la somma
a=a+eag (5.1)

n cui:

186
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- per definizione

e#0, (5.2)
2 =0 , (5.3)

- i numeri reali a e ag costituiscono, rispettivamente, la componente reale

e quella duale.

Appare evidente I'analogia tra numeri duali e numeri complessi. Dicesi para-

metro del numero duale il rapporto

p= o (5.4)

5.1.1 Operazioni sui numeri duali

Per i numeri duali possono definirsi le note operazioni algebriche.

Somma e sottrazione

G+tb=(a+b)+c(agtby) . (5.5)
Moltiplicazione
a-b=(a+ecag) - (b+ ebhp)
= ab + € (aby + apb) . (5.6)
Divisione
a  a-+eag
/l; n b+ Ebo
_a+teagb—eby
N b+ €b0 b— Ebo
a aopb — abg

=g et (5.7)
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Da tale espressione e evidente che resta non definita la divisione per un
numero duale puro, ovvero per un numero duale senza componente reale.

Elevazione a potenza

a" = (a+eay)"

=a" + enaga™ " . (5.8)

1

Pern:2

si ha 'operazione di radice quadrata e la precedente si particola-

rizza nella seguente

@zﬁ—i—éﬁ : (5.9)

valida per a > 0.

Si definisce valore assoluto di un numero duale la quantita

@] = Va2 = \/(a® + caay) . (5.10)
Stante la (5.9), quest’ultima fornisce

N a
la| = |a| + e=ap . (5.11)

lal

Conseguentemente, la seguente formula puo in alternativa essere impiegata

4
a a>0
al=<-a a<0 (5.12)
0 a=0

\

5.1.2 La funzione di un numero duale

Al fine di definire la funzione F' (@) di un numero duale, ¢ opportuno esprimere

tale funzione in forma duale, ovvero porre

y(@) = f(2,20) + £fo (2,20) (5.13)
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con f(x,x0) e fo(z,zo) funzioni reali delle variabili reali = ed xy e proce-
dere in maniera analoga al caso di funzioni di una variabile complessa. Una
funzione duale 7 a valore singolo di una variabile duale 7 dicesi analitica'
all’interno di un dominio se per ogni punto del dominio medesimo possiede

la derivata. Tale derivata puo formalmente esprimersi come segue

dy _ df (x,x0) + edfo (z, x0)
dx dx + edxg

Si sviluppano ora le condizioni necessarie affinché una funzione 7 sia
analitica.

Se si mantiene Axy = 0, si avra

y _ <A_?7) _ 0y _9of | 9f (5.14)

~ = lim = — ="+
dz Ad=Az—0 \ AZ

. - Ox  Ox or
Similmente, per Az = 0, si avra

g _ <A_?7> _18_?7:1<8_f+ %>. (5.15)

Z = Z)] == - €

dx AZ=eAzo—0 \ AT £ 8900 € 8x0 8x0
Poiché il valore del limite del rapporto incrementale dovra essere sempre lo
stesso, indipendentemente dalle modalita con le quali Az ed Axy tendono a

zero, si impone che sia

dy 10y
= =" 5.16
Oxr e0xp ( )
OVVero
of  ofy  Ofy 10f
tl o _ 20, 27 5.17
8x+88x 8x0+58x0’ (5.17)
condizione richiesta affinché la funzione sia analitica.
Da tale uguaglianza, discendono le condizioni?
of
— =0 5.18
&xo ’ ( a)
of  0fo
—_— = 5.18b
Oox  Oxp ' ( )

ITalvolta il termine analitica ¢ sostituito da altri, quali monogenica, olomorfa, regolare.

2Tali condizioni, nel campo delle funzioni complesse, sono note quali equazioni

differenziali di Cauchy-Riemann.
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dalle quali si possono trarre le seguenti conclusioni:
- la funzione f puo essere funzione solo di x;

- la funzione fy dovra presentarsi nella forma

_ . of
Jo(z,20) = Tog + h(x) , (5.19)

con h(z) funzione solo di x.

In definitiva, stante le (5.18) e la (5.19), la derivata di y vale

~ 2

dr Oz oxr? Oz
_of g
=5 + € (5.20)

Osservando la precedente espressione, si puo quindi affermare che la derivata
rispetto alla variabile duale Z ¢ formalmente identica a quella rispetto alla
componente reale z.

Inoltre, la funzione analitica duale di una variabile reale x dovra assumere

la seguente espressione

y(x) = f(z) +efolz) - (5.21)

Quanto detto ci consente di affermare che I'espansione in serie di Taylor di

una funzione y di una variabile ¥ risulta essere

A~

PPN ~ dy
= +exg—— . 5.22
y(x) =y(x) ETo (5.22)

Ai fini pratici, si puo immaginare di svolgere tutte le operazioni come se si
stesse operando con le normali regole dell’algebra e del calcolo differenziale,

salvo poi imporre €2 = &3 = ... = 0.
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5.1.3 Funzioni trigonometriche di numeri duali
Un angolo duale e definito dall’espressione
f=0+es, (5.23)
ove, con riferimento a due rette sghembe a e b,
- 6 e I'angolo tra le rette medesime;
- s € la minima distanza.

L’applicazione della (5.22) conduce alle seguenti uguaglianze:

sinf = sin 6 + s cosf (5.24)
cosf = cosf — essind (5.25)
tan® = tanf + es (14 tan®9) , (5.26)

E’ utile far osservare che tutte le uguaglianze notevoli della trigonometria si

estendono agli angoli duali. In questo modo e possibile scrivere

sin?@ + cos?f =1, (5.27a)

sin 20 = 2sinf cosd (5.27b)

cos 20 = cos® — sin® 0 |, (5.27¢)
§ 1—cosh

tan - = ———— 5.27d
2 sin 6 ( )

5.2 Algebra dei vettori linea

5.2.1 La teoria delle screw

La teoria delle screw & basata principalmente su due teoremi [32], uno riguar-

dante gli spostamenti di un corpo rigido, I’altro le forze agenti su un corpo
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rigido. Il primo di tale teoremi & dovuto al matematico Giulio Giuseppe Moz-
zi del Garbo e consente di ridurre univocamente uno spostamento rigido ad
una rotazione attorno ad un asse a e ad una simultanea traslazione attor-
no allo stesso. Dunque, per il moto relativo tra due corpi si stabilisce una
corrispondenza tra quello effettivo e quello che gli stessi avrebbero allorché
collegati attraverso una coppia elicoidale di asse a.

Il secondo teorema, invece, e sulla riduzione di un sistema di forze agenti
su un corpo rigido ad una risultante R e ad un momento C parallelo alla
risultante medesima. Alla riduzione puo associarsi una linea retta a rispetto

ai cui punti valutare i momenti delle forze.

5.2.2 Torsore, screw, twist e wrench

T
Si definisce torsore (screw nella letteratura anglosassone) T = {W V}

una coppia di vettori WeV per i quali, in generale,

W-V£0, (5.28)
‘W‘ £1. (5.29)

Con riferimento allo schema di Figura 5.1, a ciascun torsore T si puo associare
un asse, ovvero un vettore linea S. E possibile scomporre il vettore V' in due

componenti \7", normale, e v , parallela, al vettore W, cosicché
V=V, V'=pW +V". (5.30)

Essendo

W.Vr=0, (5.31)

esistera un punto P dello spazio per il quale

I
OP xW =V" | (5.32)
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Q
<l
~N
Q
N

Asse
del torsore

Figura 5.1: Definizione dell’asse di un torsore

Risolvendo la (5.32) rispetto a OP? si ottiene la posizione del punto di

riferimento P . .
op- W xV"
w.-w

Resta cosi definito il vettore linea S passante per P e parallelo a W, deno-

(5.33)

minato asse del torsore T. In particolare, indicati con

w=|W|, (5.34)
il modulo del torsore, e con
WV
p= (5.35)
w.-Ww
3Infatti, premoltiplicando a primo ed a secondo membro per la medesima quantita
segue
—. —_— —. —. -
W x (OPXW):WXV”,
ovVVero

O-J’D(W-W)—W(W-O-J’D)zvffxfn.

Stante 'ortogonalita di W e P resta giustificata la (5.33).
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il passo o parametro del torsore, sara W =wS ed il suddetto vettore linea

resta quindi definito come

wS
wO_l)D X §+pw§

wn
Il

(5.36)

In definitiva,

- al torsore puo associarsi un vettore linea S e quindi e rappresentabile

attraverso un vettore duale S = W + 517;
- T'asse del torsore si identifica con ’asse principale del sistema di vettori;

Se W e V sono paralleli, il parametro o passo del torsore resta definito dal

rapporto

p=-_"1. (5.37)

In Cinematica ed in Dinamica i torsori ricevono applicazioni notevoli, con-
sentendo nuove formulazioni per definire i campi di spostamenti e di forze
cui sono sottoposti i corpi.

Ad esempio, poiché lo spostamento di un corpo rigido consiste in un moto
elicoidale composto da una rotazione attorno ad un asse e ad una traslazione
lungo 'asse medesimo, il torsore cinematico o twist about a screw ben si
presta a caratterizzare tale spostamento.

Nel caso di spostamenti finiti, si possono instaurare le seguenti corrispon-

denze:
e |'asse del moto elicoidale coincide con il vettore principale;
e ’angolo di rotazione ¢ dato dal modulo del vettore principale;

e lo spostamento lungo 'asse del moto ¢ pari al parametro del torsore.
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Nel caso di spostamenti infinitesimi, ovvero per un generico atto di moto,
indicato con u il vettore allineato con 'asse di tale moto, si possono instaurare

le seguenti corrispondenze:
e la velocita angolare wi e rappresentata dal vettore principale;

e la velocita v dei punti sull’asse di istantanea rotazione e rappresentata

dal momento principale.

Dunque, il torsore cinematico istantaneo o velocity screw* assume la forma
V=(v+ev)i (5.38)

In Dinamica un qualsivoglia sistema di forze puo ridursi ad un torsore dina-

mico o wrench on a screw. In tal caso le corrispondenze sono:
e il risultante ¢ il vettore principale;

e il momento di tutte le forze rispetto ad un qualsivoglia punto dell’asse

centrale ¢ il momento principale.

Dunque, detto A un qualsivoglia punto dell’asse centrale, il vettore duale
Fy=Fy+eCy (5.39)

rappresenta il sistema di forze.
Da ultimo si osserva che per un sistema di vettori, di cui sia noto il torsore,
si puo da questo risalire al relativo motore per qualsivoglia punto e viceversa.
In precedenza® & stata introdotta la nozione di screw, discussa la corri-
spondenza di tale ente con un vettore linea L e si e altresi accennato alla
possibilita della sua rappresentazione algebrica mediante un vettore duale L

a 3 componenti.

4Talvolta si impiega anche il termine twist velocity.
Sv. p. 192.
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Appare dunque necessario trattare le operazioni che possono essere com-
piute sulle screw, della loro interpretazione geometrica, nonché delle possi-
bilita offerte dall’algebra dei vettori duali ai fini della esecuzione algebrica
delle operazioni medesime. In particolare, si definisce vettore duale, la serie

ordinata di numeri duali®
A<{aaa) (5.40)

con a; = a; + cap; (1 =1,2,3).

Nel caso in cui ci si riferisca allo spazio euclideo a tre dimensioni, comune
in numerose applicazioni, ¢ utile introdurre una terna cartesiana ortogonale
destrorsa O — xyz in cui i versori i je k caratterizzano il verso positivo degli
assi.

Considerato un vettore V' = {i;\x v, U, }, i termini v, v, e U, si diranno

componenti del vettore duale.

5.2.3 Moltiplicazione di un vettore linea unitario per

un numero reale

Il versore linea € un vettore linea avente modulo unitario, per cui qualsiasi
vettore linea appartenente che ne condivide la linea di appartenenza puo
essere ritenuto un multiplo scalare del versore stesso.

Un wersore linea puo rappresentarsi attraverso il vettore duale

E=¢+eé, (5.41)

6In generale i vettori duali possono avere pilt componenti. Tuttavia, i vettori duali
composti da una serie ordinata di 3 numeri duali sono quelli pii comunemente impiegati

nelle applicazioni.
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con

lel=1, (5.42a)

g-é=0. (5.42D)

E’ opportuno chiarire che, di regola, i vettori duali non necessariamente sod-
disfano le condizioni (5.42). Per distinguere i vettori duali le cui componenti,
primaria e duale, soddisfano le (5.42) si utilizzera il simbolo —~ invece di™.

Moltiplicando il versore linea per un numero a reale, avremo

A =aF = a€+ caey

=dad+ 55:0 s (543)

per cui le componenti reale e duale sono dunque moltiplicate per lo stesso
fattore.

I due vettori linea E e A avranno lo stesso asse. Infatti, applicando la
(5.33), che fornisce la posizione del punto di riferimento P, ¢ immediato
verificare I'uguaglianza

— €X
OP = —— =
€ e a€ - ae

La direzione di € ¢ identica a quella di a€.
Si osserva, con riferimento all’espressione (5.43), che a ¢ una quantita

definita modulo del vettore linea.

5.2.4 Moltiplicazione di un vettore linea unitario per
un numero duale
Moltiplicando il vettore linea unitario E =&+ ¢cé, per il numero duale @ =

a + edy avremo

A =GQF = aé + ¢ (aéy + af) . (5.44)
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Le screw associate a A e F mantengono lo stesso asse. Infatti, ¢ immediato
verificare 1'uguaglianza

O—P): j<€0:€x(a€0+aoé)’ (545)
(&

e a€ - ae

quando si tengano presenti le (5.42).
Il passo o il parametro p per la screw unitaria E ¢ sempre nullo. Il

parametro di A, ovvero il passo della screw associata, sara

a€'- (acy + ap€)  ag

- (5.46)

ae - a€
pari a quello del parametro del fattore duale @.
Moltiplicando per @ = a + €ag un qualsivoglia vettore duale @\ = q+ eqo,

avremo

~ ~

R =1aQ = aqd + ¢ (agp + aoq) (5.47)

Le screw associate a () e R mantengono lo stesso asse. Mentre, indicato con

pq il passo della screw prodotto, avremo

—

aﬁf‘(affo+aoff):ao+ff'QO

ad - aq a 7>

(5.48)

I risultati ottenuti possono riassumersi nei punti seguenti:

- la moltiplicazione di una screw per un numero, sia esso reale o duale,

da luogo ad una screw con il medesimo asse principale;

- la moltiplicazione di una screw per un numero da luogo ad una screw il
cui passo e pari alla somma del parametro del numero e del passo della

screw fattore.

La norma del vettore duale A = @ + edy e definita dall’espressione

a- a

||0 : (5.49)

HZH — @]l + ¢

@

per ||d|| = Va-ad# 0.
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5.2.5 Vettore linea di minima distanza tra due rette

Con riferimento alla Figura 5.2, siano:

- assegnate due linee sghembe rappresentate dai vettori linea El ed Eg;

- 0, langolo formato dai vettori ed s la minima distanza tra le linee

medesime;

- Elz il vettore linea ortogonale sia a El che EQ;

Figura 5.2: Vettore linea di minima distanza

Il moto che conduce E; a E5 ¢ un moto elicoidale lungo 1’asse F15. In corri-
spondenza di tale moto, E ruotera di un angolo # e traslera di una distanza
pari ad s.

L’angolo 6 e convenzionalmente ritenuto positivo se un osservatore posto
dalla parte di F/15 vede ruotare F/; in verso antiorario, mentre s € una quantita
positiva se F1, per sovrapporsi a F5, si muove nel verso di F1s.

L’angolo compreso tra i due vettori linea E, ed E, ¢ definito da
4 (El,EQ) == 5@112 y (550)

con
f=0+es (5.51)

misura dello stesso.
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5.2.6 Prodotti tra vettori linea

In analogia all’algebra vettoriale, per i vettori linea, possono definirsi sia il
prodotto scalare che quello vettoriale. Prima di procedere, con riferimento

alla Figura 5.3, € opportuno tener presente le seguenti identita:

@-b=abcosl (5.52a)
@ x b= absin fsk , (5.52b)
Ty — T = SSk , (5.52¢)

ove §x* e il versore che individua la direzione della retta di minima distanza

tra due vettori linea sghembi.

Figura 5.3: Prodotto di vettori duali: Nomenclatura

Il prodotto scalare tra i vettori linea A=ad+ gdy e B=b+ d_fo e definito

come segue
JZB I(6+€60) . (6"‘550)
:&‘~5+5<60~5+6-50) (5.53)

In alternativa, tale prodotto puo esprimersi anche in funzione dell’angolo

duale 8.



5.2 Algebra dei vettori linea

201

Infatti, tenuto conto che i vettori linea AeB possono assumere la forma

a

A

+€(F2><6) s
BIE+E(F1X5> ,

lo sviluppo del prodotto scalare fornisce, tenute presenti le (5.52) e la defini-

zione di coseno di un angolo duale,

A-B

I
ST

Bvefa- (7 xD) 5 (7 x )
Felm—m)- (ax0)]

=abcosf — € [(s5") - (absin 635)]

I
Sl

= ab|cosf — essinb] = abcos . (5.54)

Pertanto, resta dimostrato il seguente teorema

Il prodotto scalare tra due vettori linea e pari al prodotto dei loro

moduli e del coseno dell’angolo duale formato dalle linee associate

at vettori medesima.
Per quanto riguarda il prodotto vettoriale, per definizione, si avra:
1/21 X §2(6+860) X (5+850>
:c?x5+5(60><5+6><50> : (5.55)

Per esprimere tale prodotto in funzione dell’angolo duale 5, € necessario
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sviluppare il prodotto”

AxB=dxb+e 6x<*2><5>+(r1><a)><5}
—axb+e(a-b)n— @ m)b+ (r-b)a-(a-5)7]
—Gxb+e (@-5 (7 — 7)) — (@ 3)5+(F1 E)Q]
:6x5+5-<£-5)(772—771)+771><(cixl;)] . (5.56)

Tenute presenti le (5.52), il risultato appena ottenuto puo porsi nella forma

—

A x B =ab{5sinf +e[scos 65" +sinf (7, x )]}
— abS (sin@ + escosb)

— abS sind : (5.57)

con

%
S :§*+E’F1X§‘k,

vettore duale unitario.

Pertanto, resta dimostrato il seguente teorema sul prodotto vettoriale di

due vettori linea

Il prodotto wvettoriale tra due vettori linea A e B ¢ un vettore
linea, che interseca ortogonalmente le linee associate ai vettor:
medesimi, con modulo pari al prodotto dei moduli dei fattori per

il seno dell’angolo duale formato dalle linee medesime

7 Negli sviluppi ¢ utile richiamare le uguaglianze di seguito riportate

-

le(JXE)Z(F1'6)5_(F1'6)b’
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La Tabella 5.1 riassume i risultati dei prodotti scalare e vettoriale di vettori

linea in varie situazioni.

Tabella 5.1: Casi notevoli di prodotti tra vettori linea

Vettori linea A-B AxB
Sghembi abcosl abS ’ sin §
Convergenti (s = 0) | abcosf abS
Paralleli (§ = 0) ab cabs*
Coassiali (§ =s=0) | ab 0

5.3 Matrici duali

Dicesi matrice duale quella nei cui elementi figurano numeri duali, ovvero

a11 Q12 ... Aip
~ 621 ZL\QQ e ZL\Qn
[A} - : (5.58)
Am1 Am2 Amn
Ccon a;j; :CLZ']'—FECLOZ‘J' (’l = 1,2,...,771, j = 1,2,...,71).
Se si pone
a11 a2 Q1n
A21 Q22 ... A2p
[A] = (5.59)
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e — —
ap11 @p12 --- QAoin
Qp21 Q22 --- QAo2n
[Ag] = | (5.60)
Qom1 Aom2 - - - Aomn

la matrice duale puo anche essere espressa nella forma
[2] = [A] + = [A] . (5.61)

Per le matrici duali restano definite le operazioni di somma, sottrazione e
trasposta in piena analogia con I’algebra delle matrici di numeri reali.

Per quanto riguarda il prodotto tra due matrici duali,

A] = 14+ [4)

|B] =Bl +<1B)

si ha
4] [B] = 141B) += (14 [Bo] + [40] [B)) - (5.62)

Si definisce ortogonale quella matrice duale [121\:| per la quale e soddisfatta la
condizione

PO AN PN S r~T

[A] [A} - [A} [A} —1] , (5.63)
con [I] matrice unitaria.

—1 o
Si definisce inversa [A} di una matrice duale [A} quella per la quale e

soddisfatta I'uguaglianza

[ﬁ} ml — 1 . (5.64)

Se poniamo

~] —

[A} Xt e [X)
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dalla (5.64) si ha
([A] + & [Ao]) ([X] + & [Xol) = U] -

Da quest’ultima, segue il sistema di equazioni

(5.65)
[Ao] [X] + [A] [Xo] = [0]

la cui soluzione fornisce

[Xo] = = [X][A] [X] -

Dungque la formula per il calcolo dell'inversa della matrice [ﬁ} = [A] + ¢ [Ag]

risulta essere

(A = e A A (5.66)

Tale operazione ¢ dunque lecita solo se la matrice reale [A] possiede 'inversa.

5.4 Applicazione dell’algebra duale al moto

di un corpo rigido

5.4.1 Movimenti spaziali finiti: descrizione matriciale

La matrice che descrive la rotazione di un corpo attorno all’asse Z di un

riferimento fisso risulta essere

cosf) —sind 0
[A] = | sinf cosf 0 (5.67)
0 0 1

Tale matrice, com’e noto, definisce altresi la trasformazione tra i riferimenti

cartesiani fisso O — XY Z e solidale con il corpo O; — x;y;2;.
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E’ opportuno far osservare che le colonne della [A] rappresentano anche le

componenti dei versori 7, 7 e k degli assi del riferimento mobile nel riferimento

O-XYZ.

Introducendo i vettori duali

|

i=i+e00; x 1 (5.684)
—~ = — -
j=74e00; xj (5.68Db)
~ - — =
k=k+e00; x k (5.68¢)

che definiscono i versori linea associati ai versori ¢, j e k, si caratterizza non
solo l'orientamento del riferimento mobile, ma anche la rispettiva posizione

nello spazio. E cosi possibile definire la matrice duale di trasformazione
[ﬁ} - [Zjﬂ (5.69)

che, per analogia con quella [A] associata ad una rotazione pura, definira un

generico moto spaziale.

Un esempio servira a chiarire il significato della precedente affermazione.

Si consideri un movimento finito costituito da
- una traslazione s lungo 'asse Z per una distanza s;

- una rotazione di un angolo # attorno a tale asse.

Poiché
{i} = {cos@ sin 6 O}T ;
{7} = {—sin@ cos 6 O}T ,

w={oo1} .
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la matrice che descrive la rotazione assume la forma

cosf —sinf 0

[A] = | sinf cosf 0

0 0 1
Essendo
A
z4z
0—"7
)
/P vy
0 “ > Y
ﬂ s g
X YR
.............. Vi

Figura 5.4: Nomenclatura

{OOz‘}Z{OOs}T
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le (5.68) forniscono

.
cosf —essinf

mz sin @ 4 s cosf
\ 0
(—sine—sscosﬁ
[3\] = cosf —essinf
\ 0
'0
5= o
1

pertanto la (5.69), tenute presenti le identita (5.26), si particolarizza nella

cosﬁA—singo

[A\} = | sinf cosf 0 (5.70)
0 0 1
con
f=0+es

angolo duale. Utilizzando la (5.70) & possibile quindi conoscere la posizione
di vettori linea solidali con il corpo dopo che lo stesso ¢ stato soggetto ad un

movimento finito. Pertanto, se

0
=9 v
ebv,

e il vettore duale che rappresenta la posizione iniziale di un vettore linea, la
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posizione del vettore stesso, dopo il moto elicoidale lungo I'asse Z, sara

—y Sin 0
(B} = [21} B} =13 wvycosd
ebv,
OVVero
—v, sin —y5 cos 6
{02} = vy cos 6 +eq —vyssind
0 bu,

La parte reale del vettore duale v, ¢ costituita dalle componenti del relativo
vettore linea in O — XY Z, mentre la parte duale ¢ il momento di quest’ulti-
mo vettore rispetto ad O. Il risultato puo essere verificato geometricamente

osservando la Figura 5.4.

5.4.2 Matrice di trasformazione duale tra due riferi-

menti cartesiani

Spesso la posizione relativa tra due sistemi di riferimento viene definita as-
segnando le coordinate di tre punti P = (P,, Py, P,), Q = (Q4, Qy, Q) ed
R = (R,, Ry, R.) appartenenti agli assi del riferimento mobile. Una scelta co-
munemente adottata in letteratura consiste nel posizionare, come in Figura

5.9:
- il punto P nell’origine degli assi;
- il punto R sull’asse delle x ed a distanza unitaria da P;

- il punto @) sull’asse delle z ed a distanza unitaria da P.
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Figura 5.5: Definizione sistema di riferimento: Nomenclatura

In tal modo i versori degli assi mobili saranno

T
{i} = {Rm ~P,R,—P, R, — P, } : (5.71a)
T
{k} = {Qx ~P,Q,—P,Q.—P. } : (5.71b)
0 —k. ky i
Y=k 0 —ko| iy - (5.71c)

—ky hy 0 i

Considerando tali versori alla stregua di vettori linea, la loro rappresen-

tazione in termini duali sara

{?} = {i} +¢ [OP} (), (5.72a)
{%} = {k}+e [OP] (k) | (5.72b)

Gh=1% o &|{% ¢ (5.72¢)
—ky, ky O i
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con
0 -P, P,
[673]: P o0 -p | . (5.73)
~P, P, 0

La matrice [2], che trasforma vettori linea dal riferimento mobile a quello

fisso, risulta dunque essere

A= 1555 (5.74)
P 7 ks

5.4.3 Quantita di moto duale di un corpo

Con riferimento alla Figura 5.6, sia C un corpo rigido al quale sono solidali

i seguenti sistemi di riferimento:
- G; — 1;y;2;, con origine nel baricentro ¢ del corpo;
- C — x;,y;, %, con origine in punto C' qualunque del corpo.

La generica massa infinitesima dm si ipotizza in P, punto origine di un riferi-
mento cartesiano equiorientato rispetto a C'—x;, v;, 2;, . Il riferimento assoluto
e O —uxyz.

La velocita duale assoluta in C' del corpo ¢, misurata nel riferimento 7,

vale,

V) =@ + el (5.75)

con le componenti primaria e duale espresse nel riferimento C' — x;, y;, 2i, -
Tale velocita puo anche valutarsi in un generico punto P del corpo 1.

Infatti, applicando la trasformazione dei vettori duali in corrispondenza ad
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Figura 5.6: Quantita di moto: Nomenclatura

una traslazione del riferimento ® si ha

=g 4 (ﬁc(z’;)) 1+ g —15(““)) , (5.76)
— .
dove il vettore CPU) si scompone nella somma
O P — i) + Tk ) (5.77)
con

- T/* matrice di trasformazione delle componenti di un vettore dal rife-

rimento G; — z;y;2; a C — x;, Y, Zi, -

—

) — .
- 7 = G, P, vettore espresso in G; — ;2

8Si consideri la seguente relazione:

e f =g —_
Lo, =Lo+eW x 00, .
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=, . —_— .
- RU) = C@;, vettore espresso in C' — Tiy Yiy i,

Cio premesso, la quantita di moto ed il momento della quantita di moto,

calcolata rispetto a C' della massa dm in P, saranno, rispettivamente

dQ\) = 7 dm | (5.78)
k) _ A p(in) 3 (ik)
dHS = P x 4Gl (5.78D)

Introdotta quindi la quantita di moto duale della massa dm in P
dHSW = dQW + edHIY (5.79)
la quantita di moto duale dell’intero corpo i, resta definita dall’integrale
Y = / | dHS*) | (5.80)
Sostituendo la (5.79), tenute presenti le (5.78), nella (5.80) segue
[5) + 80 x (R + 77 ®) ] dm
(B 4T ) s [58) + 8 x (R + 100 ) | am

7™ dm + / B % R dm + / B x T D dm

m;

—e [ RO® x (ﬁ(ik) X J(ik)> dm — s/ R (Tf’“F(i) X LUZ(%)> dm

+€/ ROx) « ngk)dm+€/ Tiikf’(i) % Qj»gk)dm



5.4 Applicazione dell’algebra duale al moto di un corpo rigido

214

ovvero
a8 = / o8 + 8 x (B + 17 0) | dm
+e / RO x T dm + e / T x Tok) dm
—5/1}?@"@) X (R(“f) X w(”“))zdm
¢ / Zj}"iff(i) x (7}’%?(“ x &f’f’) dm . (5.81)

Ai fini pratici appare conveniente utilizzare la notazione matriciale, cosicché

la precedente si riscrive nella forma
& o) (ix)
{Hca)} 2/ {vow} ™ dm + {A} + {B} +{C} (5.82)
avendo indicato con
(y=- [
{By=+¢ / 7] {vo } ™ dm + e / () 7O (1], {ve}™ dm
{C}=- 5/ [é(ik)] [E(ik)} {wi}(ik) dm.
_ g/ [T [T [F9] 77, i} dom

(] w0 dm — [ (T O] 7 ) dm

m;

Introducendo la matrice dei momenti statici baricentrici (in questo caso

tutti nulli in quanto calcolati rispetto al baricentro)
o st st
S& 0 —sY| = / [7 D] dm (5.83)
(@) o) "
e la matrice d’inerzia, calcolata rispetto agli assi con origine nel baricentro

G; del corpo,
9] =~ / 70 [79] dm (5.84)
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la (5.82) si semplifica nella seguente
{How} =mi{vew}™ —mi [B] {w}®
em, [E(ik)} {vc(i)}(z'k)

e ([ [78)] [, = mi [R9] [RO] ) fwi}® . (5.85)

i
Infine, tenuto conto del teorema di Huyghens, si puo indicare con
7] = |

la matrice d’inerzia del corpo 7 calcolata rispetto al riferimento C — z;, y;, 2, ,

JE) (r, —mi [R99] [R6)] (5.86)

i i

e la (5.85) si semplifica ulteriormente nella
=~ (Zk) 3 =i i
{How ) =mi{vew}™ = mi [B)] {w}®

e (mi [B)] {eon )™ + [I6 | ™) . (5.87)

5.4.4 Equazioni di Newton-Euler in forma duale

Com’e noto, la derivata del momento della quantita di moto di un corpo,
rispetto ad un punto C' e pari alla somma dei momenti delle forze agenti sul
corpo medesimo, tutti calcolati rispetto a C.

Tale principio puo essere espresso in forma duale

d (-~ (ix) ~ (ix)
pr {HC(i)} = {FC(i)} , (5.88)

dove il vettore duale ﬁg&; rappresenta le azioni esterne (forze e coppie) che
agiscono sul corpo i, rispetto ad un punto C e con le componenti espresse
nel riferimento iy.

Tenuto conto che 7, non e un riferimento inerziale, ma si muove con

~ (ix)
un atto di moto definito dalla velocita duale {Vc(z)} ' , la precedente si

trasforma nella seguente

S @) [ @] (ir) ~yGR)
{HC(i)} + | Vew) {HC(i)} :{Fc(i)} . (5.89)



CAPITOLO

Analisi del rendimento meccanico di

un giunto cardanico

Nel presente capitolo viene trattata l'analisi del rendimento di un giunto car-
danico in presenza di errori di montaggio, tolleranze geometriche e dimen-
sionali. Tale studio riveste particolare importanza considerando la diffusione
del giunto cardanico nelle applicazioni industriali. L’obiettivo di tale analisi
e quello di evidenziare come il rendimento meccanico del giunto cardanico
venga influenzato da errori di montaggio e di costruzione e dalla presenza di
attrito nelle coppie cinematiche che lo costituiscono.

Un primo modello di analisi del rendimento meccanico di tale giunto fu

impostato da A. Morecki [33]. In particolare, il modello
- considerava solo le perdite nelle coppie della crociera;
- trascurava le azioni di inerzia;
- non comprendeva la presenza di errori di costruzione e montaggio.

Un’analisi dinamica completa di un giunto cardanico e stata condotta da

Freudenstein ed i suoi collaboratori [34, 35, 36, 37]. Nei lavori citati sono

216
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stati presi in considerazione gli effetti dovuti agli errori di montaggio e di
costruzione, non e stato preso pero in considerazione I’attrito nelle coppie ci-
nematiche. Nella presente analisi, la modellazione degli errori di costruzione e
montaggio e avvenuta considerando un meccanismo RCCC cinematicamente
equivalente. E da far rilevare che la struttura cinematica ideale del giunto
cardanico e rappresentata da un quadrilatero sferico RRRR con tutti i mem-
bri consecutivi disposti a 90° gli uni rispetto agli altri. In tale modellazione
il giunto cardanico risulterebbe un sistema a vincoli sovrabbondanti la cui
mobilita e assicurata dal soddisfacimento di una condizione geometrica: la
convergenza di tutti gli assi delle coppie rotoidali in un unico punto. Per-
tanto, mantenendo tale rappresentazione, non sarebbe possibile introdurre
gli errori di montaggio e di costruzione continuando a garantire la mobilita
del sistema. Per questo motivo nella letteratura tecnica [34, 35] gli effetti
dei citati errori sulla cinematica e sulla dinamica del giunto in esame, ven-
gono studiati mediante ’analisi di un meccanismo RCCC equivalente, la cui
mobilita non dipende dalla succitata condizione geometrica. Sono state fatte

inoltre le seguenti ipotesi:
- attrito Coulombiano;
- assenza di stiction;
- assenza di giochi o backlash nelle coppie cinematiche;

- corpi rigidi.

6.1 Analisi cinematica

Lo schema del meccanismo RCCC equivalente ¢ riportato in Figura 6.1, do-

ve sono anche rappresentate le quattro terne cartesiane C; — w;y;2; solidali
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con i quattro membri (i = 1,2,3,4) ed orientate secondo la convenzione

di Denavit-Hartenberg. Con riferimento alla Figura 6.2, mediante ’algebra

Figura 6.1: Meccanismo RCCC equivalente

duale, e possibile introdurre i seguenti parametri:

~

92 = ‘9@ + €S; y (61)

ko)
Il

a; + ea; , (6.2)

dove é\z descrive la posizione relativa fra membri adiacenti (#; rappresenta la
rotazione attorno all’asse della coppia congiungente il membro ¢z — 1 con il
membro i , s; lo scorrimento lungo il medesimo asse), mentre @; descrive la
geometria del membro i™° (a; 'angolo tra gli assi delle coppie appartenenti

al medesimo membro, a; la minima distanza tra tali assi)'. In questo modo

INel caso di giunto cardanico ideale o;; = 90° (i = 1,2, 3), a4 rappresenta l'inclinazione
tra l’albero di ingresso e quello di uscita, a; = 0 (i = 1,2, 3,4). Proprio questi parametri

consentiranno 'introduzione degli errori di costruzione e di montaggio.
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Figura 6.2: Parametri di Denavit-Hartenberg

la matrice di trasformazione dal sistema di riferimento 0,11 — ;1 1y;112:41 al

sistema di riferimento o; — ;2 ¢ data da?:
Cé\i —c@isé\i sais@\i
i N N ~
[A} = s@i Caicﬁi —s@icﬁi . (63)
0 Sal' Cai
Pertanto I’equazione di chiusura per il meccanismo in esame puo essere
espressa mediante il seguente prodotto matriciale
Al rq2pa3 1.l
ERORENIE o0
2 3 4 4

dove la matrice [I] rappresenta la matrice identita. La precedente espressione

puo essere riformulata nel modo seguente

A - [ . o5

4

2c=cos e s = sin



6.1 Analisi cinematica

220

Sviluppando i prodotti matriciali ed uguagliando gli elementi delle medesime

righe e colonne [37] si ottiene:

Dsinfy+ Ecosfy+F =0, (6.6)
dove
B = s@lsags@\l s (67)
E\ = —Sag (C@ls@4 + 8@106409\1) s (68)
F = —ciy + cdig (calc@ - salsa4c§1) : (6.9)
e
- Sé\l (Ca38a4 + Sagca40é\4> + sagcé\ls@l
802 = = s (610)
SQo
. chychly — chizchly 4 sAizsa,ch,
cf, = Sz 7 A0 T 505 (6.11)
SQ1SQ9
sy (s@lc@; + c@c&is@;) + 0@15&4554
505 = _ , (6.12)
SQ9
. s@18Q400; + clachis — chycd
o, = 2N 4cth + cascay 1604 (6.13)
SQaS3

In questo modo e possibile ricavare il valore degli angoli duali 52, 53 e 54

descrivendo completamente le posizioni reciproche dei membri adiacenti:

X NN

0y =2tan"* \/A * : (6.14)
F—-F

52 = ATAN?2 (sin 52, coS §2> , (6.15)

@\3 = ATAN?2 (sin 53, cos 5;»,) ) (6.16)

Per quanto concerne ’analisi delle velocita relative che si registrano nei

riferimenti di giunto, & possibile introdurre le seguenti relazioni (i = 1,2, 3, 4):
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In termini di vettori duali, tali velocita possono anche esprimersi come segue

- ) ~

{ 01(1,4)} = {O 00y } , (6.18a)
~ (2) T

{ 02(2,1)} = {0 0 vy } , (6.18b)
~ 3) T

{ 03(372)} = {0 0 @3} , (6.18¢)
~ (4) T

{ 04(4,3)} = {0 0 Uy } (6.18d)

La velocita duale assoluta del corpo 2, riferita al punto C5 ed espressa nel

riferimento 2, si ottiene quale somma delle velocita duali relative

~ (2) ~ (2) ~ (2)
{V02(2,4)} I{V02(2,1)} +{V02(1,4)}

~ (2 32 [~ (1)
:{VCz(Zl)} + [AL{VCH(M)} . (6.19)

Similmente, la velocita duale assoluta del corpo 2, ma riferita al punto

Cj5 ed espressa nel riferimento 3, vale

. ® (= ® ;
{ch(2,4)} = {ch(zs)} + {ch(3,4)}( )

~ 3) ~13 [~ (4)
- — {VCS(&Q)} - |:A] A {VC4(4,3)} . (620)

Tra le suddette velocita dovra sussistere la relazione

~ (3) 3 (~ (2)
{Vcs(274)} - [A]z {ch(u)} (6.21)
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Poiché

Cé\l Sé\l 0
2 —~ ~

|:A] = —calsﬁl (3621001 Sal y (622&)

salsﬁl —S(/)Zlc@l C(/)é\l

Cé\g Sé\g 0
~13 —~ ~
[A] = | —cissly chcly, sasy | s (6.22b)

SaQSQQ —Sag CQQ Cag

C§3 Sé\g 0

~4 ~ ~
|:A] = —Cagseg (3623(:03 S(/)z\g . (622C>

563593 —563003 Cag

dalla (6.21), tenuto conto delle (6.18), (6.19), (6.20), segue

00 Sa38093 62 —UlstlSHQ
Sag 0 —Sagceg i}\g — —U1 (COé1SOé2 -+ SOél(iOézCez) s (623)
C(/)z\g 1 Cag 64 —i}\l (Calcag — s@lsagc%)
ovvero
(Calsag + s@w@}c%) 803 + 831502093
Ty = — — o, (6.24)
Sipsls
(Sagcag + CagSagseg) 802 + Sagsegceg
@\3 = — __ ~ s@ﬂ)\l s (625)
SipSi3Sls
~ sa1sbs
Uy = — vy . (6.26)

Sagseg
Per la definizione delle accelerazioni si procedera derivando le espressioni

appena dedotte, per brevita non vengono riportate tali espressioni.
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6.2 Analisi statica

Per 'analisi statica del giunto cardanico si introducono i vettori duali delle

reazioni vincolari (j = 1,2,3,4)

ﬁ:rj = F:rj + EMmj ) (627>
Fyj = Fy; +€eM,; | (6.28)
F\zj = sz + Esz . (629)

Imponendo ora 1’equilibrio statico dei membri del meccanismo e possibile

valutare ’espressione delle singole reazioni vincolari:

Coppia 1
- 00918(/)(\2(392 — 8&28920&1891 =~
xl — PUDEA F
SO1S0aSH-
862801802 — 0010020@\15@2 — 00106225621 =~
DU 22
SOV1S0laS0-
C91 e
+ LR, (6.30a)
S0lys0s
-~ C91892calsa2 + S@lsaz(}ez -~
yl — — __ ~ le
SQOV1S0aS0-
501562002031 + s@lsﬁlc@\g + Sa2802C01 =
- PUPNEA 22
SO'1S0lasls
s«91 =
+ L F, (6.30b)
SQiaSls
Coppia 2
= SaQCQQ =
2 — T ~ 1z
SO1S09805
S CQly + staclyca ~ F.q

%
[N}
)

—= — (6.30¢)
SO'1S0lasls SQiast
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(6.30d)

Coppia 3
= - F\zl

T salsc’)z}sgg
(6.30¢)

Salcegcag + Sagcal = CQQ
Fz2 DA Fz3
Stiasly

=)

- salsags@
By e
2_"p (6.30f)

3 — —=<
v SQg

Coppia 4

093 -~

= —— F
savysbs

09300256210622 + (3035622(:6?1 — 5035621502 =~

SalsaQSé\Q
(6.30g)

z1

22

8«935«92(:@2 — C93092 =
Fz3

B SaQSé\Q
(6.30h)

Sa2ca3893ﬁ
zl

yd = T T T~
SO'1SOasls
0635030025@\10@2 + cagsﬁgsagcal + Cagcegsalseg ~

Sal Saz Sé\g
s (6.301)

22

033503(302 + C@gCQgSQQC@Q — 563562502 =~

SaQSQQ

= Sagsegﬁ
zl

z4d — T T~
sa1sb
0025035&\106225623 + 8020035&\15@3 + Segcalsagsag =
- PUPNEA 22
SO'1S0aSH-
" (6.30j)

Cezsegsag + 592C093C(/)é\2S(/)é\3 + Sezsazcag -~

SaQSé\Q
Il sistema di equazioni (6.30) ¢ costituito da 18 equazioni scalari le cui

incognite sono:
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- le 5 reazioni vincolari relative alla coppia rotoidale;
- le 3 x 4 = 12 reazioni vincolari delle coppie cilindriche;
- la coppia M., in input.

Nel caso in cui non venga considerato I’attrito, il sistema (6.30) si semplifica,
risultano infatti F,o = F,3 = F,4y = 0 e M, = M,3 = 0. Nel caso inve-
ce in cui si consideri I'attrito nelle coppie cinematiche, le componenti citate
non saranno piu nulle, ma verranno calcolate secondo quanto riportato nel-
la sezione 6.4. In Figura 6.3 vengono riportati gli andamenti dei momenti
registrati nelle coppie cinematiche in presenza (a) o meno (b) di errori di
montaggio. Le variazioni ipotizzate sui valori di a; ed a; sono di 0.5 mm e

10~* rad, rispettivamente.

mn«www
B £
z z
o o
Q Q.
Q Q
o o
o o
"°°<me
" v " " " r
S B e
6, (rad) 0, (rad)
a) b)

Figura 6.3: Momenti registrati nelle coppie cinematiche nel caso di giunto

cardanico con errori (a) e senza (b)
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6.3 Analisi dinamica

Innanzitutto e possibile scrivere per i tre corpi mobili le equazioni duali di

equilibrio:
~N2 (=~ (1) ~ (2 ~ 2)
A . {Rcl(l)} - {RCQ(Q)} = { 02(1)} ) (6.31a)
~3 (=~ 2) ~ 3) ~ 3)
A 2{ 02(2)} - {RC'3(3)} = {FCs(Q)} ; (6.31b)
14 (= 3) ~ ) ~ (4)
A 5 {RC3(3)} - {RC4(4)} = {FC4(3)} s (6.31(3)

~ (i)
ove {RCi(j)} * ¢il vettore duale delle reazioni vincolari esplicate sul membro

J, ridotte in C; ed espresse nel riferimento .
Queste ultime, tenuta presente la (5.89), forniscono, per j = 2, 3,4,

- O [ O] [~ G [ (= (G-1)
{Hcmfl)} + |Ve,- {ch(H)} I[A] {Rcfl(jfl)} +

j—1

~ ()
- {ch(j)} )

(6.32)

ovvero il sistema di equazioni lineari da risolvere rispetto alle componenti dei
vettori duali delle forze vincolari ai giunti.

Il primo passo consiste dunque nel valutare le quantita di moto duali dei
corpi mobili. Nel caso del meccanismo RCCC, particolarizzando la (5.87) e
posto

m; {Cipr G Y = S (1=1,2,3) (6.33)
le quantita di moto duali per i membri mobili del meccanismo valgono:

Membro 2

N ) [ae]®
{How ™ =m (v} = 8] {o}®

(2
v (377 foean)® + [10] @) 030
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Membro 3

_ @ 5 [am]®
{How} ™ =ma {ves}” = [87] 7 fun)®

~ 3)
+ 9 ([Ség)] {003(2)}(3) + [Jé?;)@)] {WQ}(?’)) 5 (635)

Membro 4

W B @
{Hc4(3)} =ms {004(3)}()—[5:&4)} {ws}(4)

T (4)
+e([5§4>] {veiw}™ + [I5)| {w3}<4>). (6.36)

D’altro canto, per definire i vettori velocita presenti in quest’ultime, & neces-

sario prendere in considerazione anche le seguenti uguaglianze:

{502(1,4)}(2) —{w}? +e {002(1,4)}(2)

a2
- [A} ' {Tean}t” (6.37)
ove
. T
{Teant” ={o0d } . (6.38)
{503(274)}(3) _ {U)Q}(3) +e {003(2)}(3)
3
= [A] e}~ eea)® . 639
ove
. T
{5704(3,4)}(3) = {0 0— (94 + 5$4) } , (6.40)
e
i T
{603(3,2)}(3) = {O 0 (93 + 55"3) } , (641)

{@\04(374)}(4) = {W3}(4) +e {UC4(3)}(4) . (6.42)
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Se si sviluppano i prodotti matriciali si ottiene:

Sizs00 — Siycan
{ﬁCg(l)}(Q) =614 cay (miay + Siz)
—say (myay + Siz)
—ay (S1ysa1 + S1zcan) + Jigysar + Jizzcan
+ 6, a1801 81z + Jigyson + Jiyzcan (6.43)

ajcaySig + Jiyzsar + Jizcaq

mo (—sa359354 — sazsselsfy — a30a359394>

+SQZSQ3C93é4 + Szy (93 + ca394>

~ 3) mo <SQ3€93S4 — Sa38389394 + agca309394)
{HCS(2)} -

—|—SQZSOé3SH3é4 — Sou <93 + CO[394)

—my (ég + COé3$4 — agsa394)

—0, (Saysazshs + Sazsazchs)
=52, (Sa3093$4 — sags3sfzs + a30a309394)
—Say (ég + cagsy — agsa394)

— Jogusazs030s + Jogysazchsy — Jos, (93 + Ca394)
=52, (SOé3S93$4 + sazszclzfy + a30a389394)
+€ +S2: <S3 + cagdy — agsa394>
(= Jowys3 + Jay,chs) sazfy — Jo,. (93 + Ca394)
Say (sa3893$4 + sagssclsfy + agca389394>

+S9. (SO(3C93S4 — Sa38938394 + a3CQ3C9394)

(= Joz2503 + Jay.cO3) sazly — Jos. <93 + Ca394>

(6.44)
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@ S3yé4 _53y34 - J3:vzé4
{HC4(3)} = —S3.04 ¢+ Sapéa— Jay.04 (6.45)
m38y —J3.04

Allorché si particolarizzi la (5.89) per i membri del quadrilatero RCCC, avremo

— (—m1a1 + Slx) 9% + (Slzsal — Slycal) él

~ (2) .
{FCQ(I)} =9 (S1z801 — Siycar) canb? + (myajear + Sizean) 6y
— (Slzsal — SlyCOél) saléf — (m1a1 + Sl:v) S()élél

—leZCQOqé% + (lez — ley) salcaléf
- (Srzarcan + Syamson — Jizzcon — Sraysan) 1
L. (Jlmysalcal + Jl:vzczal - alslz) 9% (6.46)
+ (S1zarsar + Jigysan + Jiyzcon) 61

2 . 12
(alsly — Jigys o1 — Jlmsalcal) 07

+ (a1S1.c0 + Jiyzsaq + Jizscaq) O

—2mgsa3093é394 - ngeg — QSQxCQ39394
+ (—ng0293 + So,sa3cazsfs — SQ$S203C2043
—MmegS3ca3sazshs — SgysegcangOég + m2a3093) Gi

— (masasclzss — Soycas + maascasshz — Sa,sazchz) by
—mosasstssy + Sgyég
—2m28a389394§3 — Sgyég — 252y0a39394
{ﬁ }(3) B (macassaschsss — So,cagsagcls + moasshs

Cs(2) B —523589309382043 - SgyC293 - Sgy02a30293) 92

+ (maoagcaschs — Sozcag — maosssassts + Sa.sasshs) Oy

—Sgggég + mosagch3sy
(25218013893 - 252ysoz3(:93) 9394
+ (m253 — S, + Sozsassfscas — masscias — So.clas

—Sgysagca3093) 92 + moS3 — maocaizSy

+ (maagsaz — Saysazshz — Sazsascls) 04
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2S5, 5330380304 — Joy203 — sa3chs (Jog + Jozs — Joyy + 2J24y) 0304
—2J2yzca39394 + (—JQyZCQOZ38293 — [S2283 + Jazz — Joyy + Jozy| sazcascls
+Joyc203 — So.azshs — Jog.s05ch35 s — Saysgs’as) 03 — Jou.03
—Soy83 + (Soyassaz — Jogpsazshs — Jozcas
Sa.azcazchs 4 Sazszsazsls + Joyysazchs) 04
— (Saycas + Sazsascls) 54

—285. é35a3c0304 + ngég, + sagsts (Joge — Joyy — J222) 030,
—2 (Jogysazcls — Jog.cog) 0364 + (—J2x28263 — Jogycazsazcls — Soys3
+J2y2893C9302043 + cassagsts [Jopr — 5352, — Jaz2]
€ a3S9,¢03 — Joy,C2ars [2 — 0293] + Joy.s63cl3 + Sgg;33c2a3) 92
+ (Jayysascls — Sazaszsag — Sa,s3sazcls — Saysgsazchs — Saazcasshs

—ngysagsag — JQyZCOég) é4 + (SQJ;COég — ngsagsﬁg) §4 — SQJ;:S'?,

2 (Saycl3 — Sopsb3) sasfi8s + (—ngyCZCJég — Soyascls — [Joyy — Joga| s03c03
+ [S2,¢03 + Sayshs] szsazcas + [Jayz803 + Joz.cl3] sazcas
+ [Joze + Joyy] s03¢03¢% g + Jogy
Sorazsts — 2JmeC29382a3) 92 — ngzég
+ [Sayclz — Sozsb3] szsaz + [Jay.cl3 — Jogz.803] saz
[Soucl3 + Says03] ascas — Jo..cas) bs
(Sazcls + Soysb3) sazéy

\ (6.47)
N (1) Sgyé4 — ngei _S3y§4 - J3xzé4 - J3y293
{FC4(3)} = —ngé4 — Sgyéz +e S3:84 — J3y294 + J3xzez (6.48)
_m3§4 _J3zzé4

La soluzione del sistema di equazioni (6.31) fornira le componenti incognite delle

forze duali ai giunti.
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6.4 Coppie cinematiche con attrito

Nel caso di giunto cardanico ideale la risultante delle reazioni vincolari nelle cop-
. . . N CEEEN ) 3
pie cinematiche € nulla e non vi ¢ alcuno spostamento lungo 'asse delle coppie
medesime. Cid non ¢ necessariamente vero in presenza di errori di costruzione e di

montaggio.

Coppia rotoidale

Essendo nulla la velocita di scorrimento lungo 1’asse della coppia rotoidale (s; = 0)
si ¢ trascurata ’azione dell’attrito sulla componente F; della forza vincolare. Nella

™2 coppia rotoidale, le forze di attrito sono dovute alla presenza:
- delle forze vincolari Fy;, Fy; e F;
- dei momenti vincolari My; e M,y;.

L’azione resistente attorno all’asse z dovuta alle coppie di reazione My; e My,

puo essere modellata [38, 39, 40] secondo lo schema presentato in Figura 6.4. In
E
w
L !
\r/ N——1

7

Y

£

< (
-«

Figura 6.4: Azioni dinamiche dovute all’attrito

particolare la coppia M,; € sostituita da due forze F parallele ed opposte che
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agiscono normalmente all’asse della coppia rotoidale. A causa della presenza di

attrito tali forze generano una coppia d’attrito:
i

dove d; ¢ il diametro del perno, L; la distanza tra i supporti ® ed f il coefficiente
d’attrito dinamico.

Analogamente, la coppia My, da luogo alla coppia d’attrito
U= My, (6.50)

In definitiva, & possibile calcolare la componente della coppia di attrito lungo

M,; = —sign <9l) <T}i) + dei\/FmQZ- + Fy22> ; (6.51)

i d;
) = oA M2+ M (6.52)

l’asse z come

dove

Appare evidente che la presenza dell’attrito altera ’equilibrio tra i membri.

Coppia cilindrica

Nel caso di coppia cilindrica ideale M,; = 0 ed F,; = 0 mentre $; # 0. In presenza
di attrito anche la coppia M,; e la forza F,; dovranno essere valutate. La coppia
M,; viene calcolata in maniera analoga a quanto gia descritto per la coppia rotoi-
dale. Pertanto, le suddette azioni dinamiche verranno calcolate tramite le seguenti
equazioni:

M3 + M,
Foi = —sign ($i) f | \/F%+ F4 + 22— (6.53)
(]

M; = —sign () <TJE“ iy ji JF2 Fi) . (6.54)

3Per un cuscinetto con un singolo supporto L; rappresenta la lunghezza assiale del

cuscinetto.
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6.5 Analisi del rendimento meccanico

Per la valutazione del rendimento meccanico del giunto cardanico si € proceduto

prendendo in considerazione il rendimento istantaneo nella seguente maniera

Pout Pzn - leoss Ploss
- - =1 9 6.55
T P P P, ’ ( )
dove P, = w171 ¢ la potenza in ingresso mentre P, € la sommatoria delle

potenze istantaneamente perse per attrito nei singoli giunti. Queste ultime sono
valutabili come il prodotto della forza d’attrito data dalla (6.54) e della velocita
di traslazione lungo 1’asse della coppia $;; e della coppia d’attrito data dalla (6.53)
e della velocita di rotazione attorno all’asse della coppia medesima 6;. Una prima
indagine ¢ stata condotta con l'intento di evidenziare gli effetti delle tolleranze
geometriche e dimensionali sul rendimento istantaneo del giunto cardanico. Sono
inoltre stati valutati gli effetti della configurazione del giunto e della velocita di
rotazione sempre in riferimento al rendimento istantaneo. Per queste analisi sono

stati assunti i seguenti parametri nominali:

coefficiente di attrito dinamico f = 0.005;

-op=as=a3=90°, a4 =15°ed a; =0 (i = 1,2, 3,4);

coppia in ingresso 77 = 100 Nm;

velocita angolare in ingresso w; = 1500 rpm.
Si e inoltre supposto che I'entita degli errori sia:
- disallineamento degli assi: Aa; = 0.5 mm (i = 1,2,3,4);
- inclinazione angolare degli assi dei giunti: Aa; = 0.006° (i = 1,2, 3).

In Figura 6.5 si riporta il confronto fra il rendimento istantaneo del giunto carda-
nico per un giro completo dell’albero di ingresso in assenza ed in presenza di errori
di montaggio. Si pud notare come la presenza di errori comporti una perdita di

rendimento pari a circa lo 0.15%.
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—o— efficiency without errors
0,996 o —e— efficiency with errors

0,995
0,994
0,993 i
0,992

0,991

09904+———F——F——F———F————

Figura 6.5: Influenza degli errori di montaggio sul rendimento meccanico

Le successive due analisi sono state effettuate assumendo i su citati parame-
tri nominali, supponendo quindi assenza di errori, e variando rispettivamente la
velocita angolare in ingresso e la configurazione del giunto. In Figura 6.6 viene
riportato 'andamento del rendimento meccanico al variare della velocita angolare
fra 1500 rpm e 2500 rpm. Si puo osservare come un aumento della velocita angola-
re comporti maggiori dissipazioni e quindi riduca il rendimento meccanico di circa

1'1.8%.

—=— ,= 1500 rpm
. —°— w,= 2000 rpm
o s .. —>—o=2500 rpm

6, (rad)

Figura 6.6: Influenza della velocita angolare sul rendimento meccanico
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Mantenendo costante la velocita angolare in ingresso al valore nominale, ¢ stata
variata la configurazione dell’albero di uscita rispetto a quello di ingresso fra 5° e
15°. Anche in questo caso si pud notare come una configurazione maggiormente in-
clinata comporti una maggiore dissipazione e quindi una riduzione del rendimento

meccanico del giunto, se pur di lieve entita (Figura 6.7).

0,991 - —=—o,=165
—o—oa,=170
0‘990 B g o = 175o
4
ni --------

o984 S/ N N Ttaus

0,988

0,987

0,986

0,985 —
0 1 2 3 4 5 6

8, (rad)

Figura 6.7: Influenza della configurazione del giunto sul rendimento

meccanico

Il codice implementato & stato inoltre validato sulla base delle prove speri-
mentali svolte al banco giunti allestito presso il laboratorio del Dipartimento di
Ingegneria Meccanica (Figura 6.8).

In particolare il banco giunti, il cui schema ¢ riportato in Figura 6.9, € costiutio

da:
- Una piattaforma riconfigurabile in acciaio.

- Due torsiometri modello Magtrol TMB 210 con coppia massima: 100.00 Nm;
velocita massima: 4000 r.p.m.; sensibilita di coppia 100mV /Nm; sensibilita

di velocita: 60 pulses per rev.
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Figura 6.8: Banco giunti

- Un motore brushless (due poli, coppia max 110 Nm) con pannello di controllo

e software di gestione.

- Un freno elettromagnetico (modello Merobel SA FRAT 650; coppia massima
65 Nm; coppia minima 0.63 Nm) con ventola radiale e controllore digitale

DGT 200 MC.

- Un computer con convertitore analogico/digitale e sistema di acquisizione

multicanale della National Instruments.

Con riferimento alla Figura 6.10 sono stati riprodotti i tre corpi mobili co-
stituenti il giunto ed i relativi riferimenti secondo la convenzione di Denavit-
Hartenberg. In particolare gli elementi rappresentati in Figura 6.10a e 6.10c sono
I’albero di input e quello di output rispettivamente, e sono a loro volta cosituiti
dai seguenti elementi: due flangie di attacco (al motore ed al freno rispettivamen-
te), 'abero e la forchetta. L’elemento in Figura 6.10b ¢ la crociera, organo di
connessione fra i due alberi.

Le caratteristiche inerziali di questi tre corpi sono riportate in Tabella 6.1

espresse nei riferimenti del giunto.
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IL Joint SR, A
Electro-magnetic
brake Electric motor

Torgue — Speed
sensor

Figura 6.9: Schema del banco giunti

I restanti parametri nominali assunti sono i seguenti:

- coefficiente di attrito f = 0.42;

- lunghezze e diametri dei cuscinetti degli alberi L = 10 mm e d = 20 mm;
- lunghezze e diametri delle coppie della crociera L = 5 mm e d = 6 mm;

- masse dei membri m; = 0.936 kg, ms = 0.0456 kg e ms = 0.936 kg;
-ap=ar=a3=90° ay =165°ed a; =0 (i = 1,2,3,4);

- valore medio coppia in ingresso 77 = 0.2 Nm;

- valore medio della velocita angolare in ingresso w; = 6 rad/s.

In Figura 6.11 si riporta il confronto fra 'andamento del rendimento del giunto
Cardanico acquisito sperimentalmente e calcolato mediante il codice.

In particolare sono stati impiegati come dati in input del codice la posizione,
la velocita e I'accelerazione angolare in ingresso, nonché la coppia in ingresso ac-
quisiti al banco giunti. In questo modo si sono simulate le effettive condizioni di

funzionamento del giunto prendendo in considerazione anche gli effetti inerziali. I
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c) d)

Figura 6.10: Riproduzione del giunto cardanico usato in laboratorio

segnali provenienti dai sensori sono stati preventivamente filtrati mediante filtro di
Butterworth eliminando le alte frequenze (> 100 Hz). Come detto il codice valuta
il rendimento meccanico andando a calcolare la potenza dissipata nelle varie coppie
cinematiche. II rendimento ottenuto sperimentalmente e stato calcolato conside-
rando il rapporto tra la potenza in uscita e quella in ingresso, entrambe valutabili

mediante i dati ottenuti dai sensori.

0,960 Experimental
"""" Code

0,956

Efficiency

0,952

Figura 6.11: Confronto rendimento meccanico
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Tabella 6.1: Caratteristiche inerziali dei membri in unita del S.I.

X y z [Jl](Q) X y z
(511® | 0.119813 | 0.008020 | 0.11954 || x | 0.01925 | 0 0
(553® | 0.000387 | 0.000387 | 0 y 0 | 0.00025 | -0.00103
(553 | 0.087780 | 0.087780 | 0 2 0 |-0.00103 | 0.01918
)P | x y 2 5] | x y 7
X 0.000006 0 0 X 0.01215 0 0
y 0 0.000006 0 y 0 0.01215 0
z 0 0 0.000002 z 0 0 0.000184




CAPITOLO

Modellazione statistica delle tolleranze
geometriche e dimensionali per

meccanismi tridimensionali

La corretta scelta delle tolleranze € un problema di non facile soluzione. Se da una
parte assegnare tolleranze strette permette di migliorare la qualita del prodotto
finito e di assicurarne il corretto funzionamento, dall’altra determina un notevole
incremento dei costi di realizzazione. Assegnare invece tolleranze meno restrittive
potrebbe pregiudicare il corretto funzionamento con una conseguente perdita di
rendimento. Il compito dell’ingegnere puo essere quindi riassunto in due differenti

tipi di attivita:

- Analisi delle tolleranze. Consiste in una stima del rendimento dell’assieme
mediante un modello analitico. Devono essere presi in considerazione gli
effetti che ciascun elemento ha sull’intero assieme in tutte le configurazioni

da esso assunte.

- Assegnazione delle tolleranze. Consiste nell’assegnare e distribuire le

240
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tolleranze di ciascuna parte in modo da raggiungere il rendimento previsto

e rispettare i vincoli di costi e di processo [41, 42].

In generale, per poter effettuare un’analisi delle tolleranze si ricorre a modelli
lineari o non lineari del componente meccanico in esame. In questo modo puo es-
sere monitorata la variazione del rendimento dell’assieme al variare dei parametri
di progetto. Puo quindi essere definito “robusto” un progetto per cui le varia-
zioni introdotte dal processo costruttivo non influenzano in modo sostanziale le

funzionalita cinematiche del componente meccanico.

7.1 Metodologie per I’analisi delle tolleranze

Le metodologie proposte in letteratura per 'analisi delle tolleranze, possono essere

racchiuse nelle seguenti tre categorie principali [43]:

- Analisi del caso peggiore (worst case). Il valore massimo e minimo
associati a tutti i componenti di un assieme vengono impiegati per valutare
il range di variazione delle caratteristiche cinematiche dell’assieme stesso

44, 45).

- Simulazione Monte Carlo. Il progettista puo condurre analisi statistiche
delle grandezze stocastiche proprie del problema dell’analisi delle tolleranze.
Il metodo Monte Carlo prevede la definizione di un set di n valori casuali
da assegnare a ciascuna delle variabili stocastiche nell’equazioni risolutive
del sistema. Queste equazioni sono cosi risolte n volte utilizzando ciascun
valore casuale presente nel set scelto. I risultati cosi ottenuti possono essere

esaminati mediante istogrammi e campioni statistici.

- Statistico. Distribuzioni statistiche possono essere impiegate per predire il
rendimento di un dato assieme meccanico. Per questo tipo do analisi possono

essere impiegate diverse metodologie: valore medio, sei sigma, RMS, etc.
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In un problema di analisi delle tolleranze il progettista deve essere in grado di
prevedere il comportamento ed il rendimento del sistema in corrispondenza di im-
precise condizioni di input, e fornire di conseguenza progetti alternativi. Strumenti
computazionali, come quello presentato in questo capitolo, possono essere di no-
tevole aiuto al progettista per assolvere al compito richiestogli. Per questo motivo
I’approccio statistico sembra essere quello migliore per rappresentare e gestire I'in-
certezza dei dati legati all’analisi degli errori di realizzazione e montaggio. Gao
in [46] descrive una procedura di analisi delle tolleranze per meccanismi spaziali

basta sull’algebra dei numeri duali.

7.2 Modellazione della coppia cilindrica

In questa sezione viene descritto il modello cinematico della coppia cilindrica
che e stato impiegato. Prima di tutto verranno introdotte le relazioni necessa-
rie per 'analisi cinematica in condizioni ideali, successivamente verrano aggiunte
le tolleranze geometriche e dimensionali.

La coppia cilindrica che collega il corpo 7 al corpo j € composta da due elementi

cinematici:
- il perno (sul corpo i);
- il foro (sul corpo j),

ad ognuno dei quali & associato un riferimento Cartesiano. Inoltre sul corpo i in
corrispondenza del perno si definisce il £ riferimento del giunto come F;, —
%;,. Yi, %y, analogamente sul corpo j in corrispondenza del foro si definisce il £
riferimento del giunto come Pj, — x;, y;, 2j, . L'origine P;, si trova a meta dell’asse
del perno. Facendo l'ipotesi di condizioni di funzionamento ideali 'asse z;, e I'asse
sono sempre collineari. La matrice di trasformazione duale dal primo sistema

an



7.2 Modellazione della coppia cilindrica

243

di riferimento del giunto al secondo risulta essere

cos é\l —sin é\z 0
[Af:] = siné\?i cosé\?i ol , (7.1)

0 0 1
dove @ = 0; + es; € 'angolo duale formato tra i versori /z\zk e/z'\jk. Di conseguenza la
matrice di trasformazione dal sistema di riferimento O; — x;y;2;, solidale al corpo

i, al sistema di riferimento O; — x;y;z;, solidale al corpo j, sara data da
ERSEEAR o2

dove la matrice {A\;’“} ¢ definita come segue!:

2] = |5, 5, &, (7.3)
/Ii\Z ;Z 7{:\2

Rimuovendo l'ipotesi di funzionamento ideale e facendo le seguenti assunzioni:
- gli elementi cinematici hanno due o infiniti punti a contatto;

- quando i punti a contatto sono due, denominati By e By, questi giaceranno

sulla circonferenza di bordo delle estremita del perno (Figura 7.1);

- sono imposte tolleranze geometriche di cilindricita e circolarita sia per il

perno che per il foro;

- sezionando il perno (foro) a qualsivoglia altezza, gli assi delle superfici cosi

ottenute saranno sempre coincidenti con I’asse dell’intero perno (foro);
- non sono presenti runout circolari,

vengono introdotti i giochi radiali nelle coppie cilindriche. A causa di questi gio-

chi, la posizione del perno all’interno del foro sara deviata rispetto a quella ideale.

1Si veda Sez.5.4.2.
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Questa deviazione rappresenta ’errore di posizione. Per poter descrivere analitica-
mente la presenza di giochi € necessario introdurre un altro sistema di riferimento

Cartesiano Py — xy Yy 2
k k

o 2z, che avra l'asse z; sempre allineato con l'asse zj, . Il
k "k k

sistema di riferimento P;, — x;,¥;, %, in condizioni ideali coincide con il sistema
Py — x;yy 2z, in presenza di giochi sara invece necessario un moto elicoidale per
k kE“"k "k

poterlo ad esso sovrapporre (Figura 7.1). L’obiettivo ¢ quello di dedurre le ca-

AN
N~

Figura 7.1: Coppia cilindrica con gioco radiale

ratteristiche di questo moto elicoidale in funzione delle posizioni dei due punti di

contatto By e By potendo cosi definire la matrice di trasformazione [gzzz] . A causa

del disallineamento tra il perno ed il foro I'equazione (7.2) viene cosi modificata
nella seguente

) = ) () ) 3] m

In Figura 7.2a viene riportato il piano II ortogonale all’asse del foro e conte-

nente il punto Pi;C su cui sono proiettate le due sezioni di estremita del perno. E’
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a) b)

Figura 7.2: Parametri delle coppia cilindrica con gioco

da notare che le proiezioni delle due sezioni, che sarebbero due ellissi, sono state
approssimate a due circonferenze. Questa approssimazione ¢ alla base dei calcoli
algebrici successivamente sviluppati. Con riferimento alla Figura 7.2b i punti C]
e C) sono le proiezione dei centri delle sezioni circolari delle estremita del perno
(Cy e Cs), mentre i punti B] e B} sono le proiezioni dei due punti di contatto
By e By. L’angolo 3;; ¢ I’angolo formato tra le congiungenti Bj e B] con il punto
Pi; rispettivamente, I’angolo ;; ¢ quello formato tra la congiungente i punti P;, e
P.

. con l'asse xy . Mediante questi due angoli € possibile definire completamente
k k
la disposizione del perno all’interno del foro. Le coordinate dei punti C{ e C) nel

sistema di riferimento Pi;cxi;c Yir 2yt , con riferimento alle Figure 7.1 e 7.2, sono date
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dalle seguenti espressioni:
roy = x0r ~ (R —71)cos <£U + 7) ,
Yo, = Yo, = (R —r)sin <§z‘j + %) ;

2, = —

€
N (e B
xo, = xoy ~ (R —r)cos gm_? )
U e P
Yo, = Yoy, N(R_T)Sln SU_ B s
H
ZCQ ~ E )
da cui
T
{0102} = {xCQ —TCy, Yoy, — Yo, RCy — RCy } . (75)

A questo punto ¢ possibile definire il vettore unitario duale E’ij, di minima distanza

fra gli assi z;, e zZip € I'angolo duale 7;; formato dagli stessi. Introducendo infatti

. N T
i vettori duali C1Cy = C1Cy + EPi;CCl x C1C9 e Zi;C = {0 0 1} , € possibile

calcolare il vettore unitario duale E;; come

~ Cl 02 X Zl;c

i = = = (7.6)
HClCQ X ZZ-;C
L’angolo duale 7;; si ottiene come
7;; = atan2 (sin7;;, cos 7y;) , (7.7)

dove

COS%\@']’ = =1
|cie|
- G0y o
SINT;; = X ZZ-;C

e
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Attraverso questi parametri si definisce la matrice di trasformazione

2NTij + CTij B EyvTij — E.sTij EyE.vTij + EysTy
—~! ~ o~ ~ ~ ~ ~
k| ~ o~ 2~ ~ ~ -
[A } = EmEyV ij + EZSTZ']' EyV’TZ'j + CTyj EyEZV’TZ'j — Eyb’Tl'j (78)
~ o~ S o A A ~ o R
E. BT — EysTj EyE T + Epsty EovTj + cTyj

~

dove v7;; = 1 — cosT;j, €Ty = COS Ty, STy = sinTy;, Ly = {ET Ey E. }T. I1 moto
finito descritto dalla (7.8) consente di rendere coincidente P;, con Py e di allineare
gli assi z;, e Zit - La posizione assunta dagli assi Tyoe Y sara esattamente quella
assunta dagli assi x;, e y;, dopo questo moto finito. Da notare che la matrice

{A;LZ] ¢ funzione solamente degli angoli 3;; e &;;, e quindi dei due parametri che
descrivono completamente la disposizione del perno nel foro.
Il secondo moto finito necessario per avere la completa sovrapposizione del

sistema di riferimento P;, —x;, y;, 2;, su Pj, —x;, ¥, %j,» ¢ un moto elicoidale attorno

all’asse zi = 2j, descritto dalla matrice di trasformazione

cos«/9\,~ —sin/ﬁ\i 0
[A\Z:] = siné\i COSé\Z‘ 0] , (7.9)
0 0 1

in cui il valore dell’angolo duale /9; = 0; + es; ¢ ottenuto risolvendo le equazioni
di chiusura del meccanismo. Questa procedura fallisce nel caso in cui C/’l\CQ e Zik
siano allineati. In questo caso, infatti, il perno ed il foro sono a contatto lungo una
linea comune (e non in due soli punti come ipotizzato precedentemente), 1’angolo
duale sara allora 7;; = € (R — ) e il vettore unitario duale Eij avra la medesima

direzione del segmento P;, Piﬁc'

7.3 Strategia risolutiva

La strategia risolutiva per I’analisi statistica delle tolleranza geometriche e dimen-

sionali puo essere riassunta nella seguente maniera:
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1. Deduzione delle equazioni di chiusura del meccanismo
N . .
I |20 2] [A7] 4G ] =
i=1
2. Simulazione mediante metodo Monte Carlo. Si definiscono n set di variabili
stocastiche. Per ciascun set si assegnano valori causali, all’interno del range
di variazione previsto, a ciascuna variabile stocastica utilizzata per la descri-
zione delle tolleranze geometriche e dimensionali. In particolare gli angoli 3;;
e §;j sono stati considerati variabili equiprobabili nel range 0° < 360°, per
tutte le restanti variabili si € assunta una distribuzione Gaussiana con de-
viazione standard pari ad un sesto del massimo valore ammissibile nel range

di variazione.

3. Analisi cinematica. Si risolvono le equazioni di chiusura e le loro derivate

rispetto al tempo per ciascun set di variabili stocastiche.

4. Analisi statistica. I valori ottenuti, per ciascun set di analisi, per i parametri
di output del meccanismo in esame vengono trattati mediante metodi stati-
stici. In particolare vengono valutati il valore medio e la deviazione standard

per ciascun parametro.

7.4 Esempio numerico

La metodologia proposta ¢ stata applicata ad un giunto cardanico modellato, come
gia in precedenza fatto (Cap.6), come un meccanismo spaziale RCCC. I parametri
nominali del meccanismo in esame sono riportati in Tabella 7.4, dove H rappre-
senta la lunghezza del perno, ed il disallineamento tra ’albero di ingresso e quello
di uscita e di 45°. I sistemi di riferimento del giunto sono definiti secondo la con-
venzione di Denavit-Hartenberg e consistenti con quelli riportati in [37]. A causa
della particolare struttura cinematica del meccanismo, il sistema di riferimento so-

lidale con il corpo e stato preso coincidente con uno dei sistemi di riferimento del
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Kinematic
element #2

R,  Kinematic
element #1

Figura 7.3: Sistemi di riferimento per un membro qualunque del meccanismo

RCCC

giunto (Figura 7.3). Quindi con riferimento alla Figura 7.3 per ciascun membro 4
le coordinate dei punti che definiscono il sistema di riferimento del giunto, espresse

nel riferimento del corpo saranno:

- Elemento cinematico del giunto 1 del corpo i;

P, = {0, 0,0 }T ; (7.10a)
R, = { 1, 0,0 }T ; (7.10b)
Qi = {0, 0,1 }T : (7.10c)

- Elemento cinematico del giunto 2 del corpo i;

T
P, = {ai, R;sinay, R;(cosa; — 1) } ; (7.11a)

T
Qi, = { a;, (R +1)sina;, (R; +1)cosa; — R; } ) (7.11b)

T
R;, = { 1+ a;, Risinoy, R; (cosa; — 1) } , (7.11c)
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La presenza di giochi ¢ stata assunta nelle sole coppie cilindriche, la coppia rotoi-
dale che unisce il membro movente con il telaio ¢ stata considerata ideale. Inoltre
la velocita angolare di input & pari a w; = 7/2 rad/s, e le variabili cinematiche
incognite nell’analisi delle posizioni sono gli angoli duali 5, =0, +es; (i =2,3,4).
La velocita angolare di output ¢ wy. Per 'analisi statistica ¢ stato implementato
un generatore casuale di valori da assegnare alle variabili stocastiche (3, £ ed i
parametri di Denavit-Hartenberg) secondo i range riportati in Tabella 7.4. In par-
ticolare per ogni configurazione del meccanismo il generatore di numeri casuali,
per ciascuna delle tre coppie cilindriche, assegna i valori alle variabili stocastiche
secondo la funzione di probabilita definita (uniforme per § e &, Gaussiana per
le rimanenti). Questo procedimento viene ripetutto per tutti i set di analisi con-
siderati. In questo esempio sono stati definiti 50 set per ciascuna variabile, si €
verificato che un numero maggiore di set non comportava variazioni significative
nei risultati mentre incrementava in modo consistente i tempi di calcolo. Per cia-
scun set viene condotta ’analisi cinematica del meccanismo, i valori degli angoli,
degli spostamenti e delle velocita cosi ottenuti vengono analizzati statisticamente

definendo valori medi e diviazioni standard.

Membro o a; R;
1 90°+0.1° | 0£0.1 | 1£0.1
2 90°+0.1° | 0£0.1 | 1£0.1
3 90°+0.1° | 0£0.1 | 1£0.1
4 135°£+0.1° | 0£0.1 | 1x£0.1

H Ar 13 6]
1+0.1 0£0.06 | 0°-360° | 0°-360°

Tabella 7.1: Range di variazione dei parametri di Denavit-Hartenberg (vedere

Figura 7.3) e delle altre variabili stocastiche.
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Con riferimento alle Figure 7.4-7.11, dove si riporta il caso ideale senza tolle-

ranze con linea continua, ed il caso reale con tolleranze con linea tratteggiata, si

puo notare che:

I valori degli angoli di output non sono molto influenzati dalla presenza di

tolleranze e giochi nei giunti (Figura 7.4).

Gli spostamenti e le velocita lungo gli assi delle coppie cilindriche sono molto

sensibili a tutti i tipi di errore (Figure 7.6 e 7.7).

La velocita angolare dell’albero di output e sensibile alla presenza di errori

(Figura 7.5).

Ci sono due configurazioni in cui la deviazione standard di tutti i parametri
di output attinge ad un massimo (Figure 7.8-7.11). Probabilmente queste
due configurazioni sono quelle in cui la matrice Jacobiana delle equazioni di

vincolo ¢ vicina alla singolarita.

8 -05
7
6
5
-
=~
4
3
2
1
0 1 2 3 4
Tempo (s)
25 8
6
2
4
R15 pS
2
1
0
05 -2
1 2 3 4 0 1 2 3 4
Tempo (s) Tempo (s)

Figura 7.4: Angoli di rotazione ai giunti
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25
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o
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0.5
0
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1 2 3 4
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Figura 7.5: Velocita angolari ai giunti
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Figura 7.6: Spostamenti lungo gli assi delle coppie cilindriche
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Figura 7.7: Velocita di scorrimento lungo gli assi delle coppie cilindriche
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Figura 7.9: Deviazione standard degli spostamenti lungo gli assi dei giunti
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Figura 7.10: Deviazione standard delle velocita angolari
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Conclusioni

Nel presente lavoro e stata presa in considerazione ’analisi dinamica di sistemi
meccanici complessi. L’approccio seguito per la modellazione dei vincoli e stato
quello proposto da E.J. Haug [1] e riportato, con alcune varianti, anche da P.
Nikravesh in [2].

Grazie alle sue peculiari caratteristiche di modularita i vincoli cinematici ven-
gono ottenuti mediante la combinazione dei vincoli di base. Cio che rende il metodo
flessibile, in quanto mette in condizione I'utente di introdurre nuove tipologie di
vincolo, e, nel contempo, ne facilita implementazione. L utilizzo, inoltre, dei para-
metri di Eulero permette I'identificazione dell’orientamento del corpo nello spazio
eliminando la non univocita presente in altre formulazioni (angoli di Eulero, di
Cardano, etc.).

Sono state esaminate diverse formulazioni dinamiche e indagati taluni aspetti
computazionali legati all’integrazione numerica delle equazioni del moto a cui tali
formulazioni conducevano.

Un serio problema con il quale le metodologie proposte si confrontano riguar-
da la difficolta dell’accurata simulazione di sistemi a vincoli sovrabbondanti o
variabili. Sistemi di tale natura vengono spesso analizzati nelle varie applicazioni.
Per ovviare a tali problemi, e stata elaborata ed implementata una procedura di

decomposizione della matrice Jacobiana delle equazioni di vincolo, cosi da trasfor-

256
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mare il sistema di equazioni dalla formulazione DAE in una forma piu efficiente
per la gestione dei vincoli sovrabbondanti o variabili. L’apposito codice, valido
per modelli tridimensionali e che implementa la formulazione suddetta, ¢ stato
messo a confronto con software commerciali sia per quanto riguarda lefficienza
computazionale (tempi di calcolo) sia per I'accuratezza numerica.

Oltre alla prcedura di decomposizione, ¢ stata anche sperimentata una formula-
zione dinamica proposta da Udwadia e Kalaba, fondata sul noto principio di Gauss.
In particolare, si & svolta un’indagine sull’influenza del metodo di calcolo della ma-
trice pseudoinversa sull’efficienza computazionale complessiva. La sperimentazione
ha riguardato modelli bidimensionali.

Sono state inoltre implementate coppie cinematiche lubrificate (in particolare
si ¢ fatto riferimento ai cuscinetti a strisciamento), andando cosi ad ampliare la mo-
dellazione di sistemi meccanici reali. Si sta attualmente lavorando sulla possibilita
di prevedere la presenza di corpi flessibili.

Nella seconda parte della tesi sono state analizzate le tolleranze geometriche e
dimensionali mediante algebra duale. Quest’ultima infatti, combinata alla conven-
zione di Denavit-Hartenberg, ben si adatta alla modellazione di coppie cinematiche
con giochi. Il vantaggio maggiore derivante da questa trattazione risiede nel ristret-
to numero di parametri e di equazioni necessari alla modellazione del sistema. La
trattazione svolta ha permesso di evidenziare la dipendenza del rendimento mecca-
nico di un giunto cardanico da errori di montaggio. Il codice sviluppato per questa
analisi ha richiesto I'implementazione di alcune librerie per la gestione dell’algebra
duale secondo quanto riportato nella trattazione teorica (Capitolo 5). Si ¢ inoltre
svolta un’analisi statistica delle tolleranze geometriche e dimensionali per mecca-
nismi tridimensionali. Anche in questo caso si ¢ ricorso all’impiego dell’algebra
duale in combinazione con il metodo Monte Carlo per la trattazione statistica.
La metodologia proposta ¢ stata, anche in questo caso, applicata ad un giunto

cardanico.
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