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.Laboratorio aL Cibernetlca del C.N.R. Arep Felice, Napell
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‘ Sono state shtudiate alcune proprietd del comportamento di up , o

V modelle di rete neuronica, descritta da equazioni neuvroniche nella ' _
- ! forma parteclare ottenuta sotto condimioni di "auvtodualitd', Deo= '
_ _ sctitéo il problema "individuale" delle sintesi, si mostra come _ |
, Ll'aguivalente, nel moatro caso, di un ben noto taorema della teo~
ria deile funzionl boolesne linearmente separabiliy; ¢i fornisce
aleuni criteri che possono easere .thnumm»umﬂ_mnn.m impliegati nella .
ma“_..snwnum. di prokblemi concrati.
viens altresi introdotto il problema globale della sintasi e
i mostra come, in una formulazione pid gensrale, esgd non sia

rigtretto al szolo case di »gti neuroniche, ma si astende Al pro=
blema gengrale della pealiszazione vettoriale di un automa.

1) ZIntroduzione., Il modello matematiceo di rete neuronica da noi !

congiderate & coptituito da N elementi binari Bareaimy i :

eud stati & . ..., G,k al genmerico istante & , assumono i u
valeri 1 o =1. Il tempe € e guantis=ato ad i suol valori rappre-

sentati dagli interi positivi., Il nostro studio rigouarda i sistemi

normali (Caianiello, 1966). In essi. lo stato della rete, al tempo | W
£+1 , dipande dallo stato al témpo t, soconde la relazione vet- . , _ f
toriale _ _ -
- - ! h 7

¥, 7 5QR ﬁmaﬁv (1) . .. ‘ “

= . 1 |

dove Uy @ il vettore avente per somponanti a\i pree Gy ' _

_E on , 1
‘A & una matries guadrata di ordine N e sgh & la funZione ' |

2°'d . TPETaEd HIISIH JdId We AT 22:6 ETEZ AT ES
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"segno" definita, componente, per componsnte, in _%.u wow GOmE &
, +1 vf. LN
son (%) = (2}
- =1 per %<0

. Galla sintesi di unm pete newrenica
Pud assere sazpresso nella seguante manieras

=

= data una seguanza a:_. . w...wﬂ X di stati, determinare una ;

matrice A tale che

M..ni = m@? A)mnv {3)
L'attributo "individualg" '
_mucbnnmﬂo. & dovuto al fatto che esso si riferiace alla sintesi
di retli per lm quali una "gingola® sequeniza 4l gtati a pPresgsegna-
ta. Se .mer = m.._.. ¢ la sequenzs sara vhiamata "riverbero"
se ©, # muz s Perogni | ed m equd che 1slamyg R4
nei direme che la sequenza Bppartiene ad un transisnte,
i casi, 11 problema individuals

che contraddistingue il problema

in sentrambi
della m..w:ﬂumn di wna rete peurpnica
gi riduce alla ricerca di una matrice A, iowi N elementi siane
solusieni delle MR diseguazioni lineari, implicitamente cope
tenute nellw (3}, &Le attuall tecniche di risolusione sone facili

da spplicarsi quands &N : M3 per i casi pld inkeressanti, dgal

punto @i vista delle applicazioni, ciod quando R >F N , 8688 richie-
dono capaciti di memewia g tempi di paleole che

oreseone molto ra-
pidamente con R, Da eid deriva 1°'

importanza di trovare un qualche
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semplice criterio che permetta di stabilire a priori 1'esistenzs
o meno di una soluzione, ogni gualvolta un Problema conereto di
sintesi deve caameve affrontate, Guidati da quaste sohsiderazioni,
ci & apparsa evidenta 1'utilica ai formulare p.namw,_wmu.gﬁm. per il
modallo in esame, #i un ben noto tisultato dalla teoria delle fun-
Zioni a soglia (Elgot 1960). . |

Denotande con mﬂ 1a i=egima riga della matrice A, la

equazioni vattoriali (3) ‘#ono aquivalenti alle seguenti
equazioni ssalari _
-y =P i 2
- ¢Lg N
Y Byn A, T 1¢beR™, 4

dove

Definitl gli inpiemi

= mwf»mwmw.vq..r

L]

& 18k R ) o.._..rn:u.,_»w

ARPE N

@ tenuto cente della (2), le (4) si trasformane nei seguantl ¥
sistemd di dizequazioni lineari

=y ' N
“ 0 Voel, | tidsn

TPE 2N HOISIH JId W AIM

22

=]
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Un ben noto teorema di analisi eonvessa (Rockefeller, 1969) assa-
Tisce che la () sono consistenti se e golo gai : .

%) il vettore nullo nop appartiene

all 'inviluppe convesse
dall'ingiema |

v OVVaro, sa& e solo se:
uM) per nessun i esistono R numeri A@aﬂw 20 tali che .
&
- _
MWL Mﬁ d =0
W H... %

(7)
= .wa. =1

el

. par :.f,m..‘mz )

L'esame delle condizioni o), alla luge dei taoremi clazsici

dell'algebra linears, porta alla determinagione
ci criteri, alouni

di diversi gempli-
tolo nacessari, altri gole sufficionti, di pes=
lizzabilitd della sintesi, Attualmente siamo impagnati nelia measa

a4 punteo di un eriteris tecessario & mnmmpmwmunm di realizzabilita

the deriva dalle ) ma, & differenza di gueste fornirebbe un algo-

ritmo ssauvribile in im Aumere finite e relativamente
Supponiame adwgso che la Eaguenza
alok, esista wna rets

brave di pasgeii
(o) tarepns  aia realizzabile,
. che wontenga guesta sequensa nells sua evolus
gione. Se ¢ 2 un arbitraric stato

che la sequenza hmu“fmn;t.... con U, @ ¢ 8ard realizga-
bils g2 g solo se non esistano, per alews i, ™ numeri nom negativi

QM Vﬂ.r. tali che

delln rete, dalle me) sa¢gug
-ma

. —~? 4l
=z ¥ ¥ v ()

ﬂ_ﬂHw G = Retd




- -

g a.. Rad n...._r_n.‘.v Saen

Il significate gocmetrime della condizigne (8) & che la Eeguenza .

§ ; N % u
zabile la sequensza (W), 4cn4y il vettore @,  non appaz-

tiene al cono comnvesse génerato dall’'insieme H... &

prolungata \@, ), . ... Ppud essera realizzata Be, @ssendo realiz-

Moltiplicando sealarmente il Primo ed il seconds membzo dells
=% .
A4 . 3
(8) per Spsy 5i ottiena:

& Vg L\ _ (s

44
q_.an L Ex

Quindi, una condizisne sufficiente par 1z realigzabilits della
geduenza prelungate & che, per ognl i, si abbia

—  mn =z :
v.oor s0 - V¥l : (10)

lobale dells gintegi, L'ubilitd pratice dells

solugione di up problems individusie gi sintesi dipende dalle sta-
to iniziale che =i assegna alla rete:
unz matriee A

2)

eiod, una volta trovats

che reallsza la sequensa Preassegnata di stati

ﬂ,qL;n::. ¢ BUlla s5i aa, in generale, sulla evoluzsione daulla
-]

Fete gquande si parte da uno atats iniziale 7, diverso da egni




] v
. qw dalla geguensza. Vi sgono, d'altra pacte, aleuni impor=-

tanti problemiin cui si @ intereszati principalmente nella son-
figurazione gtabile finale della rate risultante da una arbitrae

ria eceitazione iniziale: ci possiame rifarire, ad esemplo, a
Calandello et al. [1967), per unz impostazions teories del pro-
blema, e a Buratfinl @ Liesis (1970), per un'analisi da un Punto

'
'

di vista sperimentale, Questo tipo di problema pud chiaramente
esgera ridotto ad une del tipo presedente, questa voltlR contes
nente Pz disaguaglianze in N* incognite, ma ld teeniehe 4i
risoluzione diventane prasto di difficile applicaziona, ancha
per plecali valori di N » Volendole, invece, trattare da un
punte dl vista intrinseen, sviluppereme guasto problema in una
formulaziene geometriea equivalente,

Denotiame con nﬁvh l'inaieme dai T posgibili differenti
statl 4l una rete, ovvers l'ineieme dei vertici del cubp unitario

™
simmetrica in Qﬁ » & definiape 1'applicazione

="y = W
ﬁynﬂmﬂzli ﬂsﬁpndmg il

L'evolugione della rete sarl descritta da

- sy
Tale) = &, (12)

—
ad un generico stato ¥ apparterra ad un riverbers di lunghezza

R s e sglo 88 R & il pid piccolo intero positivo tale che:



EANGE
s,I J.J A.[s - v

ge, <vnm<mumw~ Per ogni intero positive R si ha ..ﬂm.ﬁmvvw o
lo state G appartiene ad un trapsients,
La funzione 43 gove dalle seguanti due proprietd:
(i) .,ﬂ & eimmetrica, wiod, |_| (%)= l.ﬂ (&') par ouﬁr G. in Q.z
. {117, proietta " in se stesso, ciocd, | AQ..J

Per oghi intero O  g2i ha
h
T @) £ T, (M)

N
a poicha & & un insleme finite, 1'inclusione Pud asgere gtratta

zolo per un numere finito di bhssi., Bia w il minime intere pex’
cul in (14) valga l'eguaglianza £ poniamc

(15)

- o
Il szottinaiems Q. di QU gost definite & il pig granda del sottin-

. b
siemi @i G gul quale la funszlons J- agisee come una. ‘permutaziomal
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€950 sard detto "nuclew” dalla yete la cui ‘matrice & A e sapa -
caratterizsate dalla seguenta proprietd: uno stato appartiene

ad un riverbero se & solo s agso appartiene g « In analogia
eon Q¥ 4 punti di V PoS=Eono essare considerati come i vertiai
di un poliedro simmetrien, _

Le considerazioni brecedenti possono eggers riaggunte come
segue: ad ogni rete mutodusle A corrisponde un sottingieme gim-
metrico ¥V ai Q" ta1e che .ﬁ.lmm»mnm COME una permutazione
sugli elementi ai V ; V g 13 Pilt grande sottinsieme @i (" eon
questa proprietd,

Il problems ..munuw.._.m della zintesi pud, dungue, esgers impogta=
to come seyue: dato un sottinsieme simmetrieo V ai D,z ed una
permutazions P gui punti di V, esiste una rete autoduale A, tale
che v gla il nueleo di A & 1 permutazione indotta da .._.._p gu <
acoinelde -eon By _

Tl nueleo &1 una rete & 1'insieme delle 8us eonfigurazioni
finali gtebili in guanto, partendo da ung state iniziale erhitraris
la rets deczde in uno state appartencnte al nugles che 2 "stabile"
rispetio alle evoluazions dells rate, nel sanso che ;5@ ad un certo
istante lo stato della rete appertiena al nugleo, vi apparterranno
anche tutti gli stati sucaesgivi,

Il preblema della realizzabiliti vettoriale delle reti pup
E558Te generaliesato come geguei dato us ingiems A ed un'azione
Bu ..%. di un sottogruppo del gruppo di bermutazioni sugli sle-
menti ai X trovare il minima intero positive Z tala che esistg
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| una corrispondenza E..c.u"_.gnnm fﬂ di X suun poliedro £ gi ﬁ.z
! : Eng ¢ ® un gualaiasi campo) ed up cmemer£4 amo e G sul

| gruppe delle.trasformazioni (non necessariamente lineavi) 4i 7
in se stesso, tali che se an. 8L ha

| ey tpe)ey -

_ Quwsto approccio non & affattg ristretto al ecaso di wveti di elemen=
ti & soglia awtoduali, ma el egtande al problema generals dalla
realizzagione vettoriale di un automa, Heeo ci permetts, inoltre ,
,_ di sviluppare una trattazione matematica del problema della realiz-
, ' " =mabilitd gelle peti (eiod, sistemi di funzioni booleane) completa-

i mente, mu..,qmumw, dall'usuale, Nel caco in eui si 2 interessati ai
| comportamenti "riberbaranti® della rete, biscgna rigordave che il

_ , . coneetto centralae nella quastione a guelle m.mwu.mnwnﬁm dal grippo

L vertiel di un poliedwa, Queeta azione & ugual-

mehte espressa per massg della funzions di Heaviside compostz con

: una trasformaziona affine, benotando con { la trasformazione che
Forta il cubo booleane nel cube unitario simmetrico, cop k 1'azione

‘ ‘della funzione di Heavisida, con 8 1'azione della funzione segno

_. £i ottiens l'eguaglianga

%I

) Jq | ©oan



La trasformasions rﬂ ha due azpetti peculiawi:

1) conzerva la dimensiomne

2) porta wn cubo in un cube.

Il =ignificato di gueste propiretd & semplice: la transiziena
da un modello all'altro conserva tanto il numere di beureni guanto
la struttura geometrica del nucleo, B' evidents che nelh {17) si
perde ogni traceia di queste proprietd, coslcch® guesta squazione.
Pud esgere assunta (essende + biwnivoca) come la definisione di
aquivalensga tra due modelli vettoriali della stsssa rete nelreonica,

Pit precizsmente, se v & un arbitrario poliedro di une spa-
zio K" 24 S & un'azione di un sottegruppo di un gruppo di permu=
tagiona, noi diremo che la coppia (V, 5 } 2 un modello vektoriale
equivalenta alla coppia npz.z ) se esizte una trasformamions

‘tale che %I“m.ﬁ )
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